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= RESUMO: Este trabalho é motivado pelo interesse em modelar o padrao espacial
de dados composicionais. A categoria de problemas de interesse envolve, por
exemplo, as fracées granulométricas de um solo ou composi¢cdo quimica de uma
rocha e é composta por dados onde as observagdes sdo partes de algum todo e sdo
referenciadas espacialmente. O interesse central estd em predizer conjuntamente o
padrao espacial dos componentes na area de estudo respeitando a restricaio da soma
dos componentes corresponderem ao total. Neste sentido, combina-se a teoria de
dados composicionais originalmente desenvolvida para observagoes independentes com
métodos geoestatisticos multivariados. A abordagem proposta declara explicitamente
um modelo paramétrico que descreve a espacializagdo das varidveis. Em particular neste
trabalho, o objetivo é propor e implementar um modelo geoestatistico bivariado para
dados composicionais obtendo inferéncias via verossimilhanga e expressoes para predigoes
espaciais, apresentando, discutindo e disponibilizando resultados e implementagao
computacional. A metodologia proposta é utilizada na andlise de um conjunto de
dados simulados, cujas composi¢oes sao formadas por trés componentes, possibilitando
a obtengdo de mapas de predigdo para cada um dos componentes.
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1 Introducgao

Este estudo é motivado pelo interesse em modelar e descrever o padrao
espacial de dados composicionais. Neste sentido, combina-se a teoria de
dados composicionais originalmente desenvolvida para observacoes independentes
(AITCHISON, 1986) com métodos geoestatisticos (PAWLOWSKY-GLAHN;
OLEA, 2004), adotando-se a declaracdo explicita do modelo que descreve a
espacializagao das varidveis (DIGGLE; RIBEIRO JR, 2007).

Dados composicionais consistem de vetores, denominados composicoes, cujos
componentes Xi,..., Xp representam fracoes de algum “todo”, e satisfazem a
restricio de que a soma dos componentes é igual a um (AITCHISON, 1986), ou
seja,

X120,X220,...,X320, e X1+X2—|——|—XB=1

O espago amostral é o simplex unitario de dimensao igual ao nimero de
componentes dado por

SP={XeRP; X;>0,i=1,..,B; I'X=1}.

Um vetor W cujos componentes sao positivos e medidos na mesma escala
denomina-se base. Uma base pode se tornar uma composicao através do operador
fechamento, C, que garante que a restricao de soma igual a um seja satisfeita:

C:]Rf—>SB
W

Neste espago amostral, o simplex, as operagbes matemdticas de soma e
multiplicacao definidas no espago real equivalem as operagoes pertubagao

X, ® Xy = (X11, X125 ..., X1B) @ (X21, X220, ..., Xop) = C(X11 X21, ..., X1 X2B),

e poténcia
@] @ ()(11,)(127 ~-~7XIB) = C(Xloa,XlaQ, ...7X10‘B),

respectivamente, e a média passa a ser a média geométrica g(X;) = ¥/ Hle Xij.
Uma caracteristica desse tipo de dados é que estes apresentam um efeito de
correlagao espuria. A restricao de que a soma dos componentes deve ser igual a 1,
implica em correlacao negativa entre os componentes fazendo com que as correlagoes
nao sejam diretamente interpretdveis (GRAF, 2006), ou seja, as covariancias estao
sujeitas a controles nao estocasticos o que implica, segundo Pawlowsky-Glahn
e Olea (2004), em singularidade da matriz de covaridncia de uma composicdo.
Com isto, a aplicagdo de técnicas estatisticas padrdo podem levar a resultados
inconsistentes. Para contornar este problema, Aitchison (1986) propos, dentre
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outras, a transformacdo razao log-aditiva (alr) que generaliza a transformagcao
logistica para um vetor composicional de duas partes e é dada por:

alr : §F — RB-?

X — alr()_()z(m(i),...,m(X;Bl))I.

Por outro lado, a transformagao inversa denominada transformacao logistica
generalizada aditiva (agl) é dada por

agl : REB-1 — §B /
ar(X) —  agl(ale(X)) = X = (exp (m (j{f;)) ,...,exp(())) .

A representacao grafica de uma amostra de composigoes pode ser feita
através do diagrama terndrio, por exemplo no caso em que B = 3, um
triangulo equildtero cujos vértices representam os trés componentes da composigao
(BUTLER, 2008). De acordo com Graf (2006), considerando que assintoticamente
Y = (In(X1/Xg),In(X2/Xp),...,In(Xp_1/Xp)) tem distribuicio Gaussiana
Np_1(pr; £1) em que py, é o vetor de médias das log-razdes e ¥, a matriz de
covariancias de ordem (B — 1) x (B — 1), o dominio de confianga para Y é limitado
pelo elipséide

Bi_o(Y) ={Y e RPN (In(Y) — pr)" B (In(Y) = pir) < XB 1210}

em que XQB_M_Q é o quantil (1—«) da distribuicdo qui-quadrado com B—1 graus de
liberdade e o dominio correspondente para X = (X1, Xa, ..., Xp) é um subconjunto
do simplex SB

X_ ' X
By _.(X)= {X e 7| (hl}(; - ,UL> D <1DX; - ML) < X2B—1;1—a} :

A teoria de dados composicionais desenvolvida por Aitchison (1986) para
amostras independentes, foi extendida por Pawlowsky-Glahn e Olea (2004)
considerando a dependéncia espacial segundo métodos geoestatisticos em uma
abordagem que evita declarar completa e explicitamente o modelo multivariado
espacial associado as composicoes. Por outro lado, modelagens multivariadas
espaciais sdo descritas em Diggle e Ribeiro Jr (2007), Schmidt e Gelfand (2003),
Banerjee, Carlin e Gelfand (2004), Schmidt e Sansé (2006) garantindo, por
construgao, matrizes de covariancia definidas positiva. Considera-se aqui o modelo
Gaussiano bivariado de componentes comum proposto por Diggle e Ribeiro Jr
(2007) e adotado por Bognola et. al. (2008) que utilizam uma varidvel fisica como
informacao secundaria.

O objetivo deste trabalho é estender o uso do modelo geoestatistico bivariado
para estruturas de dados composicionais, derivando e implementando estimagao
baseada na verossimilhanga e obtendo preditores espaciais, na escala original
dos dados no simplex, que permitam a construgao de mapas de predigao dos
componentes, ou funcionais destes, na area de estudo.
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2 Metodologia

Para X = (Xi,..,Xp)’ uma composicio com B componentes e
X Xp_1)\
Yy = (n(=1 ooy In 51 um vetor com B — 1 elementos, o modelo
XpB XpB

geoestatistico com componente comum pode ser obtido seguindo a formulagao
dada em Diggle e Ribeiro Jr (2007). Por simplificagdo, neste trabalho considera-se
composicoes de apenas 3 componentes, X; = Componente 1, Xo = Componente 2
e X3 = Componente 3, que resultam em vetores bivariados.

A partir do modelo geoestatistico apresentado em Diggle e Ribeiro Jr (2007),
propoe-se uma adaptagao e o modelo pode ser escrito como:

Yi(z,) = () +o1U(z;0) + Zi(z;)

Ya(zy) = pelzy)+o2U(zy;0) + Za(zy).
em que z;,r; € R? sdo as localizagbes amostrais i,i, = 1,..,n1, onde ny é
o tamanho da amostra; Y7 = In(X;/X3), Yo = In(Xo/X3) s@o as varidveis

,
resposta do modelo de modo que Y., = (Yi(z,),Y2(zy),...,Y1(z,,), Ya(z,,)) -
Neste modelo, assume-se que U é um efeito aleatério de média zero e variancia
unitaria com distribui¢ao Gaussiana multivariada com correlagoes espaciais dadas
pela fungao de correlagdo exponencial (py ), caracterizada por um parametro ¢ que
controla o decaimento da correlagdo como fungao da separacao espacial entre duas
localizagoes. No modelo bivariado geral as unidades de medida sao preservadas nas
constantes padronizadoras oy e 09, enquanto que no contexto considerado aqui sao
admensionais. Os efeitos aleatérios Z; ~ N(0; Tj2), j = 1,2 capturam a variabilidade
nao espacial incluindo a correlagdo (p) induzida pela estrutura composicional.

Sendo assim, Y ~ Na(u; X), com matriz de covariancias 3 composta pelos
elementos

Cov(Y1(z;): Yi(z;))

oi+715  Cov(Yi(z;); V1 oipu(z;zy)

(z1))

I8

Cov(Ya(z,); Ya(z;)) = o5+75  Cou(Ya(z;);Yo(zy)) = o3pu(zszy)
e
CO’U(Yl({,Ei); YQ(@Z»/)) = 0'10'2]2(i, ’i/) + Tﬂ'g]g,(i,il)
onde
N A | ,se 1=1 o fop oyse =4
12(“)‘{ puleszy) o se iA7 13(“)‘{ 0 ,se iA7,

Desta forma, a inferéncia sobre o vetor de parametros
0 = (u1, p2,01,02,71, T2, 0, p)’ é feita usando a teoria da verossimilhanca cuja fungao
de verossimilhanca é

L8, Y) = (2m) /2|57 2exp {—; (v—u )/2*1 (v- uy)} .

Fazendo-se a reparametrizacdo: 1 = og/01; 11 = 71/01; Vo = To/01, pode-se
escrever

Y = oR + 71, = oiV
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em que R corresponde a parte espacial do modelo, I é uma matriz bloco diagonal
correspondente a parte composicional e

1407 n4vivep  pul(zy.z) mpulzy,zy) -0 puley,z,) npulz,z,)
N+ vivep n’+vy  mpu(@,ze) nipuly,as) - npu(zi,e,) nipu(z,e,)
pulzy,z1) npu(Za,z)  14+vi  ntvivep - pu(zez,) npu(ze,z,)
V | 7Pv (22, 21) 0*pu@s,21) 0t vivep vy o pu(zasz,) mpulEa,z,)
pu(y,z1) NpU(Tpr 1) pU(TprT3) MpU(Tn,2p) - 14+vi  mtvivep
npU (Tps T1) 1PU (T, T1) MU (T, o) 07 pU(Tpyy T3) -+ M+ vivap n’vj

A funcao de log-verossimilhanca reparametrizada é dada por
1 1
10,Y) = ) (n In(27) + 2nln(or) + In(|V|]) + 2Qe> . (1)
o1

Considerando By = Dy em que D é a matriz do delineamento de ordem
n X 2, tem-se )

Qe = (}_/ _ Hy)/V—I(Y —u ) — Y/V_1Y _ Q(Y/V_lD)/_L + HI(Y/V_lD)H~

Expressoes analiticas fechadas podem ser obtidas para os estimadores de
méxima verossimilhanca de = (1, p2)" e o1 diferenciando a fungao (1) em relacao
aos respectivos parametros e estes sao dados por

i @VIDIIDVY) e o = /e e
1) importante notar que Qe pode ser escrita como
Qe=Y'V'y —(Y'V'D)(D'V'D)"{(D'V~'Y).

Ao substituir as expressoes (2) em (1) obtém-se a funcdo de log-verossimilhanca
concentrada

1(6°,Y) = f% [In([V]) + n (in(2m) + In(Qe) ~In(n) +1)]
que é uma funcao do vetor de pardmetros desconhecidos 8* = (n,v1,v2,0,p), €
pode ser maximizada numericamente.

Os algoritmos de otimizagao testados no processo de maximizagao foram “L-
BFGS-B”, método de Byrd et al. (1995) que permite informar os limites inferior e
superior de busca no espago paramétrico; “Nelder-Mead”, uma implementagao do
método de Nelder e Mead (1965); “Gradiente Conjugado”, baseado no método de
Fletcher e Reeves (1964) e “BFGS”, um método quasi-Newton. Todos encontram-se
implementados no ambiente estatistico R (R Development Core Team, 2008).

Do processo de maximizagao obtém-se 0" = (ﬁ,zil,zfg,dg,ﬁ)’ e as respectivas
variancias através da matriz Hessiana numérica. A matriz Informacao de Fisher
observada ¢é definida como o negativo da matriz Hessiana e é dada por

921(0")

@)= ey

Rev. Mat. Estat., Sao Paulo, v.20, n.1, p.1-10, 2000 5



Para se obter fi1, ji2, € 61, basta substituir 0" nas equagoes em (2).

Como o interesse estd na obtencio de 6 = (/217;22761,52,f1,7¢2,q3, p)’ e suas
respectivas varidncias, o método delta (DEGROOQOT, 2002, p.284; COX e HINKLEY,
1974, p.302; AZZALINI, 1996, p.73; PAWITAN, 2001, p.226) é aplicado para
obter uma aproximacao da distribuicao de 6. Assintoticamente, a distribuicao de
é serd aproximadamente multivariada Gaussiana com vetor de médias é = g(é*) e
variancia

Var(f) = 15(8) > Vg(@') 1x(0) ' vg(d),

em que

o (0g@) 0g@) 0g@) 0g@) 99@")\
V(@) "( o o ' 0o dp >

A~k

A%
é a funcao escore U(f ). Assim, considerando-se g(8 ) igual a o9 = noy, 71 = V1071,
Ty = 901, ¢ € p, respectivamente, tem-se

o1 0 0 0 0
0 o1 0 0 0
Vg@)=| 0 0 o 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 01

e a matriz Informagao de Fisher esperada para 0 baseada nos dados Y é substituida

pela matriz I,(@ ), assintoticamente equivalente, de modo que

A~k A~k A~k

Var(6) > Vg(6 ) T,(8) ' Vg(@ ).

Para encontrar as variancias para fi e 61, através da fungéo (1), obtém-se

021(0) | T 21(0) n  3Qe
IO - - — = — D V D Io = — L = — ,
(H) aHQ O’%( ) € (01) 80% ol + 0?
e portanto,
Var(p) = L(n)~' = 6}(D'V D)
- - 3
Var(6) = IL6)! = —
(61) (1) 3Qe — noy

O préximo passo é a realizagdo da predigao espacial (cokrigagem) de Y, em
localizagoes nao amostradas zoy = (Z1g, Zog, -, Lp,0)- O vetor de valores esperados
correspondentes as varidaveis Y; e Y5 para todas as localizagoes de predicao e a
matriz de covariancia sao dadas pelo seguinte resultado da distribuicao Gaussiana
multivariada:

Theorem 2.1 Seja Y = (Y,,Y)" um vetor bivariado com distribuicao Gaussiana
multivariada conjunta com vetor de médias p = (py,, y)" e matriz de covaridncia
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isto €, Y ~ N(u; 3). Entdo, a distribuicdo condicional de Y dado Y € também
Gaussiana multivariada,

By iy = by, T3y Iy (Y =) e By gy =By v, — By vy By,

Sendo desconhecidos os valores de Wy , estes sao substituidos pelo vetor de

médias estimadas obtidas no processo de otimizacdo. A matriz 3, de onde se
extrai as matrizes Xy y , Xy v, Zyy, € Lyy, ¢ obtida substituindo-se os valores
estimados para os outros pardmetros na matriz V multiplicada por &3.

Uma vez que a transformacao alr foi aplicada aos dados originais e o
procedimento de estimacao e cokrigagem foi realizada com os dados transformados
em R2, deve-se fazer a transformacdo de volta do vetor de médias e da matriz
de covaridncia para o espaco amostral original, o simplex S3, como descrito em
Pawlowsky e Olea (2004).

O objetivo é calcular para cada localizacao uma estimativa de

g = BC) = [ X500)ax 3)
By = CoX,X) = [ (X~ )X~y F(X)a¥. (1)

Sabe-se que
_B_1 _1 1 Far
700y = my Pyl How {5 (Y-, ) 2 (Y ) |
segue uma distribuigdo Gaussiana multivariada e Y = alr(X). Assim, para voltar

a escala original, X = agl(Y), é necessario usar o método do jacobiano (JAMES,
2004) cujo jacobiano da transformacao é dado por

1
)% 2

Jalr(x) = ’é)X = (H Xi) (5)
- =1

de modo que f(X) é dada por

1

B-1 1 B - 1 /
f()_() — (277)— p) ‘EY|_§ (H XZ> exp {—2 (alr()_() — HY) 2{/1 (alr()_{) - HY)} .
=1

Aitchison (1986), Pawlowsky e Olea (2004) afirmam que para se resolver as
integrais (3) e (4) estas devem ser expressas como

ne= [, n@f-22)z (©
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Sy = / 9:(2)f(~2'2)dz (7)
RB-1
em que Z é a transformacao
alr(X) —py 1
2= = (R @(X) — ), (®)

VIR V2 "

com R sendo a decomposicdo Cholesky de 3y, matriz triangular superior. As
integrais (6) e (7) podem, entao, ser aproximadas pela integragao de Gauss-Hermite
multivariada de ordem k:

k k k
/Rqu(Z) Z Z Z Z Z Wiy Wiy * - 'wiB71g(Zi1azizv ) ZiB—l)'

ig—1=1
(9)

Z;, , sao
conhecidas e seus valores podem ser encontrados, por exemplo, em Abramowitz e
Stegun (1972, p. 924). Segundo Gammerman (1997) ordens de quadratura de 6 a
8 sao suficientes.

Explicitando o procedimento, observa-se que a integral (3) pode ser reescrita
como

i o) ((%)le Sy | exp {; (a1r(X) — ) 25" (ale(X) 11, ) }) ax

Nesta aproximagao, 0s pesos wj, Wi, ' Wi, , € as abscissas Z;,,Z;,, ...,

9(X) :X<H ) : (10)

1
Considere que Xy = R'R e Xy '= (RR)' =R 'R) =R YR Da
transformacao (8), tem-se

X = agl(p,, +V2R'Z) = agl(Y)

) oY (11)

— ‘\/iR’

e de (5),

Além disso,

d(uy, +V2R'Z)

— = (V2" R;

sendo R a decomposicao cholesky de Xy,

1
Rl =R =[Zy|*,
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=2 By 2 = 9y =27 |By|? 0L (12)

Substituindo a equagao (12) em (11) tem-se

B B -1
09X = (HXi>2521 Sy[20Z = dz=2""% (H&) ISy| "% 9X.
=1 =1

1
Por outro lado, de (10) tem-se g (agl(gy+\/§R’Z)) = agl (HY+\/§R’Z) (Hf;l Xi)
que substituida em (6) produz

“+oo “+oo
By = [ [ 91(2)exp{Z'Z}dZ (13)

com g1(Z) = ﬂ_?agl (HY + \/§R/Z) . Logo, a aproximacao de Gauss-Hermite (9)
de ordem 3, por exemplo, para e é

3 3
/:LX ~ ZilzlZi2:1wi1wi291(zilvziz>

Lembrando que p, representa a média da composicao em cada localizacao, esta
¢ um vetor trivariado. Entao na fungao g1, p,. ¢ um vetor bivariado extraido de

By |y cujo primeiro elemento corresponde a média da cokrigagem para a varidavel
Hy 1y

Y1, o segundo para a varidvel Y5 e R’ de ordem 2 x 2 serd a correspondente matriz
de variancia/covariancias de Y1, Ya, extraida do bloco diagonal da matriz Xy |y
Assim, em cada localizagao a resolucdo de (13) implica na resolugao de 3 integrais.

O mesmo procedimento é aplicado para a obtengao de 3 x dada pela integral
(7), agora reescrita como

+oo +oo
sx= [ [ s@ewzzyz (14)

— /
com ¢s(Z) = 2 (agl(/:‘y + \/iR’Z) _ HX) (agl(Hy + \/§R’Z) _ HX) e, neste
caso, sendo X x uma matriz de ordem 3 x 3, a resolugao da integral (14) para cada
localizagao implica na resolugao de 9 integrais. Portanto, a estimacao do vetor de
médias e variancias em no localizagoes implica na resolugao de ny X 12 integrais.

3 Analise de Dados Composicionais Simulados
Como exemplo de aplicagao da metodologia proposta analisou-se trés conjuntos
de dados simulados, cada um com 100 valores de porcentagens de trés componentes,

X1, X5 e X3 e as localizagoes em um quadrado unitario encontram-se representadas
na Figura 1.
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O primeiro conjunto, denominado configuracao 1, foi gerado a partir do vetor
de parametros 0=(p1, pi2, 01,02, 71, T2, ¢, p) = (—0,2; —0,5;1;1,5;0, 3;0,3;0,6;0,9).
Buscou-se, colocando valores das médias préximos e de mesmo sinal, fazer com que
a nuvem de pontos se situasse na parte central do tridngulo. O fato de estarem
concentrados deu-se pelo alto valor de p: quanto menor, mais espalhados. O fato
das varidncias dos efeitos espaciais serem proximos com o7 < o9 fez com que os
pontos se aproximassem mais do vértice Xo do que do X7 e, por ultimo, valores
iguais para as variancias 7, e T justificou os pontos no interior do diagrama.

e
- [¢]
o 2L o R
o o o
© o o o °
@ _| ° o i o
IS} o o
® o© o °
o
o o o8
o o © o o
© _| o
o Oo ° o °o e
o o o 4
o o o Oo ° 8
< _| 0@ o8 o © °
=] ° o
o ° o
o
o § o
o~ o o OO o
e oo 00 °
° o
o o
oo o
o | o
IS}
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura - 1: Distribuicao das localizagoes da primeira configuracao no quadrado
unitario.

Em cada uma destas localizagoes tem-se os percentuais de X1, X5 e X3 e as
100 composicoes representadas por circulos em um diagrama ternario podem ser
vistas na Figura 2. Composi¢oes mais préximas a um vértice tém altas proporgoes
do componente correspondente aquele vértice, de modo que esta figura indica que
as maiores porcentagens na amostra ocorreram para componente Xsz. Também,
pode-se observar, por exemplo, que a variabilidade da razao X3/X; foi maior que
a variabilidade da razao Xo/X;. Por outro lado, a variabilidade da razao X; /X3,
X5/ X3 foram similares. Além disso, uma regido de confianga de 4-desvios-padrao
contemplou todas as amostras e o centro da distribuigao dado pelo fechamento da
média geométrica dos trés componentes esta representado pelo ponto vermelho no
diagrama. Pelos histogramas nota-se que as porcentagens dos trés componentes nao
se aproximam de uma distribuicao Gaussiana.

Porém, ao fazer a transformagao alr nos dados simulados obteve-se as variaveis
Y1 = In(X1/X3) e Y2 = In(X3/X3) e os dados transformados passaram a seguir
distribuicao Gaussiana como pode ser visto pela Figura 3. O diagrama de dispersao,
por sua vez, mostra pontos alinhados em forma linear crescente indicando uma
possivel correlacao linear positiva.
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Tabela - 1: Estimativas, erros padrao e intervalos de confianga para a primeira
configuracao, pelo método delta via método de otimizacao “L-BFGS-B”.

Parametro Valor Estimativa FErro Padrao LI. Delta LS. Delta

111 0,2 -0,9925955  1,60663318 -2,5992287 0,6140377
1o 0,5 -1,6800643  1,98310148 -3,6721658  0,2940372
o1 1 1,1530662  0,10190384  1,0511623 1,2549700
oo 1,5 1,7581358  0,05412534  1,7040104 1,8122611
m 0,3 0,4004140  0,02972426  0,3706897 0,4301382
> 0,3 0,4274941  0,04045833  0,3870357 0,4679524
¢ 0,6 0,9530621  0,51284603  0,4402160 1,4659081
p 0,9 0,9573298  0,02626424  0,9310656  0,9835941

Em seguida, fez-se o ajuste do modelo. Dentre os métodos de otimizagao
testados adotou-se o método “L-BFGS-B” por nado apresentar problemas de
convergéncia e as estimativas obtidas para os parametros bem como os respectivos
intervalos de confianca calculados pelo método delta sao apresentados na Tabela 1.
Observa-se, em geral, estimativas nao muito préximas aos valores dos parametros
mas com mesmos sinais e que apenas trés de oito intervalos contém os verdadeiros
valores.

No processo de otimizagao os valores iniciais para o vetor de médias foram
considerados como as médias dos valores observados para Y; e Y. Metade da
variancia calculada para Y; foi atribuida para o efeito espacial e a outra metade para
o efeito composicional. Da mesma forma, procedeu-se com Y,. O valor incial para p
foi calculado como o coeficiente de correlagao de Pearson e ¢ = min+0, 2(max—min),
onde “min” e “max” foram, respectivamente, a menor e maior distancia entre duas
localizagoes. Entao, estes valores indicaram uma log-verossimilhanga concentrada
de —301,35132. Apds o processo de otimizacdo, a log-verossimilhanga maximizada
foi 59, 64009.

Como resultado da cokrigagem obteve-se, para cada localizagdo, o vetor de
médias e a matriz de covariancia no espaco R?. A volta dos valores preditos para o
simplex S? foi feita em uma grade constituida de 1156 pontos usando aproximacio
de Gauss-Hermite com ordem de quadratura & = 7. Na Figura 4 tem-se os mapas
dos trés componentes conforme a configuragao 1 e, assim como revelou o diagrama
ternério, as maiores proporgoes ocorreram para o componente X3. A Figura 5, por
sua vez, mostra boa concordancia entre os valores observados e preditos para os trés
componentes.

O segundo conjunto de dados, configuracao 2, foi gerado considerando-se
o vetor de parametros (u1,u2,01,02,71,72,¢,p) = (1;1;1,2;1,5;0,9;1;0,6;0,5).
Assim como na configuracao 1, em relacdo as médias, buscou-se fazer com que
a nuvem de pontos continuasse na parte central do diagrama; a proximidade dos
pontos ao vértice X3 justificada pelo baixo valor de ¢ e o espalhamento pelo baixo
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valor de p. Também aqui, 01 < o9 fez com que os pontos se aproximassem mais
de X5 do que de X; e a diferenca entre 71 e 79 forgou os pontos a se aproximarem
mais do lado que liga os vértices X; e X5, com maior aproximagao para Xy por 7
ser o menor valor.

Para este vetor de parametros a configuragao das composigoes no diagrama
ternario da Figura 6 apresenta-se mais espalhada em relagao a anterior com maiores
porcentagens relativas aos componentes X5 e X3. Ao mesmo tempo, observa-se
muitas composi¢oes com porcentagens muito baixas de X3 o que se confirma pelo
respectivo histograma.
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Figura - 6: Distribuigao de X7, X5 e X3 e diagrama ternario das composicoes para
a segunda configuragao.

A Figura 7 mostra que os dados transformados também seguem uma
distribuigdo Gaussiana e a nuvem de pontos no diagrama de dispersdo continua
de forma linear crescente mas com um espalhamento maior em relacao ao da
configuracao 1.

Na Tabela 2 tem-se os resultados do ajuste do modelo para a configuracao 2 e o
que se observa é que as estimativas permanecem com mesmos sinais; para as médias
nao sao boas mas os respectivos intervalos de confianca contém os verdadeiros
valores. Somente o intervalo para o, nao conteve o valor do pardmetro apesar de
estar préximo ao limite inferior. Os valores das log-verossimilhangas concentrada e
otimizada foram iguais a —330, 3923 e 298, 63124, respectivamente.
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a segunda configuragao.

Tabela - 2: Estimativas, erros padrao e intervalos de confianca para a segunda
configuracao, pelo método delta via método de otimizacao “L-BFGS-B”.

Parametro Valor Estimativa Erro Padrao LI. Delta LS. Delta

I 1 03883751  1,4633944 -1,07501928 1,8517695
Lo 1 0,2844116  1,7558488 -1,47143723  2,0402604
o1 1,2 1,2584047  0,1046900  1,15371472 1,3630947
oo 1,5 1,8313026  0,2648620  1,56644065 2,0961646
n 0,0 09824042  0,1806521 0,80175207 1,1630563
T 1 1,0052126  0,2132280  0,79198365 1,2184415
¢ 0,6 05236357  0,4430230  0,08061266 0,9666587
p 0,5 05401549  0,1562457  0,38390917  0,6964006
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Na Figura 8 tem-se os mapas onde se observam poucas mudangas em relagao
aos mapas obtidos para a configuragao 1 e a Figura 9 mostra que concordéancia ja
nao é tao boa para X; quanto para X, e X3.
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Figura - 8: Mapas das porcentagens de X1, X2 e X3 para dados da configuragao 2.
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configuracao 2.

A dltima configuracdo deste estudo caracterizou-se pelo conjunto de
pardmetros (u1, p2,01,09,71,72,6,p) = (—0,2;—1;0.45;0,13;0,3;0, 3;0,6;0,95).
O baixo valor absoluto de p fez com que os dados se aproximassem do lado esquerdo
do diagrama com proximidade a X;; caso contrario, a aproximagao seria para o
lado direito. Também neste caso, o baixo valor de ¢ aproximou os pontos ao vértice
X3 enquanto o alto valor de p tornou-os concentrados novamente. Como nesta
configuracdo o1 > 09, 0s pontos se afastaram do vértice X, e continuaram no
interior do diagrama pelos valores iguais e baixos para 7 e To.

Como pode ser visto na Figura 10 tem-se baixos percentuais do componente
X3, e as distribuigoes de X7, Xo e X3 se aproximam de uma distribuicao Gaussiana.

De acordo com a Figura 11, os dados transformados continuam apresentando
distribuicao Gaussiana e os pontos no diagrama de dispersao também apresentam-
se em forma linear crescente mas com espalhamento maior ainda em relagao aos
anteriores.
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Tabela - 3: Estimativas, erros padrao e intervalos de confianca para a terceira
configuracao, pelo método delta via método de otimizacao “L-BFGS-B”.

Parametro Valor Estimativa FErro Padrao LI. Delta LS. Delta

111 0,2 -0,5806071  0,69119506 -1,2808021  0,1015880
1o -1 -1,1146150  0,40214445 -1,5167595 -0,7124706
o1 0,45  0,5305950  0,09559040  0,4350046  0,6261854
o5 0,13 0,1765225  0,05364894  0,1228735  0,2301714
m 0,3 0,3488848  0,03599187  0,3128929  0,3848766
> 0,3 0,3446375  0,03074784  0,3138897  0,3753853
) 0,6 07403627  0,52040659  0,2199561  1,2607693
p 0,95 0,9383066  0,03744746  0,9008592  0,9757541

Pela Tabela 3, também neste caso as estimativas conservaram os mesmos sinais
dos valores verdadeiros dos parametros e observa-se que apenas os intervalos de
confianga para as variancias dos efeitos aleatorios Z; e Z; nao contém o verdadeiro
valor. Neste caso, o valor da log-verossimilhanga concentrada foi —92,32910 e o da
log-verossimilhanca otimizada foi 14, 34055.

Na Figura 12 tem-se os mapas referentes a configuracao 3 podendo-se
verificar uma grande mudanga das predigoes de areia e silte em relagao as outras
configuracoes. Neste caso, a pior concordancia entre os valores observados e os
preditos ocorreu para o segundo componente (Figura 13).
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Figura - 12: Mapas das porcentagens de X1, X2 e X3 para dados da configuracao 3.

Todo o trabalho foi realizado utilizando recursos de software livre em
ambiente operacional GNU/Linux; no ambiente estatistico R (R Development
Core Team, 2008), utilizando o pacote geoR (RIBEIRO JR; DIGGLE, 2001),
compositions (BOOGAART; TOLOSANA; BREN, 2008), statmod (SMYTH; HU;
DUNN, 2009) e rotinas desenvolvidas especificamente para o desenvolvimento deste
trabalho.

Discussao
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Este trabalho possibilitou o estudo do comportamento do modelo em trés
configuracoes distintas de dados composicionais. De forma geral, o componente
X1 apresentou-se o mais similar dentre as configuragoes com percentuais de médios
para baixos. Com relacdo a X, a configuracao 2 evidencia a maior variacao nas
porcentagens e as maiores porcentagens para Xs apareceram na configuracao 1.

Pode-se observar pelos diagramas de dispersao que a configuragao 1 que mais se
aproximou de uma forma linear foi a que apresentou as piores estimativas, enquanto
que a configuragao 3 que esperaria-se pior nao resultou a pior em termos de qualidade
de ajuste. As melhores estimativas foram obtidas com os dados da configuracao 2.
Os intervalos construidos via aproximagao quadrética pelo método delta nao foram
bons principalmente para os parametros de varidncia e métodos alternativos devem
ser avalidados como intervalos baseados em verossimilhanga perfilhada e intervalos
de credibildade sob o enfoque da inferéncia bayesiana.

Verificou-se em estudos e andlises nao reportados aqui que os resultados obtidos
considerando-se a transformacdo de volta do vetor de médias e da matriz de
covariancia para o simplex S? por quadratura de Gauss-Hermite de ordem igual
a 7 nao diferiram dos obtidos com ordem 20. Uma outra maneira de se fazer
esta transformagao seria através de simulagao. Neste caso, em primeiro lugar,
em cada localizacao gerariam-se dados bivariados de uma distribuigao Gaussiana
padrao obtendo-se uma distribuicao de percentuais para cada componente; em
seguida faria-se uma decomposicao da matriz de covaridncia obtida por cokrigagem
por algum método numérico, por exemplo, fatoragao cholesky e aplicaria-se uma
transformagao linear, produto dos dados bivariados pela matriz cholesky para a
obtencgao do vetor bivariado resposta. Dali, faria-se a transformagao agl neste vetor
para resgatar a composicao. Este procedimento seria repetido para os 1156 pontos
de predigao. E possivel que se verifique uma melhora nos resultados & medida que o
numero de simula¢oes aumente. Desta forma, a distribuicao dos valores simulados
em cada localizagao seria obtida possibilitando o célculo de outros funcionais além
da média e variancia.

Em relagio aos mapas de valores preditos construidos para as trés
configuragoes, ressalta-se que estes revelam os resultados ja observados no diagrama
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ternario mas agora sob outra forma. De fato, as duas primeiras se mostram mais
semelhantes por componente dado as nuvens de pontos localizadas na parte central
do triangulo. As mudangas observadas nos mapas correspondentes a configuragao 3
se justificam pelo deslocamento da nuvem de pontos para o lado esquerdo implicando
em baixos valores de Xs. Por tltimo, as maiores concordancias entre valores
observados e preditos resultaram da configuragao 1.

Conclusoes

Os procedimentos adotados permitiram a construcao de mapas de composigoes
com trés componentes por uma metodologia que implicitamente garante a restrigao
de que as fragoes somem 1, nao s6 nos pontos simulados como nos pontos preditos.

O modelo proposto captura variagoes espaciais, induzidas pelas composigoes e
nao estruturadas.

A declaracao explicita do modelo permite que sejam feitas inferéncias sobre
parametros de forma usual. Abre-se ainda a possibilidade de tratamento Bayesiano a
fim de se considerar nas predicoes a incerteza associada a estimacao dos parametros
do modelo.

As analises podem ser expandidas para estimacao de outros funcionais que nao
necessariamente resultem em mapas de componentes médios.

H4 a necessidade de se investigar alternativas para computacao mais eficiente
e considerar outras formas de especificacdo do modelo multivariado para o caso de
maiores nimeros de componentes.
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