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1 INTRODUCAO

Segundo Druck et al. (2004), compreender a distribui¢do espacial de dados
provenientes de fenomenos ocorridos no espaco constitui um grande desafio para esclarecer
questoes centrais em diversas areas do conhecimento, seja na area da saide, em ambiente,
em geologia, em agronomia, entre tantas outras areas. Tais estudos tornam-se cada vez mais
comuns, devido a disponibilidade de sistemeas de informacao geografica (SIG). Desta forma,
uma area da estatistica que vem crescendo muito na atualidade é a estatistica espacial.

A estatistica espacial tem como intuito mensurar propriedades e relaciona-
mentos, levando em conta a localizacao espacial do fenomeno estudado de forma explicita.
Essa area da estatistica ¢ dividida em trés areas de estudo: geoestatistica, dados de area
e processos pontuais. Como o que distingue cada uma dessas categorias é o tipo de dado
aleatorio utilizado, é normal que em cada um destas trés areas, existam métodos estatisticos
diferentes para analisar e descrever os dados. Neste trabalho, serd utilizado a geoestatistica,
mas especificamente na area de modelagem.

A geoestatistica une o conceito de varidveis aleatorias com o conceito de variaveis
regionalizadas, sendo estas ultimas, varidveis que possuem um comportamento espacial. Este
ramo da estatistica espacial, incorpora tanto a interpretacao da distribuicao estatistica como
a correlagao espacial das amostras, e segundo Matheron (1963), geoestatistica é a aplicacao do
formalismo de fun¢oes aleatorias para o reconhecimento e estimacgao de fendémenos naturais.

Modelagem estatistica ¢ utilizada em diversos campos do conhecimento para
tentar descrever o comportamento de um ou mais atributos que nao podem ser descritos
exclusivamente por modelos deterministicos. De uma forma geral, os modelos estatisticos
tentam explicar, o méximo possivel, a variabilidade dos processos estocasticos através de uma
ou mais variaveis explanatorias que possuam alguma associacao com a resposta de interesse
(FONSECA,2008). Os modelos estatisticos lineares univariados, foram os primeiros a serem
propostos e esses assumem erros aleatorios independentes e identicamente distibuidos com
distribuicao de probabilidade normal e todos os termos da parte explanatoéria do modelo fixos.

A modelagem geoestatistica se diferencia destes modelos lineares nos pressupos-
tos, no qual todas as observacoes nao sao assumidas independentes e existe efeito aleatério

latente na parte explanatoéria do modelo. Nesta modelagem, existe um conjunto de técnicas
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para encontrar uma funcao aleatéria para um ou mais atributos dos quais suas localizagoes
espaciais sao conhecidas. Desta forma, essas técnicas sao importantes para capturar a
correlagao entre as observagoes da variaveis aleatorias de interesse, em que exista uma forte
suspeita de que pontos espaciais proximos possuam valores parecidos da variavel em estudo.

Em muitos casos, o interesse pode estar em nao so estudar uma variavel e
sim,estudar duas ou mais variaveis e desta forma, tem-se dois ou mais atributos para modelar.
Ocorrendo evidéncias de que esses processos nao sao independentes e existindo explicagao
pratica para isto, modelos multivariados devem ser propostos para o estudo, devendo optar
po um modelagem geoestatistica multivariada.

Modelos geoestatisticos multivariados possuem, em geral, uma estrutura
complexa combinando mais de um processo latente com elevado nimero de parametros e
que podem apresentar problemas para estimacao paramétrica. Além disto, em alguns casos,
podem ocorrer problemas com a identificabilidade do modelo (FONSECA,2008).

Para este trabalho, um estudo detalhado de alguns métodos de modelagem
multivariado seré realiazado, sendo que serao estudados o método de modelagem de modelos
lineares de corregionalizacao através de variogramas cruzados; modelos que implicam em
estrutura de correlacdo e covaridncia, no qual serda dado énfase nos modelos BGCCM
(bivariate gaussian common component model) e o BCRM (bivariate coregionalisation model).
Mas o enfoque mesmo deste trabalho é na parte de modelagem por funcao de correlacao

bivariada (ou multivariada). Para esses estudos, serao utilizados dados simulados e dados reais.

FALAR SOBRE OS DADOS!!!!
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Geoestatistica

De acordo com Diggle, Ribeiro Jr e Christensen (2003), a geoestatistica é um
ramo da estatistica espacial, em que os dados consistem de mensuracoes 1, ¥s,..,yn Obtidas
em localizagoes s, s9,..., S, amostradas de uma regiao A espacialmente continua, sendo que
A C RY Estas medidas estdo associadas a um fenémeno espacial, tratado como a realizacio
de um processo estocastico Z(s), s C R? que nao ¢é diretamente observado. Um processo
estocastico espacial pode ser definido como qualquer conjunto de variaveis aleatorias Z(s), s €
R? definidas em um espaco de probabilidade comum, em que d é o nimero de linhas do vetor
s, no qual os elementos sao as localizagdes amostrais. Além disso, segundo Soares (2006), um
processo estocastico ¢ um modo de abordagem do conjunto de dados provenientes das amostras
experimentais entao, o primeiro passo da modelizacao geoestatistica é a concepcao de um
processo aleat “orio que melhor caracteriza o conjunto de dados experimentais das observagoes.

Foram Diggle, Tawn e Moyeed (1998) que introduziram o termo "geoestatistica
baseada em modelos", na qual a modelagem é realizada adotando-se um modelo paramétrico
para a(s) variavel(véis) em estudo, e utiliza-se métodos de inferéncia estatistica baseada na

verossimilhanca aplicada a estudos geoestatisticos.

2.1.1 Modelos Geoestatisticos Univariados

Segundo Diggle e Ribeiro Jr (2007), as suposi¢oes do modelo Gaussiano estaci-

ONArio sao:
i. {Z(s) : s € R?*} é um processo Gaussiano com média p e variancia o = Var{Z(s)} e

funcao de correlacao p(h) = Corr{Z(s), Z(s')}, em que h = ||s — || e ||.|| ¢ a distancia;

ii. Condicional a {Z(s) : s € R?}, y; sao as realizagoes mutuamente independentes da
variavel aleatoria Y;, com distribui¢o Normal, média condicionada dada por E[Y;|Z(.)] =

Z(s;) e variancia condicional 72.

Assim, considerando que na regiao de estudo A, exista um campo aleatorio gaus-

siano Z latente, é necessario realizar uma amostragem, obtendo-se valores da variavel de inte-
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resse, em n localizagoes. Desta forma, cria-se um vetor Y (s) de dimensao n x 1, doa valores

observados nas n localizagoes dadas pelo vetor s = (s1, .., s,). Desta forma, obtem-se o modelo:

Y(s)=pn+2Z(s)+e (1)

em que € é o ruido branco, um vetor de dimensao n X 1, com distribuicao normal com média
zero e desvio padrao 7; Z(s) é um campo aleatorio gaussiano, definido nas suposi¢oes acima,
que possui vetor de médias nulo, de dimensao n x 1 e matriz de covariancia X, nxne p = Xz,
sendo X uma matriz de dimensao n X ¢, contendo ¢ — 1 covariaveis e § é um vetor ¢ x 1
de parametros associados a essas covariaveis. Ainda, segundo Martins (2010), esse vetor de

médias pode ser ecsrito por:

p="0+ Y BiX, (2)
j=1

Desta forma, utilizando o modelo (1), pode-se encontrar a distribui¢ao de proba-
bilidade de Y (s), com vetor de médias X 3 e matriz de covariancias dada por Xy = ¥+ 721, em
que I é uma matriz identidade n xn. Entao, tem-se um vetor a ser estimado, 6 = (3, 02, ¢x, 72),
no qual ¢* é um vetor de parametros associados a funcao de correlacao utilizada.

Segundo Martins (2010), quando a variavel observada Y (s) nao segue uma dis-
tribuigao gaussiana, o valor do erro quadatico médio minimo do preditor é afetado, podendo
assim, obter aproximagoes ruins. Para contornar esse problema, realiza-se uma transformacgao
nos dados, para que estes passem a seguir uma distribuicao gaussiana.

Uma transformagao muito conhecida, foi proposta por Box e Cox (1964):

A(g)—
YL N£0
logY (s),\=0

Y*(s) =

no qual o parametro A introduz flexibilidade ao modelo. Alguns valores interpretaveis desse

parametro sao:
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A=1: sem transformacao
A=0.5: transformagaoraiz quadrada

A= —1: transformacao reciproco

2.1.2 Estimacgao dos Parametros do Modelo

Depois de obter um modelo adequado para os dados em estudo, deve-se estimar
os parametros desse modelo. Para estimacao dos pardmetros do modelo gaussiano normalmente
utiliza-se o método dos minimos quadrados e o método da méaxima verossimilhanca.

Pelo método da maxima verossimilhancga, adimitindo-se uma tendéncia polino-

mial para u(s), tem-se:

Y(s) ~ N, (XB;0’R + 7%1) (3)

em que X é a matriz n X ¢ de covariaveis, 3 é o vetor de parametros e R é a matriz de
correlagao.

A fungao de verossimilhanga é:

L(Y(s)) = (2n) "2 |0?R + T2I|%exp{ — 2(Y(s) = XB) (¢?R + 1)L (blY (s) — Xﬁ)} (4)

N | —

e o log da fun¢ao de verossimilhanga é dado por:

1B,7%,0%8) = In[(2r) 3] — In(|o®R + 21]3) — %(Y(s) ~XB) (0?R + 721) "\ (Y(s) — X3)

= —%{nln(Qﬂ) + In(|o*R + 7°1|) + (Y(s) — XB)I(UQR + 7)Y (s) — X3)}

Para proceder com a maximizacao do log da verossimilhanga, considera-se

Y (s) ~ N, (XB;0*V) no qual tem-se a reparametrizacio na variancia:
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2

R+ 771 = o (R + T—zI) = G} (R +0%I) = 02V
ag

Segundo Martins (2010), deve-se considerar os seguintes resultados da algebra

matricial:

oor) = (5)
aiT(T'CT) _ T (6)

em que C é uma matriz quadrada de orden n X n e T é um vetor de ordem n x 1.

Assim, pode-se reescrever o log da verossimilhanca como:

1(B.0%) =~ {nln(2m) + (|0>V]) + (¥ (s) - XBY(0*V) ' (¥(s) - XB)} . (7
Em (7) tem-se que:

(Y(s) = XB)(0V) (Y (s) - XB) = Y(s)(c"V) 'Ys-Y'(s) - Y'(s)(c°V) ' X3 -
- BX'(*V) 'Y (s) + BX'(0°V) X,

Entao, pode-se reescrever (7) por:
2 1 2 L iy -1
1(B,0°) = ) nin(2m) + In(|o*V]) + = Y'(s)V7Y(s) — (8)
— 2Y'(s)V X3 + B/(X’V‘lx)ﬁ] }
Entao, aplicando-se (5) e (6) em (8), tem-se:

0
B

Considerando:

1(B,0%) = 1 —-(Y'(s)V'X) +(X'V'X)3].

o2

1 .
—(X'V'Y(s) - X'V 'XB) =0,

o
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vem
B=(X'VIX)'X'V 'Y (s) (9)

Na equagao (9), B s6 depende de ¢ e v?. E assim, reescrevendo (7), e conside-

rando |[Var(Y (s))| = [02V| = (¢?)"|V|, tem-se:

1(B,0°) = —% {nln(27r) + nln(o?) + In|V| + %(Y(s) -~ XB)'V Y (s) - Xﬂ)} (10)

Derivando parcialmente (10) com relagao a o

1(n

%l(@ o?) = _5{; +(Y(s)— XB)VHY (s)— XP) ( - (012)2) }

desta forma, igualando esta derivada parcial a zero, obtém-se o estimador

62 =n"" {Y(s) — XB)V (Y (s) - X[a)] (11)

Substituindo (9) e (11) em (7), obtém-se o log da verossimilhanca concentrada

nos parametros v? e ¢, dada por
1
l(¢,v?) = —é{nln(Zﬂ) + nin(6°) + In|V| + n} (12)

Assim, para obter as estimativas dos parametros, a equagao (12) deve ser oti-

mizada numericamente com relagao aos parametros ¢ e v2. Obtendo as estimativas desses

parametros, obtém-se a matriz \7, que ao ser substituida em (9) obtém-se B e o2. Logo,

- “ ~ 2 ) ~
substituindo v2 e 02 em v? = 75 obtém-se T2

2.1.3 Variaveis Regionalizadas

Na atualidade, segundo Landim (2006), o termo Geoestatistica esta relacionado
como um toépico da estatistica aplicada em que se trabalha com problemas relacionados as varia-
veis regionalizadas. Estas varidveis possuem um comportamento espacial, com caracteristicas
intermediarias entre as variaveis totalmente deterministicas e as verdadeiramente aleatoérias.

As variaveis regionalizadas possuem um duplo aspectos contraditérios, pois é
impossivel uma previsdo exata do valor da varidvel em um determinado ponto (aspecto ale-

atorio), mas é esperado que o valor da variavel seja parecido para pontos proximos (aspecto
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estrutural).Na teoria das variaveis regionalizadas,Y (s) pode ser definida como uma variavel
aleatoria que assume diferentes valores Y em func¢ao da posicao s dentro de uma regiao A.

O conjunto dessas varidveis Y(s) medidas na totalidade da area A, pode ser consi-
derada como uma funcao aleatoria Y{s) pois, conforme Isaaks e Srivastava (1989), sao variaveis
aleatorias regionalizadas e assim, assume-se que a dependéncia entre elas seja especificada por
algum mecanismo probabilistico.

Segundo Journel & Huijbregts (1978), a interpretagao probabilistica da varia-
vel regionalizada Y(s) ser uma particular realizacao de alguma funcao aleatoéria Y'(s) ¢ valida
quando pode-se inferir toda ou parte da lei de distribuicao de probabilidade que define esta
funcao aleatéria. Porém, na pratica, em cada localizacao s tem-se somente uma realizacao (s
e, como o nimero de pontos ¢ finito, fica usualmente impossivel inferir sobre a distribuicao de
Y(s). Assim, hipoteses que envolvem diferentes graus de homogeneidade espacial, denominadas
de hipoteses de estacionariedade, se fazem necessérias.

As hipoteses de estacionariedade sdo (GRIPP, 1992):

1) Hipotese de estacionariedade: a fungao aleatoria Y'(s) é estacionaria se a lei de probabi-

lidades de Y'(s) for a mesma em qualquer localidade s considerada.

2) Hipotese de estacionariedade de ordem 2: a fungao aleatoria Y'(s) é estacionéria de ordem
2 se E[Y (s)] = m, isto &, a esperanca matematica de Y'(s) ¢ contante e nao depende de

S.

Para o estudo do comportamento das variaveis regionalizadas, faz-se necessario

utilizar duas ferramentas dos métodos geoestatisticos que sao: Semivariograma e Krigagem.

2.1.3.1 Semivariograma

Considera-se um variavel regionalizada Y (s) amostrada em diversos pontos que
estao regularmente distribuidos em um regiao de estudo. Desta forma, o valor de cada ponto
esta relacionado de alguma maneira com valores obtidos a partir de pontos situados a certa
distancia, e pensando na Primeira Lei da Geografia de Tobler que diz :"Todas as coisas sao
relacionada, porém coisas mais proximas sao mais parecidas que coisas distantes", pode-se

dizer que a influéncia é tanto maior quanto menor for a distancia entre os pontos.
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Para expressar essa relagao é definido o vetor de distancia Ah, que possui uma
orientacao especifica e o grau de relacao entre pontos numa certa direcao pode ser expresso
pela covariancia e, embora a covariancia exista entre todas as distancias possiveis ao longo
de h, pode ser estipulado que somente sejam considerados valores entre pontos regularmente
espagados por multiplos inteiros de Ah. (LANDIM,2006).

A covariancia calculada entre os valores encontrados, separados pela distancia

Ah ao longo de h é expressa por:

Cll) = C(AR) = 5 3T VYoo —

em que m é a média da variavel regionalizada e N(h) é o niamero de pares de valores medidos
separados pela distancia h.
A covariancia depende do tamanho de h, assim, se h = 0, C'(h) representara a

variancia, isto é

C(0) = E[Y? — E?[Y] = Var[Y]

Assim, pode-se calcular a fun¢ao denominada de semivariancia, dada pela metade

da variancia das diferengas, representada por y(h), em que

N(h)

Z (Y;H-h - }/;L)

=1

1

v(h) = mn

Para analisar como os valores dos dados estao se comportando conforme varias
distancias estipuladas e assim, analisar o grau de dependéncia espacial da variével e definir os
parametros necessarios para estimar caracteristicas em locais nao amostrados, utiliza-se um
grafico de y(h) por h denominado de semivariograma.

O semivariograma analisa o grau de dependéncia espacial entre amostras dentro
de um campo experimental, além de definir parametros necessarios para a estimativa de valores

para locais ndo amostrados, através da técnica de krigagem (SALVIANO, 1996).
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Segundo Landim (1996), o estudo do variograma é realizado em uma diregao
ao longo de uma linha ou ao longo de uma série de linhas paralelas, utilizando n possiveis
distancias h, para desta maneira realizar um estudo na variavel e analisar se os dados sao
estacionarios, isto é, se nao ha tendéncia nos valores.

o ajuste de um modelo matemaético aos dados no grafico de y(h) por h, isto é,
a uma fungao, define os parametros do semivariograma, os quais sao: efeito pepita(C,), que
representa o valor de v quando h; quando o valor de h aumenta, frequentemente aumenta até
um distancia a, denominada de alcance (alcance da dependéncia espacial), também podendo
ser expresso por ¢; na distancia a, y(h) é chamado de patamar, dado por C' + C,, sendo C' a
variancia estrutural.

Na Figura 1, tem-se o grafico de 7y(h) por h, no qual nota-se a disposigao de cada

pardmetro e observa-se um semivariograma experimental e o modelo matematico ajustado.

Gamal(h)

semivariancia

o Experimental
—— Modelo
00E 0 @ : :

0.0 15.0 300 450 60.0

Distancia de separagdao - h

Figura 1 - Seminariograma experimental e Modelo matematico ajustado.

O alcance ¢ utilizado para definir o raio de a¢ao (range) méaximo de interpo-
lagao pela krigagem, em que os pesos utilizados podem afetar os valores estimados. Pontos
amostrados que estao separados por distancia menor do que o alcance, sao ditos espacialmente
dependentes, o que nao é o caso de pontos separados com uma distancia maior.

Segundo Vieira (2000), em um semivariograma ajustado, o valor da semivariancia
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aumenta a medida que aumenta a distancia de separagao entre os pontos, aumentando até
atingir um patamar no qual se estabiliza. Este patamar (sill) é um parametro importante,
pois permite a determinacao da distancia limite entre dependéncia e indepéndencia entre as
amostras, e ¢ atingido quando a variancia dos dados fica constante com a distancia entre os
pontos amostrados.

O parametro C,, efeito pepita, reflete o erro analitico, isto é, indica uma varia-
bilidade nao explicada de um ponto para outro, que pode ocorrer devido a erros de medidas
ou microvariacao nao detectada por causa da distancia de amostragem utilizada.

Uma outra consideracao a ser feita é determinar o grau de aleatoriedade presente

nos dados pela formula F = % (GUERRA, 1988 apud LANDIM, 1996), em que:

i. F < 0.15: componente aleatéria pequena;
ii. 0.15 > E > 0.30: componente aleatoria significativa;

iii. £ > 0.30: componente aleatéria muito significativa.

O modelo matematico ajustado ¢ dividido em duas categorias: modelo com
patamar e sem patamar.

Modelo com patamar é aquele em que a semivariancia aumenta com o aumento
da distancia entre amostras, até atingir o patamar, no qual se estabiliza. Exemplos de modelos
nessa categoria sao:

v(h) = C[5(2) — 3(2)*], para h<a
i. Modelo Esférico: (h) 2(2) —2(0)]

—3h

ii. Modelo Exponencial: y(h) = C[l —e™a ]

—3h )2]

iii. Modelo Gaussiano: y(h) = C[1 — e(=

Um outro modelo bastante utilizado é com a funcao Matérn que é dada por

2171)
I'(v)

7(h) = M(h|v,a) = =—(a|[h[[)" K,(a|[h][)
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no qual I'(.) é a fungdo Gama, K, é a funcao Bessel de ordem v, e ||h|| é a distancia euclidiana
entre duas localizacoes. Um caso paticular da funcao Matérn é quando o valor de v é 0.5, em
que a funcao se iguala a funcao Exponencial.

Os modelos sem patamas, sao modelos que como o proprio nome diz, nao se
estabilizam em um patamar. Exemplo dessa categoria de modelo tem-se o Modelo Linear e o
Modelo Potencial

Segundo Landim(1996), apo6s o ajuste de um variograma experimental, é impor-
tante realizar a validagao cruzada, em que depois de obter o modelo variogréafico, cada valor
original da amostra é removido do dominio espacial e, utilizando os demais valores, um novo
valor é estimado para o ponto retirado, podendo assim fazer uma comparagao entre o real valor
e o estimado, verificando se o erro de estimacgao é muito grande. Esté técnica da validagao
cruzada, nao prova que o modelo escolhido é o mais correto, mas sim que o mesmo nao é de
todo incorreto.

Depois de estipulado o semivariograma da variavel em estudo, e ocorrendo a de-
pendéncia espacial entre os pontos amostrados, pode-se interpolar valores em qualquer posigao
na area em estudo, sem tendéncia e com varidncia minima. O método de interpolacao utilizado
¢ a krigagem; e quando se trata de um modelos com mais de uma variédvel envolvida, utiliza-se

a cokrigagem.

2.1.3.2 Krigagem

Krigagem é um processo de estimativa de valores de varidveis distribuidas no
espago, e/ou no tempo, a partir de valores adjacentes enquanto considerados como interdepen-
dentes pelo semivariograma (LANDIM,2006).

Utilizado como algoritmo estimador, esta técnica pode prever o valor pontual
de uma variavel regionalizada em um determinado local dentro da area de estudo, além de
realizar o calculo médio de uma variavel regionalizada para um volume maior que o suporte
geométrico. Em todos estes casos, este método fornece o erro associado a estimativa realizada,
tornando-o um algoritmo melhor que os demais existentes.

E um método para interpolacio de dados. Quando esta interpolacdo é realizada

com apenas uma variavel, denomina-se esse método de Krigagem e as mais utilizadas sao Kri-
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gagem Simples, na qual assume-se que a fun¢ao média do processo estocastico é conhecida e o
processo é estacionario, e Krigagem Ordinaria, em que o processo estocatico é nao estacioné-
rio. Quando tem-se a estimac¢ao de uma variavel em um estudo conjunto com mais variaveis,
tem-se a Cokrigagem, que sera discutida mais adiante.

Pela Krigagem, o valor estimado da variavel é expresso por:

Yo =X+ i AiY,
i=1

em que n ¢ o numero de vizinhos medidos, Y, valores utilizados na estimativa e \; sao os
ponderadores aplicados a cada Y, que sao selecionados de forma que a estimativa obtida seja

nao tendenciosa.

2.2 Geoestatistica Multivariada

Segundo Bognola et al. (2008), os modelos multivariados sao utilizados quando
a variavel que deseja-se estudar o comportamento é de dificil acesso, seja por causa de custo
elevado ou algum outro motivo; porém, existe uma outra variavel, variavel secundéria, correla-
cionada com a variével de interesse, sendo que esta secundéaria é de facil acesso. Desta forma,
combina-se algumas mensuragoes da variavel de interesse com um ntimero maior da secundaria
e apartir disso, pode-se realizar um estudo da varidvel de interesse sem muitas medigoes da
mesma.

No caso de observagoes bi ou multivariadas, os modelos e procedimentos sao
estendidos de diferentes formas, visando modelar as covaridncias simples e cruzadas espaciais
entre as variaveis envolvidas (WACKERNAGEL, 2003 apud BOGNOLA, 1. A. et al.,2008).
Existe varias técnicas de modelagem, dentre elas tem-se modelagem pelo semivariograma cru-
zado e modelagem atavés de fungao de correlagao bi (ou multivariada), para a predigao espacial

utiliza-se o método da Cokrigagem.

2.2.1 Cokrigagem

Segundo Bognola, I. A. et al.(2008),a partir do ajuste de um modelo é possivel

obter predicoes espaciais das variaveis de interesse através da cokrigagem, no qual o valor
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predito em um determinado ponto é dado por uma média ponderada dos dados das variaveis
envolvidas. Isto é, segundo Landim, Sturaro & Monteiro(2002), cokrigagem é uma extensao
multivariada do método da krigagem, quando para cada local amostrado obtém-se um vetor
de valores no lugar de um tnico valor.

Esta técnica é bastante til e evidente, quando duas ou mais variaveis sao amos-
tradas nos mesmos pontos amostrais dentro de um mesmo dominio espacial e apresentam
significativo grau de correlacao entre elas.

A cokrigagem, segundo Isaaks e Srivastava (1989), considera uma ou mais va-
riaveis secundérias na estimativa de uma variavel primaria, podendo ser escrita em termos

das covariancias simples e cruzadas, sendo os pesos W usados na interpolacao dados por

W = C~'D, em que:

Cov(Y1Yy) Couv(Y1Ys) 1 e Cov(Y1Yy)

_ Cov(Y2Y1) Cou(YaYs) 1 = f D Cov(Y2Yy)
1 0 0 -\ 1
0 1 0 — Ao 0

temos que Y] e Y5 sao as varidveis primaria e secundaria, respectivamente, Y é referente aos
valores que serao preditos; e e f sao os vetores de pesos atribuidos as variaveis priméaria e
secundaria, respectivamente, sendo que > e; = 1 e Y f; = 1 séo restri¢goes para garantir a

nao-tendenciosidade, introduzidas pelo uso dos operadores de Lagrange A\; e A2.

2.2.2 Modelos Lineares de Corregionalizacao

Segundo Landim, Sturaro & Monteiro (2002), utilizando o método da cokriga-
gem, formulado apartir da suposicao de que as variaveis priméaria e secundaria apresentam
covariancia, com a matriz sendo positiva definida, para esta ser considerada uma matriz de
covariancias cruzadas valida, e uma maneira simples para obter-se essa matriz é utilizando o
modelo linear de corregionalizacgao.

O modelo linear de corregionalizacao fornece um método para modelagem do

auto-variograma e do variograma cruzado entre duas ou mais variaveis desde que a variancia
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de qualquer combinagao linear possivel dessas variaveis seja sempre positiva. Cada variavel
é caracterizada por seu proprio auto-variograma amostral e cada par de varidveis por seu
variograma cruzado amostral (ISAAKS e SRIVASTAVA, 1989).

O modelo linear de corregionalizagio, segundo Bellier et al. (2007), permite a
modelagem conjunta do variograma simples e do variograma cruzado, sendo que o nimero total

. . 1
desses variogramas é dado por %

em que p é o nimero de variaveis presentes no conjunto
em estudo.

Segundo Sartori (2006), para que este modelo seja compreendido, precisa-se que o
modelo basico, utilizado no variograma cruzado, seja o mesmo utilizado nos auto-variogramas,

mantendo-se assim o valor para o alcance.

A decomposicao de um modelo linear de corregionalizacao, pode ser dada por:

Yii(h) = b g + b g®) + .. 4 b7 g

em que ¢' sao os modelos bésicos, isto ¢, exponencial, esférico, entre outros, e bg-) sao coeficientes
que correspondem ao alcance parcial da funcao do variograma e variograma cruzado, em cada
escala considerada.

Assim, ao examinar o comportamento do variograma empirico, do simples e do
variograma cruzado, o pesquisado escolhe o niimero e tipo de base de modelos. Cada funcao do
variograma utilizado para definir o modelo linear de corregionalizagao tem diferentes familias
e intervalos, em que cada um caracteriza uma escala especifica da distribuicao espacial da

variavel resposta em estudo.

2.2.3 Semivariograma Cruzado

Sejam p-variaveis {Y);j = 1,...,p} que foram medidas dentro de uma mesma
regiao de estudo e nos mesmos pontos amostrais. Dessas varidveis medidas, considerando
apenas duas, temos {[Y7(y)]e[Ya(s)]} de tal forma que a covariancia cruzada entre essas variaveis

seja dada por:

Covia(h) = E{[Yi(s4m Yoo} — mimsy
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Covai(h) = E{[Ya(s1n)Yi(s)|} — mamu

Desta forma, o semivariograma cruzado seréa:

N(h)
. 1
Y1o(h) = 2N (h) ;{[Yl(erh) — Vi) [Ya(s+n) — Yas)l}

Segundo Silva et al.(2003 apud Vieira, 1996) a forma de obter os graficos do
semivariograma cruzado experimental tem significado diferente do obtido pelo semivariograma
simples; pois no variograma cruzado o alcance (a) representa a distancia méaxima de depen-
déncia espacial entre as duas variadveis; o patamar, se existir, deve aproximar-se do valor da
covariancia entre as duas variaveis utilizadas. Quando estas duas variaveis apresentarem uma
correlacao inversa, a covariancia sera negativa e, desta forma, o semivariograma cruzado pro-

duzira resultados negativos.

2.2.4 Modelos Geoestatisticos Bivariados Gaussianos

Quando o interesse esta em mais de um campo aleatoria de interesse, suponha-se
dois, muitos pensam que o passo inicial seria de ajustar um modelo geoestatisticos para cada
um dos dois vetores das variaveis observadas. Mas nem sempre isso é o melhor caminho, pois
hé casos em que existe correlacao entre as variaveis aleatorias estudadas, o que seria um bom
caso para utilizar modelos geoestatisticos bivariados.

Existindo dois campos aleatorios gaussianos, utiliza-se o modelo dado por:

Yi=uw+2; i=1,2 (13)

em que Y; é um vetor n; X 1 dos valores observados no campo aleatorio latente Z;, o qual possui
um vetor de médias nulo de dimensao n; X 1 e matriz de covriancia >; com dimensao n; X n;.

p; ¢ um vetor dos parametros de média associado a Y;.
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Segundo Fonseca (2008), a distribuigdo de Y = Y7, Y5 ¢é o interesse final, e esta
distribuigao é gaussiana n-variada, sendo n = ny + ny, com vetor de médias p = (1, p2) €
matriz de covariancia Yy, sendo que esta matriz é positiva definida e possui comportamento

empirico de correlagoes utilizado na geoestatistica, podendo ser particionada por:

X1 X

Yy =

sendo X; uyma matriz de covariancia de dimensao n; x n; da variavel ¥; com i =1,2 ¢ X5 a

matriz de covariancias cruzadas entre as variaveis Y; e Y5, de dimensao nq X ns.

2.2.5 Modelo Bivariado de Co-regionalizacao

Gelfand et al. (2004) propuseram uma abordagem para conseguir a estrutura
paramétrica valida para a matriz ¥ , que é denominada de Bivariate Coregionalisation Model,
abreviado por BCRM.

Por esta abordagem, os termos latentes do modelo (3), sdo decomposto da forma

a seguir:

Z) = J1151
Zy = 01251 + 0925

no qual S7 e Sy sao dois campos aleatorios gaussianos mutuamente independentes; possuem
vetores de média nulo, varidncia unitaria e correlagoes determinadas pela escolha de fungoes
de correlagao validas. Nota-se que o campo aleatério S; é comum as duas decomposigoes e
desta forma ¢é induzida a correlaca empirica entre as variaveis respostas.

Através do BCRM as observag oes do modelo em estudo sao dadas por:

Yi = + 015
Yy = po + 01251 + 0225
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Considerando obsevagoes feitas da variavel resposta Y; dadas por Y;(s;) e Yi(sk)
em duas localizacoes s; e si, sendo estas observagoes separadas por uma distancias h = hy
coml,k=1,2...,n; et =1,2. Assim, tem-se que a particao X () da matriz de covariancia é
dado por Cov(h) = o3, p1(h) e a particdo Xo o x) ¢ dado por Cov(h) = o3,p1(h) + 03,p2(h) noO
qual p; e py sao fungoes de correlagao assumidas para S; e S, respectivamente.

Por propriedades bésicas de covariancia, encontra-se que ;5 é equivalente a
0109R; em que Ry é matriz das correlagoes cruzadas entre as respostas e depende somente da
funcao de correlacao adotada para S; e sua dimensao n; X ng. Entao, ¥y fica estruturada.

Supondo que existam apenas duas localizagoes que foram amostradas, entao o

vetor das variaveis (Y;(s;), Y;i(sk), Y;(s1),Y;(sk)) possui matriz de covariancia expressa por:

o7 ot p1(h) 011012 01101201 (h)
> 0%1P1(h) 0%1 011012P1(h) 011012
Y p—
011012 o11012p1(h) 01y + 03, o301 (h) + 03,p2(h)
| onowpi(h) oo o1ap1(h) + 039p2(h) 01y + 03

Desta maneira, segundo Fonseca (2008), a distribuigao de probabilidade do vetor
Y = (Y1, Y?) esta estabelecida e depende do vetor de pardametros 8 = (8%, 0*, @3, ¢3) no
qual B* é o vetor de parametros associados a u e ¢* é o vetor de parametros relacionados a
escolha da fungao p;, com j =1, 2.

Uma forma geral deste modelo, consiste na adi¢cao de um termo, sendo este de
ruidos nao correlacionados que podem ser associados a todas, ou algumas, variaveis Y;. Desta

forma, o modelo fica expresso:

em que U é um processo de ruido branco.
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2.2.6 Modelo gaussiano bivariado com componente comum

Para problemas bivariados, Diggle e Ribeiro Jr (2007) propuseram uma abor-
dagem denominada de Bivariate Gaussian common component model (BGCCM), em que no

modelo (3), seu termo Z;, campo aleatorio latente, é decomposto em:

Zi = 00:S0 + 035, 1=1,2 (14)

sendo o* = (091, 01, 0g2, 02) um vetor de parametros de disper¢ao associados ao modelo (1); Sp,
S1 e Sy sao campos aleatorios gaussianos mutuamente independentes, com vetores de médias
nulos, varidncia unitarias e correlagoes obtidas por fungoes de correl¢ao validas. Segundo
Fonseca (2008), as correlgoes destes campos aleatorios, quando combinadas desta forma, vao
gerar correlagoes cruzadas validas entre as variaveis estudadas Y; e Ys, ja que o campo aleatorio
Sp € comum as duas variaveis. Desta forma, deve-se adotar trés fungoes de correlacao para Sy,
S1 e S5 e assim gerar uma matriz Yy valida.

Entao, com a decomposi¢ao de Z; e Z3, o modelo (1) pode ser reescrito por:

Yi =+ 00150+ 0151
Yo = po + 00250 + 0252

Seja Y;(s;) e Yi(sr) observagoes da variavel Y; realizadas nas localizagoes s; e
Sk, separadas por uma distancia euclidiana h = hy,, com [,k = 1,..,n; e 1 = 1,2. Assim, o
elemento X; (4 ¢ representado por Cov(h) = og;po(h) + 02 pi(h), no qual py e p; sdo as fungoes
de correlacao para S;, ¢ =0,1,2. Pelas propriedades bésicas de covariancia, encontra-se que
Y12 €igual a 091002 Ry, em que Ry ¢ uma matriz, de dimensao n; X ng, das correlagoes cruzadas
entre as variaveis e depende da fungao de correl¢ao atribuida para Sy.

Considerando apenas duas localizacoes amostradas, s; e s;, e sendo hy = h

a distancia entre essas localizacoes, tem-se que a matriz de covaridncias para o vetor

(Vi(s1), Yise), Y1), Y;(s0)) € dada por:
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o4y +of ag1po(h) + atpi(h) 001002 00100200(h)
5, = agipo(h) + ofpi(h) opy + o7 001002p0(h) 001002
001002 o01002p0(h) 08y + 03 otapo(h) + 03pa(h)
| c0002p0(h) 001002 apap0(h) + o3pa(h) 0y + 03 |

Desta forma, a distribui¢ao de probabilidade do vetor Y = (Y7, Y2) esté esta-
belecida e depende do vetor de parametros @ = (3%, o*, ¢35, @3, ¢3) no qual 3* é o vetor de
parametros associados a pu e q_’);.‘ ¢ o vetor de parametros relacionados a escolha da funcao pj,
com j =0,1,2.

Para a estimacao dos parametros desse modelo e a predicao espacial, utiliza-se
as técnicas dos modelos geoestatisticos univariados porém, é necessario um reparametrizacao

adicional em # para obter a funcao de verossimilhanca concentrada.

2.2.7 Modelagem por fungao de correlacao

Em alguns casos multivariados, qualquer que seja o objetivo do pesquisador,
segundo Gneiting, Kleiber & Schlater (2009), se faz necesséario a modelagem de varias variaveis
espaciais simultaneamente. O passo critico é entao identificar a estrutura de dependéncia
espacial, nao somente em cada variavel como também entre as variaveis.

Gneiting, Kleiber & Schlater (2009) propuseram um ajuste por estrutura de
covarincia e covariancia cruzada para um campo aleatério gaussiano. E uma proposta van-
tajosa, devido ao fato da facilidade em mudar os parametros do modelos e ajusta melhor aos
dados. Para este tipo de modelagem, utiliza-se a funcao da familia Matern, que tem sido muito
utilizada na atualidade, que é uma funcao bem flexivel, o que facilita na sua utilizacao.

Esta familia especifica uma fungao de covariancia dada por o?M (h|k,a) em que

0% > 0 é a variAncia marginal e

M (hlk,a) = ¥ (al [])F K (al b))

é a correlagao espacial na distancia ||h||, e como ja mencionado, K}, é a fungao Bessel.
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Em um  processo  multivariado, seja. o vetor de  variaveis

’ . ~ .
Y (s) = (Y1(8), ..., Yp(8))', em que cada localizagio s € R? existem p componentes.
Assumindo que o processo é gaussiano multivariado e estacionario de segunda ordem, com

vetor de média nulo e matriz de funcao de covariancia dada por

em que cada Cy;(h) = E(Y;(x + h)Y;(h)) é a fungao de covariancia univariada, enquanto que
Ci;(h) = E(Y;(z+h)Y;(h)) é a funcéo de covariancia cruzada entre os processos 1 < i # j < p.

A covariancia cruzada é equivalente a
Cij(h) = Cji(h) = pjoi0;M (hki;, ai;)

sendo p;; o coeficiente de correlacao.

2.2.7.1 Modelo Matern Multivariado

Como ja mencionado, se o parametro k da funcao Méatern for igual %, entao esta

funcao se reduz ao produto da funcao exponencial e de um polinémio, isto é

M(hfn + §) = eap(—alhl[) Sn._y St () (2al [l

m=0 (2n)! \m

comn=0,1....
Segundo Gneiting, Kleiber & Schlater (2009), a flexibilidade e popularidade da
classe Méatern se deve ao fato do parametro k£ > 0, o qual controla a suavidade e é critico em

problemas de interpolacao espacial.

2.2.7.1.1 Modelo Matern Multivariado Parcimonioso

(AUMENTAR)



38



39

REFERENCIAS

BELLIER, E.;MONESTIEZ, P.,DURBEC, J.P.; CANDAU, J.N. Identifying spatial relationships
at multiple scales: principal coordinates of neighbor matrices (PCNM) and geostatistical
approaches. Ecography 30: 385-399, 2007.

BOGNOLA,I.A.; RIBEIRO JUNIOR,P.J.; SILVA,E.A.A; LINGNAU,C.; HIGA,A.R. Modelagem
Uni e Bivariada Da Variabilidade Espacial de Rendimento De Pinus taeda L. Floresta,
Curitiba, PR, v.38, n. 2, abr/jun.2008.

BOX, G.; COX, D. An analysis of transformation. Journal of the Royal Statistical Society, Series
B, p. 2117252, 1964.

DIGGLE, P. J.; RIBEIRO JR., P. J.; CHRISTENSEN, O. F. An introduction to model-based
geostatistics. In: MOLLER, J. (Ed.). Spatial Statistics and Computational Methods. New York:
Springer, 2003. p. 43786.

DRUCK, S.; CARVALHO,M.S.; CAMARA,G.; MONTEIRO,A.M.V.Analise espacial de dados
geograficos. Brasilia, EMBRAPA, 2004 (ISBN: 85-7383-260-6).

FONSECA,B.H.F. Um estudo sobre estimacao e predicao em modelos geoestatisticos bi-
variados. Piracicaba, 2008. 74 p. Dissertagao (Mestrado) - Escola Superior de Agricultura "Luiz de
Queiroz", Universidade de Sao Paulo.

GELFAND, A .E.;SCHMIDT,A.M.; BANERJEE,S.;SIRMANS,C.F.Nonstationary multivariate
process modeling though spatially varying coregionalization. Test. Valencia, v.13, p.263-
312,2004.

GNEITING,T.; KLEIBER,W.; SCHLATHER,M. Matérn Cross-Covariance Functions for Mul-
tivariate Random Fields. Technical Report n.549. Department of Statistics, University of Washing-
ton.

GRIPP, A.H. Utilizagao de Geoestat “istica para o tratamento de dados de prospecgao
geoquimica. Revista Brasileira de Geociéncias, 22(2):248-251. Junho de 1992

ISAAKS, E.H.; SRIVASTAVA, R.M. An Introduction to Applied Geostatistics. New York:
Oxford University Press, 1989. 561 p.

JOURNEL, A.G.; HUIJBREGTS, C.J. Mining Geostatistics. London: Academic Press, 1978. 600
p.

LANDIM, P.M.B. STURARO, J.R. & MONTEIRO, R. C. Exemplos de aplicagao da cokrigagem.
DGA,IGCE,UNESP/Rio Claro, Lab. Geomatemaética,Texto Didatico 09, 17 pp. 2002. Disponivel em
<http://www.rc.unesp.br/igce/aplicada/textodi.html>. Acesso em: 01 de Fevereiro de 2011.

LANDIM, P.M.B. Sobre Geoestatistica e mapas.Terrae Didatica, 2(1):19-33. 2006. Disponivel
em: <http://www.ige.unicamp.br/terradidatica/>.

MARTINS, A.B.T. Analise geoestatistica de dados composicionais. Curitiba, 2010. 200 p.
Tese (Doutorado) - Universidade Federal do Parana.



40

MATHERON, G. Principles of geostatistics. Economic Geology, v. 58, p. 1246-1266, 1963.

PEBESMAE. gstat package. January  2011. Disponivel em:<  http://cran.r-
project.org/web/packages/gstat/>

R: A Language and Environmental for Statistical Computing, R Development Core Team, R Foun-
dation for Statistical Computing, Vienna, Austria, 2006, ISBN 3-900051-07-0. Disponivel em:
<http://www.R-project.org>.

RIBEIRO Jr,P.J.; DIGGLE,P.J. geoR: A package for geoestatistical analysis R-NEWS, Vienna,
v.1, n.2, p.14-18, 2011. ISSN 1609-3631.

SALVIANO, A.A.C. Variabilidade de atributos de solo e de Crotalaria juncea em solo
degradado do municipio de Piracicaba-SP. Piracicaba, 1996. 91 p. Tese (Doutorado) - Escola
Superior de Agricultura "Luiz de Queiroz", Universidade de Sdo Paulo.

SARTORI, L.R. Métodos para extracao de informacoes a partir de imagens multiespectrais
de escalas grandes. Presidente Prudente : [s.n.], 2006. 127 f. Dissertacao (Mestrado) - Universidade
Estadual Paulista, Faculdade de Ciéncias e Tecnologia.

SCHLATHER,M. Random Fields package. February 2011. Disponivel em: <
http://cran.rproject.org/web/packages/RandomFields/index.html>

SILVA, E.A.A.; URIBE-OPAZO ,M.A.;SOUZA ,E.G.;ROCHA,J.V. Um estimador robusto e o se-
mivariograma cruzado na anilise de variabilidade espacial de atributos de solo e planta.
Acta Scientiarum. Agronomy. Maringa, v. 25, no. 2, p. 365-371, 2003.

SOARES, A. Geoestatistica para ciécias da terra e do ambiente. Segunda edigao. IST Press,
2006

VIEIRA, S. R. Geoestatistica em estudos de variabilidade espacial do solo. In: NOVAIS, R.
F. de; ALVAREZ V., V. H.; SCHAEFER, C. E. G. R. (Ed.). Tépicos em ciéncia do solo. Vigosa:
Sociedade Brasileira de Ciéncia do Solo, 2000. v. 1, p. 1-54.



41



