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1 INTRODUCAO

Segundo Druck et al. (2004), compreender a distribui¢do espacial de dados provenientes de
fenémenos ocorridos no espago constitui um grande desafio para esclarecer questdes centrais em diversas
areas do conhecimento, seja na area da saiide, em ambiente, em geologia, em agronomia, entre tantas outras
areas. Tais estudos tornam-se cada vez mais comuns, devido a disponibilidade de sistemeas de informacao
geografica (SIG). Desta forma, uma area da estatistica que vem crescendo muito na atualidade ¢ a estatistica
espacial.

A estatistica espacial tem como intuito mensurar propriedades e relacionamentos, levando em conta
a localizacdo espacial do fenomeno estudado de forma explicita. Essa area da estatistica ¢ dividida em trés
areas de estudo: geoestatistica, dados de area e processos pontuais. Como o que distingue cada uma dessas
categorias € o tipo de dado aleatdrio utilizado, é normal que em cada um destas trés areas, existam métodos
estatisticos diferentes para analisar e descrever os dados. Neste trabalho, sera utilizado a geoestatistica, mas
especificamente na area de modelagem.

A geoestatistica une o conceito de variaveis aleatdrias com o conceito de variaveis regionalizadas,
sendo estas ultimas, varidveis que possuem um comportamento espacial. Este ramo da estatistica espacial,
incorpora tanto a interpretagao da distribuigdo estatistica como a correlagdo espacial das amostras, e segundo
Matheron (1963), geoestatistica ¢ a aplicacdo do formalismo de funcdes aleatdrias para o reconhecimento e
estimacao de fendmenos naturais.

Modelagem estatistica ¢ utilizada em diversos campos do conhecimento para tentar descrever o
comportamento de um ou mais atributos que ndo podem ser descritos exclusivamente por modelos
deterministicos. De uma forma geral, os modelos estatisticos tentam explicar, o maximo possivel, a
variabilidade dos processos estocasticos através de uma ou mais variaveis explanatdrias que possuam alguma
associagdo com a resposta de interesse (FONSECA,2008). Os modelos estatisticos lineares univariados,
foram os primeiros a serem propostos e esses assumem erros aleatorios independentes e identicamente
distibuidos com distribui¢ao de probabilidade normal e todos os termos da parte explanatéria do modelo
fixos.

A modelagem geoestatistica se diferencia destes modelos lineares nos pressupostos, no qual todas as
observagdes ndo sdo assumidas independentes e existe efeito aleatorio latente na parte explanatoria do
modelo. Nesta modelagem, existe um conjunto de técnicas para encontrar uma fung@o aleatéria para um ou
mais atributos dos quais suas localizagdes espaciais sdo conhecidas. Desta forma, essas técnicas sdo
importantes para capturar a correlacdo entre as observacdes da variaveis aleatorias de interesse, em que
exista uma forte suspeita de que pontos espaciais proximos possuam valores parecidos da variavel em
estudo.

Em muitos casos, o interesse pode estar em nao so estudar uma variavel e sim,estudar duas ou mais
variaveis e desta forma, tem-se dois ou mais atributos para modelar. Ocorrendo evidéncias de que esses
processos nao sdo independentes e existindo explicacdo pratica para isto, modelos multivariados devem ser
propostos para o estudo, devendo optar po um modelagem geoestatistica multivariada.

Modelos geoestatisticos multivariados possuem, em geral, uma estrutura complexa combinando mais
de um processo latente com elevado numero de parametros e que podem apresentar problemas para
estimacdo paramétrica. Além disto, em alguns casos, podem ocorrer problemas com a identificabilidade do
modelo (FONSECA,2008).

Para este trabalho, um estudo detalhado de alguns métodos de modelagem multivariado sera
realiazado, sendo que serdo estudados o método de modelagem de modelos lineares de corregionalizagao
através de variogramas cruzados, modelos que implicam em estrutura de correlagdo e covariancia, no qual
sera dado énfase nos modelos BGCCM (bivariate gaussian common component model) e o BCRM
(bivariate coregionalisation model). Mas o enfoque mesmo deste trabalho é na parte de modelagem por
funcdo de correlagdo bivariada (ou multivariada). Para esses estudos, serdo utilizados dados simulados e
dados reais.



2 OBJETIVO

Trabalhando com varidveis regionalizadas, inicialmente o intuito deste trabalho ¢ de fazer uma
revisdo na modelagem de modelos lineares de corregionalizacdo através de variogramas e variogramas
cruzados. Tambem ser4 feita uma revisdo em modelos que implicam em estrutura de correlagdo/covariancia,
sendo estudados o modelo e o BCRM (bivariate coregionalisation model).

Além disso, um enfoque maior serd dado em comparagdo de modelos de multiplas estruturas com a
modelagem atavés de fungdo de correlagdo bivariada (ou multivariada), que foi proposta por Gneiting et
al.(2009). Essas comparagdes e estudo dos resultados serdo realizadas tanto em analise de dados reais como
em dados obtidos través de simulagdes, trabalhando com o auxilio do software R, no qual serd implementado
tudo o que se fizer necessario.



3 REVISAO DE LITERATURA
3.1 Geoestatistica

Na atualidade, segundo Landim (2006), o termo Geoestatistica esta relacionado como um tépido da
estatistica aplicada em que se trabalha com problemas relacionados as variaveis regionalizadas. Estas
variaveis possuem um comportamento espacial, com caracteristicas intermediarias entre as variaveis
totalmente deterministicas e as verdadeiramente aleatorias.

3.1.1 Variaveis Regionalizadas

As variaveis regionalizadas possuem um duplo aspectos contraditérios, pois € impossivel uma
previsao exata do valor da variavel em um determinado ponto (aspecto aleatorio), mas é esperado que o valor
da variavel seja parecido para pontos proximos (aspecto estrutural).

Na teoria das variaveis regionalizadas,Z, pode ser definida como uma variavel aleatéria que assume
dieferentes valores Z em fun¢ao da posi¢do x dentro de uma regido A, e representa pares de coordenadas
(%, yi), com mostrado na Figura 1. O ponto de referéncia para o sistema de coordenadas ¢ arbitrario e fixado
a criétio do pesquisador.

Xy

Xi

Figura 1 — Varidvel Aleatoria Regionalizada Zx).

O conjunto dessas variaveis Z, medidas na totalidade da area A, pode ser considerada como uma
fung¢do aleatoria Z pois, conforme Isaaks e Srivastava (1989), sdo varidveis aleatorias regionalizadas e
assim, assume-se que a dependéncia entre elas seja especificada por algum mecanismo probabilistico.

Segundo Journel & Huijbregts (1978), a interpretacdo probabilistica da variavel regionalizada Z, ser
uma particular realizagdo de alguma fungdo aleatéria Z(x) € valida quando pode-se inferir toda ou parte da lei
de distribuigdo de probabilidade que define esta fungdo aleatéria. Porém, na pratica,em cada ponto x tem-se
somente uma realiza¢do Z, €, como o numero de pontos € finito, fica usualmente impossivel inferir sobre a
distribuicdo de Zy). Assim, hipOteses que envolvem diferentes graus de homogeneidade espacial,
denominadas de hipéteses de estacionariedade, se fazem necessarias.

Estudando o comportamento das variaveis regionalizadas se faz necessario o uso de duas ferramentas
dos métodos geoestatisticos: o semivariograma e a krigagem, explicados nas secoes seguintes.



3.1.2 Semivariograma

Considera-se um variavel regionalizada Z, amostrada em diversos pontos que estdo regularmente
distribuidos em um regido de estudo. Desta forma, o valor de cada ponto esta relacionado de alguma maneira
com valores obtidos a partir de pontos situados a certa distancia, e pensando na Primeira Lei da Geografia de
Tobler que diz :”Todas as coisas sdo relacionada, porém coisas mais proximas sdo mais parecidas que coisas
distantes”, pode-se dizer que a influéncia é tanto maior quanto menor for a distincia entre os pontos.

Para expressar essa relacdo ¢ definido o vetor de distancia AH, que possui uma orientagdo especifica
e o grau de relacdo entre pontos numa certa direcdo pode ser expresso pela covariancia e, embora a
covariancia exista entre todas as distancias possiveis ao longo de h, pode ser estipulado que somente sejam
considerados valores entre pontos regularmente espagados por multiplos inteiros de Ah. (LANDIM,2006).

A covariancia calculada entre os valores encontrados separados pela distancia Ah ao longo de h ¢
expressa por

1
C(h) = C(AR) = Wz 2o Z,on — m?

em que m ¢ a média da variavel regionalizada e N(h) é o nimero de pares de valores medidos separados pela
distancia h.
A covariancia depende do tamanho do vetor h, assim, se h = 0, C(h) representara a variancia, isto ¢

C(0) = E[Z?] — E?[Z] = Var|Z]

Assim, pode-se calcular a fungdo denominada de semivariancia, dada pela metade da variancia das
diferengas, representada por y(h) em que

1 N(h)
Y =5 Z (Zagon = Zx)
i=

Para analisar como os valores dos dados estdo se comportando conforme varias distancias
estipuladas e assim, analisar o grau de dependéncia espacial da variavel e definir os pardmetros necessarios
para estimar caracteristicas em locais ndo amostrados, utiliza-se um grafico de y(h) por h denominado de
semivariograma.

O semivariograma analisa o grau de dependéncia espacial entre amostras dentro de um campo
experimental, além de definir parametros necessarios para a estimativa de valores para locais ndo
amostrados, através da técnica de krigagem (SALVIANO, 1996).

Segundo Landim (1996), o estudo do variograma ¢ realizado em uma dire¢do ao longo de uma linha
ou ao longo de uma série de linhas paralelas, utilizando n possiveis distancias h, para desta maneira realizar
um estudo na variavel para analisar se os dados sdo estacionarios, isto €, se ndo ha tendéncia nos valores.

O ajuste de um modelo matematico ao dados no grafico, isto ¢, a uma fun¢o, define os parametros
do semivariograma, os quais sdo: efeito pepita (C,), que representa o valor de y quando h = 0; quando o
valor de h aumenta frequentemente, aumenta ate uma distancia a, denominada de alcance (alcance da
dependéncia espacial), tambem podendo ser expresso por ¢; neste ponto @, y(h) € chamado de patamar,
dado por C+C,, sendo C a variancia estrutural. Na Figura 2, tem- se o grafico de , y(h) por h, no qual nota-
se a disposicdo de cada pardmetro ¢  pode-se observar um semivariograma experimental ¢ o modelo
matematico ajustado.
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Figura 2 — semivariograma experimental e modelo matematico ajustado

O alcance ¢ utilizado para definir o raio de agdo (range) maximo de interpolagdo pela krigagem, em
que os pesos utilizados podem afetar os valores estimados. Pontos amostrados que estdo separados por
distancia menor do que o alcance, s3o ditos espacialmente dependentes, o que ndo é o caso de pontos
separados com uma distancia maior.

Segundo Vieira (200), em um semivariograma ajustado, o valor da semivariancia aumenta a medida
que aumenta a distancia de separag@o entre os pontos, aumentando até atingir um patamar no qual se
estabiliza. Este patamar (Sill) ¢ um parametro importante, pois permite a determinacdo da distancia limite
entre dependéncia e indepéndencia entre as amostras, ¢ ¢ atingido quando a variancia dos dados fica
constante com a distancia entre os pontos amostrados.

O parametro C,, efeito pepita, reflete o erro analitico, isto €, indica uma variabilidade nio explicada
de um ponto para outro, que pode ocorre devido a erros de medidas ou microvariacdo nao detectada por
causa da distancia de amostragem utilizada.

Uma outra consideragdo a ser feita € determinar o grau de aleatoriedade presente nos dados pela

formula E = % (GUERRA, 1988 apud LANDIM, 1996), em que:
e FE < 0,15: componente aleatoria pequena;

e 0,15 < E < 0,30: componente aleatoria significante;
e FE > 0,30:componente aleatoria muito significativa.

O modelo matematico ajustado, estdo divididos em duas caegorias: modelos com patamar e sem
patamar.

Modelo com patamar sdo aqueles em que a semivariancia aumenta com o aumento da distancia entre
amostras, até atingir o patamar, no qual se estabiliza. Exemplos de modelos nessa categoria sao:

3
e Modelo Esférico: y(h) = C E (S) —%(S) ], parah < a,ey(h) = C,parah = a;
e Modelo Exponencial: y(h) = C [1 - e_gh/a]

_ 2
e Modelo Gaussiano:y(h) = C [1 — e(TMa) ]

Uma outra fung¢do bastante utilizada é a fungdo Matérn dada pela forma

y( = {2} () Ke (/)



no qual I'(.) ¢ a fungdo gama, K,.(.) ¢ a fun¢do Bessel de ordem k, e h a distancia entre duas localizagdes.
Quando k ¢ igual a 0,5 a funcdo Matérn ¢ igual a fungdo exponencial.

Os modelos sem patamar, sdo modelos que como proprio nome diz, ndo se estabilizam em um
patamar. Exemplo de modelo sem patamar ¢ o modelo potencial.

Segundo Landim(1996), apds o ajuste de um variograma experimental, ¢ importante que realize a
‘validagdo cruzada’, em que depois de obter o modelo variografico, cada valor original da amostra é
removido do dominio espacial e, utilizando os demais valores, um novo valor é estimado para o ponto
retirado, podendo assim fazer uma comparagdo entre o real valor e o estimado e verificar se o erro de
estimacdo esta muito grande. Esta técnica da validagdo cruzada, ndo prova que o modelo escolhido é o mais
correto, mas sim que o mesmo nao ¢ de todo incorreto.

Depois de estipulado o semivariograma da variavel em estudo, e ocorrendo a dependéncia espacial
entre os pontos amostrados, pode-se interpolar valores em qualquer posicdo na area em estudo, sem
tendéncia e com variancia minima. O método de interpolacdo utilizado ¢ a krigagem; e quando se trata de um
modelos com mais de uma variavel envolvida, utiliza-se a cokrigagem.

3.1.3 Krigagem

Krigagem ¢ um processo de estimativa de valores de variaveis distribuidas no espago, e/ou no tempo,
a partir de valores adjacentes enquanto considerados como interdependentes pelo semivariograma
(LANDIM,2006).

Utilizado como algoritmo estimador, esta técnica pode prever o valor pontual de uma variavel
regionalizada em um determinado local dentro da area de estudo, além de realizar o calculo médio de uma
variavel regionalizada para um volume maior que o suporte geométrico. Em todos estes casos, este método
fornece o “erro”associado a estimativa realizada, tornando-o um algoritmo melhor que os demais existentes.

Pela krigagem, o valor estimado da variavel é expresso por:

n
Ziegy = Ao+ Z AiZ ()

=1

em que n € 0 numero de vizinhos medidos, Z ;) utilizados na estimativa da variavel e 4; s3o os ponderadores

aplicados a cada Z,,yque sdo selecionados de forma que a estimativa obtida seja ndo tendenciosa.

3.1.4 Cokrigagem

Segundo Bognola, 1. A. et al.(2008),a partir do ajuste de um modelo ¢ possivel obter predigdes
espaciais das variaveis de interesse através da cokrigagem, no qual o valor predito em um determinado ponto
¢ dado por uma média ponderada dos dados das varidveis envolvidas. Isto ¢é, segundo
Landim,Sturaro&Monteiro(2002), cokrigagem ¢ uma extensdo multivariada do método da krigagem, quando
para cada local amostrado obtém-se um vetor de valores no lugar de um tnico valor.

Esta técnica ¢ bastante util e evidente, quando duas ou mais variaveis sdo amostradas nos mesmos
pontos amostrais dentro de um mesmo dominio espacial e apresentam significativo grau de correlagio entre
elas.

A cokrigagem, segundo Isaaks e Srivastava (1989), considera uma ou mais variaveis secundarias na
estimativa de uma variavel primaria, podendo ser escrita em termos das covaridncias simples e cruzadas,
sendo os pesos W usados na interpolagdo dados por W = C~1D, em que:

Cov(Z,Z,) Cov(Z,Z,) 1 e Cov(Z,Zy)

¢ = | Cov2z) Cov(Zaz) 1)y _a oD = | Cov(Z;2Zy)
1 0 0 1 1
0 1 0 —Az 0



temos que Z; e Z, ,variavel primaria e secundaria, respectivamente. Z, os valores que serdo preditos; e e f
os vetores de pesos atribuidos as varidveis primdaria e secundaria, respectivamente, sendo que Y. e; =1 ¢
Y. fi =1 sdo restrigdes para garantir a ndo-tendenciosidade, introduzidas pelo uso dos operadores de
Lagrange A4 e A,.



4 METODOLOGIA

4.1 Material

Para este trabalho, os dados utilizados serdo tanto dados simulados, como dados reais. As simula¢des
e analises serdo realizadas no ambiente R de programacao (R Development Core Team, 2006), utilizando em
especifico os pacotes geoR (Ribeiro Jr. e Diggle, 2001), gstat (Pebesma,2011) e Random Fields
(Schlather,2011), e quando necessario, codigos proprios serao desenvolvidos no software.

4.2 Métodos

No caso de observagdes bi ou multivariadas, os modelos e procedimentos s3o estendidos de
diferentes formas, visando modelar as covaridncias simples e cruzadas espaciais entre as variaveis
envolvidas (WACKERNAGEL, 2003 apud BOGNOLA, 1. A. et al.,2008). Existe varias técnicas de
modelagem, dentre elas tem-se modelagem pelo semivariograma cruzado ¢ modelagem atavés de fungao de
correlagdo bi (ou multivariada).

4.2.1 Modelos Lineares de Corregionalizagdo

Segundo Landim, Sturaro & Monteiro (2002), utilizando o método da cokrigagem, formulado apartir
da suposicao de que as variaveis primaria e secundaria apresentam covariancia, com a matriz sendo positiva
definida, para esta ser considerada uma matriz de covaridncias cruzadas valida, e uma maneira simples para
obter-se essa matriz € utilizando o modelo linear de corregionalizagao.

O modelo linear de corregionalizagdo fornece um método para modelagem do auto-variograma e do
variograma cruzado entre duas ou mais varidveis desde que a variancia de qualquer combinacdo linear
possivel dessas varidveis seja sempre positiva. Cada varidvel € caracterizada por seu proprio auto-variograma
amostral e cada par de variaveis por seu variograma cruzado amostral (ISAAKS ¢ SRIVASTAVA, 1989).

O modelo linear de corregionalizacgdo, segundo Bellier et al. (2007), permite a modelagem conjunta
do variograma simples e do variograma cruzado, sendo que o numero total desses variogramas ¢ dado por

p(p+1) . , S )
—,_ emgquep ¢onumero de varidveis presentes no conjunto dem estudo.

Segundo Sartori (2006), para que este modelo sera compreendido, precisa-se que o modelo basico,
utilizado no variograma cruzado, seja 0 mesmoutilizado nos auto-variogramas, mantendo-se assim o valor
para o alcance.

A deomposi¢do de um modelo linear de corregionalizagdo, pode ser dada por:

l k
yij(R) = bi(,-)g“) + bi(j ) g 4. 4 bi(]‘?)g(q)

~ , . . , . , . l ~ .
em que g¥ sdo os modelos basicos (isto ¢, exponencial, esférico, entre outros), e bi(j) sdo coeficientes que

correspondem ao alcance parcial da fun¢do do variograma e variograma cruzados em cada escala
considerada.

Assim, ao examinar o comportamento do variograma empirico, do simples e do variograma cruzado,
o pesquisador escolhe o niumero e tipo de base modelos. Cada fungdo do variograma utilizado para definir o
modelo linear de corregionalizagdo tem diferentes familias e intervalos, em que cada um caracteriza uma
escala especifica da distribui¢do espacial da variavel resposta em estudo.

4.2.2 Semivariograma Cruzado

Sejam p-variaveis {Z i) =1, ...,p} que foram medidas dentro de uma mesma regido de estudo e
nos mesmo pontos amostrais, com pares de coordenadas [x;,y;]. Dessas varidveis medidas, considerando
apenas duas, temos {[Zl(x)]e[Zz(x)]} de tal forma que a covariancia cruzada entre essas variaveis seja dada
por:



10
Covsa(h) = E{[Z1 ernyZacoy |} — mams
C01721(h) = E{[ZZ(x+h)Zl(x)]} —mpxmy

Desta forma, o semvariograma cruzado sera:

N(R)
1
Y12(h) = NG ; {[Zycerny — Zigo | Zagerny = Z2go |}

Segundo Silva et al.(2003 apud Vieira, 1996) a forma de obter os graficos do semivariograma
cruzado experimental tem significado diferente do obtido pelo semivariograma simples; pois no variograma
cruzado o alcance (a) representa a distdncia maxima de dependéncia espacial entre as duas variaveis; o
patamar, se existir, deve aproximar-se do valor da covaridncia entre as duas varidveis utilizadas. Quando
estas duas varidveis apresentarem uma correlagdo inversa, a covaridncia sera negativa e, desta forma, o
semivariograma cruzado produzira resultados negativos.

4.2.3 Modelos Geoestatisticos Bivariados Gaussianos

Quando o interesse estd em mais de um campo aleatdéria de interesse, suponha-se dois, muitos
pensam que o passo inicial seria de ajustar um modelo geoestatisticos para cada um dos dois vetores das
variaveis observadas. Mas nem sempre isso € o melhor caminho, pois hd casos em que existe correlacao
entre as varidveis aleatorias estudadas, o que seria um bom caso para utilizar modelos geoestatisticos
bivariados.

Existindo dois campos aleatorios gaussianos, utiliza-se o modelo dado por:

Yi=pu+Z,comi=12

em que Y; ¢ um vetor n; X 1 dos valores observados no campo aleatério latente Z;, o qual possui um vetor de
médias nulos de dimensdo n; X 1 e matriz de covariancia X; com dimensdo n; X n;.H; € um vetor, dos
pardmetros de média associadas a Y;.

Segundo Fonseca(2008), a distribuicdo de ¥ = (Y4,Y,) ¢é o interesse final, e esta distribui¢ao é
gaussiana n-variada, sendo n = n; + n,, com vetor de médias u = (U4, Hy) ¢ matriz de covariancia Zy,
sendo esta matriz positiva definida e possui comportamento empirico de correlagdes utilizado na
geoestatistica, podendo ser particionada por:

o [P e
Y = |yt
Xi2 X2
sendo X; uma matriz de covaridncia de dimensdo n; X n; da variavel ¥; com i = 1,2 e X;, a matriz de

covariancias cruzadas entre as variaveis Y; e Y,, de dimensdo n; X n,. E necessario que a matriz Xy seja
valida.

4.2.4 Modelo Bivariado de Co-regionalizagdo

Gelfand et al. (2004) propuseram uma abordagem para conseguir a estrutura paramétrica valida para
a matriz Zy, que é denominada de Bivariate Coregionalisation Model, abreviado por BCRM.

Por esta abordagem, os termos latentes do modelo Y; = u; + Z;, i = 1,2, sdo decomposto da forma
dada a seguir:

Z1 = 01151
Zy = 01281 + 02,5,

no qual §; e S, dois campos aleatdrios gaussianos mutuamente independentes; possuem vetores de média
nulo, varidncia unitaria e correlagoes determinadas pela escolha de fungdes de correlagdo validas. Nota-se
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que o campo aleatorio S; ¢ comum as duas decomposicdes, e desta forma, é induzida a correl¢do empirica
entre as variaveis respostas.
Através do BCRM as observagdes do modelo em estudo sdao dadas por:

Yi = + 0115
Yo = py + 01251 + 02,5,

Considerando observacdes feitas da variavel resposta Y; dadas por Y;(s;) e Y;(sg), em duas
localizagdes, s; ¢ Sy, sendo estas observa¢des separadas por um distancia h = hy,, com Lk =1,2,....,n; ¢
i =1,2. Assim, tem-se que o elemento Z; ) ¢ dado por Cov(h) = aZp1(h) e o elemento ok €
representado por Cov(h) = a,p,(h) + 02,p,(h), no qual p; e p, sio fungdes de correlagio assumidas,
respectivamente, para S; € S,.

Por propriedades basicas de covariancias, encontra-se que X, , € equivalente a 07701,R;, em que Ry
¢ matriz das correlagdes cruzadas entre as respostas e depende somente da funcao de correlagdo adotada para
S1, € sua dimensdo ¢é n; X n,. Entdo, Xy fica estruturada.

Supondo que existam apenas duas localiza¢cdes que foram amostradas; assim, o vetor das variaveis

(Yi (s, Yi(sk), Yi(sp), ¥; (sk)) possui matriz de covaridncia expressa por:

oty of1p1(R) 011012 01101201 (h) ]
3, = 0121P1 (h) 0121 011012p1(h) 011012
[ 011012 01101201 (h) 0122 + ‘7222 (712201 (h) + ‘7222P2 (h)]
011012P1(h) 011012 ofyp1(h) + 05,2 (h) oty + 05,

Desta maneira, segundo Fonseca (2008), a distribui¢do de probabilidade do vetor Y = (¥;,Y,) esta
estabelecida e depende do vetor de parametros 6 = (8*,0%, ¢7, $3), no qual B* é o vetor de pardmetros
associados a u e 4)}‘ ¢ vetor de pardmetros relacionados a escolha da fungéo pj, com j = 1.2

Uma forma geral deste modelo, consiste na adi¢do de um termo, sendo este de ruidos ndo
correlacionados que podem ser associados a todas, ou algumas, variaveis Y;. Desta forma, o modelo fica
expresso:

Yi=,ul-+Zl-+Ui,i=1,2
em que U é um processo de ruido branco.
4.2.5 Modelagem por funcéo de Correlacéo

Em alguns casos multivariados, qualquer que seja o objetivo do pesquisador, segundo Gneiting,
Kleiber & Schlater (2009), se faz necessario a modelagem de varias variaveis espaciais simultaneamente. O
passo critico é entdo identificar a estrutura de dependéncia espacial, ndo somente em cada variavel como
também entre as variaveis.

Gneiting, Kleiber & Schlater (2009) propuseram um ajuste por estrutura de covaridncia e covariancia
cruzada para um campo aleatorio gaussiano. E uma proposta vantajosa, devido ao fato da facilidade em
mudar os parametros do modelos e ajusta melhor aos dados. ~ Para este tipo de modelagem, utiliza-se a
funcdo da familia Matern, que tem sido muito utilizada na atualidade, que ¢ uma fun¢@o bem flexivel, o que
facilita na sua utilizagao.

Esta familia especifica uma fung¢do de covaridncia dada por o¢?M(h|k,a) em que 62> >0 ¢ a

variancia marginal e
21—K
M(hlk,a) = m(a“hll)’ch(allh”)

¢ a correlacdo espacial na distancia ||h| |, e como ja dito K,. ¢ a funcao Bessel.
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Em um processo multivariado, seja o vetor de variaveis ¥(s) = (Y;(s), v Yp (s)),, em que cada

localizagio s € R% existem p componentes. Assumindo que o processo é gaussiano multivariado e
estacionario de segunda ordem com vetor de média nulo e matriz de fun¢do de covariancia dada por

Cii(h) .. Cip(h)
cmy= -
Cor(h) o Cpp(h)

em que cada Cj;(h) = E(Y;(x + h)Y;(x)) ¢ a fungdo de covaridncia univariada, enquanto que C;;(h) =
E (Yi (x+ h)Yj(x)) ¢ a fungdo de covariancia cruzada entre os processo 1 < i # j < p, € equivalente a

Cij(h) = Gji(h) = pijo;0;M (hlkyj, a;;)

sendo p;; coeficiente de correlagéo.

4.2.5.1 Modelo Matern Multivariado

. . A ~ , . 1 ~ . ~
Como ja mencionado, se o pardmetro x da fungdo Matern foi igual a 7 » entdo esta funcao se reduz
ao produto da funcdo exponencial e polindmio, isto é

1 C !
M (hin +3) = expCallnip Y T (™) 2al iy

comn =20,1,...

Segundo Gneiting, Kleiber & Schlater (2009), a flexibilidade e popularidade da classe Matern se
deve ao fato do parametro k¥ > 0, o qual controla a suavidade e ¢ critico em problemas de interpolagdo
espacial.
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