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1 INTRODUCAO

A modelagem estatistica é um conjunto de ferramentas muito importante em
diversos campos do conhecimento, que utilizam essas técnicas para tentar descrever o com-
portamento de um ou mais atributos que nao possuem um modelo deterministico. De uma
forma geral, esse tipo de estudo tenta explicar, o maximo possivel, a variabilidade dos proces-
sos estocasticos através de uma ou mais variaveis explanatorias e a parte da variabilidade que
nao ¢é captada pelo modelo é atribuida ao acaso proveniente do processo amostral envolvido,
essa variacao ao acaso recebe o nome na literatura de erro aleatério ou ruido branco.

Os primeiros modelos estatisticos propostos foram os lineares univariados, que
assumem erros aleatorios independentes e identicamente distribuidos de uma distribuicao
de probabilidade gaussiana, além disso, todas as varidveis explanatérias eram consideradas
fixas, ou seja, nao existem distribuigoes de probabilidades associadas as covaridveis. No
entanto, essas simplificacoes nao sao validas na maioria dos processos naturais, logo, surgiu
a necessidade de desenvolver técnicas mais sofisticadas para tentar modelar processos que
possuem estruturas mais complexas de variabilidade.

Um campo de pesquisas que teve grande evolugao nos ultimos tempos foi a
estatistica espacial, que é formada por trés grandes areas de estudo: geoestatistica, dados
de area e processos pontuais, que sao utilizadas conforme o tipo de dado em questao, este
plano ird considerar apenas a primeira. A geoestatistica é um conjunto de técnicas que tenta
modelar um ou mais atributos que possuem localizagoes espaciais e pontuais conhecidas,
sendo assim, essas ferramentas sao uteis para capturar a correlagao entre as observacoes dos
atributos sob estudo, onde existe uma forte suspeita de que pontos espaciais mais préximos
possuem valores observados dos atributos mais parecidos, ou seja, a estrutura de correlagao
entre as observagoes do processo estocastico é determinada através das distancias entre os
pontos espaciais amostrados.

Os estudos de séries temporais e dados longitudinais sao outros campos de
pesquisas que evoluiram muito com a sofisticacao das estruturas dos modelos estatisticos.
Onde, ha algum tempo, é possivel modelar as estruturas de correlacao com um ou mais
atributos ao longo do tempo, ou seja, assim como em geoestatistica, se espera que observacoes

mais proximas, agora no tempo, possuem valores dos atributos mais parecidos.



Diversos estudos atuais tentam modelar conjuntamente estruturas de corre-
lacoes espaciais e temporais, na literatura esse tipo de ferramenta estatistica é denominada
de modelagem espaco-temporal.

Como dito acima, as pesquisas de diversas areas podem possuir mais de uma
variavel resposta de interesse, se esses atributos sob estudo forem independentes deve-se
propor um modelo estatistico para cada um deles, no entanto, se ha evidéncias de que
esses processos sejam dependentes, modelos multivariados devem ser propostos, ou seja, os
modelos estatisticos devem capturar ao maximo a correlacao entre as variaveis respostas,
para tal, algumas técnicas tém sido utilizadas, assim como, distribuicoes de probabilidades
conjuntas e copulas.

Com a evolugao computacional das ultimas décadas, mistura de diversas téc-
nicas tém sido implementadas, neste contexto, um exemplo para aplicacao de técnicas de
modelos espago-temporais multivariados sao os estudos de agricultura de precisao, onde se
tem, por exemplo, interesse em estudar as propriedades de solo em uma determinada regiao,
que é medida através de duas variaveis resposta de interesse dos pesquisadores ao longo de
um determinado tempo, sendo que essas variaveis respostas sao fortemente correlacionadas,
sendo assim, apos estabelecer toda a estrutura de correlacao entre as variaveis é possivel
comegcar a coletar cada vez menos informacoes sobre uma das varidaveis que seja mais cara,
barateando, assim, os custos desses tipos de pesquisa, que em alguns casos se arrastam por

muitos anos.



2 OBJETIVO

a) Fazer revisao bibliografica sobre campos aleatdrios;

b) Fazer revisao bibliografica sobre campos aleatdrios espago-temporais;

c¢) Fazer revisao bibliografica sobre modelos geoestatisticos multivariados;

d) Fazer revisao bibliogréfica sobre cépulas;

e) Propor formas de modelar as estruturas de correlagoes espaciais, temporais e entre

varidveis.
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste tépico serao apresentadas algumas técnicas e conceitos de modelagem

espaco-temporal, de modelos multivariados e de técnicas de estimacao.

3.1 Campos Aleatorios

Um campo aleatdrio ou funcgao aleatoria é algum atributo sob estudo que existe
em algum espaco real d-dimensional, geralmente bi ou tri-dimensional, os valores reais da
funcao aleatéria nao sao conhecidos, sendo assim, ¢é necessario fazer uma amostragem de
pontos espaciais e nas localizacoes amostradas o atributo de interesse sera medido, com os
valores observados pode-se propor algum modelo ao problema e fazer predi¢oes aos pontos

nao observados, abaixo segue a notacao de campos aleatorios:
{Z(s): s e Gc RY, (1)

sendo Z(s) a notagao para o campo aleatério na localizagao s do espago sob estudo G.
Segundo Schmidt e Sansé (2006) e Le e Zidek (2006), a descrigdo de um campo

aleatério é obtida através das distribui¢oes acumuladas finito-dimensionais F' se, para qual-

quer conjunto de pontos nas localizacoes s1,s,...,5, pertencentes a regiao G e qualquer inteiro

n:
Fs 5.8, (21,22, ., 20) = P(Z(51) < 21, Z(82) < 29, ..., Z(5p,) < 2p)

Uma das distribuicoes de probabilidades mais utilizadas na literatura é a gaus-
siana, que devido as suas propriedades, é relativamente, a mais facil de estabelecer dis-
tribui¢oes conjuntas e fazer inferéncias. Sendo assim, um processo espacial, como em (1)
é dito ser gaussiano se Z(s) segue uma distribuigdo Normal n-variada, logo, devido as pro-
priedades da distribuigdo em questao, a cada atributo Z(s;) é associada uma distribui¢ao
normal univariada.

Como um processo gaussiano segue uma distribuicao normal n-variada, ele é
completamente especificado pelo vetor de médias e pela matriz de variancias e covariancias.
O vetor de médias é especificado pela presenca ou auséncia de covariaveis ao processo, se

for considerado que nao existe nenhuma tendéncia sobre a média do processo é dito que o



processo gaussiano possui média constante, e o vetor de médias possui n valores iguais, por
outro lado, se ha evidéncias de que existe alguma tendéncia na média do processo devida
a presenca de covariaveis, é necessario propor algum modelo estatistico para capturar essa
tendéncia, o que aumenta o numero de parametros a estimar. A matriz de variancias e
covariancias deve ser positiva definida, o que nao é de facil elaboracao, por conta disso,
algumas funcgoes de correlacao ja conhecidas, que produzem matrizes positiva definidas, sao
muito utilizadas na pratica.

Em uma pesquisa de geoestatistica nao é possivel ter mais de uma realizagao do
processo devido aos custos envolvidos ou outros problemas,sendo assim, outras suposicoes
devem ser impostas para que seja possivel a realizacao de inferéncias. Na literatura e na
pratica a restricao mais utilizada é que o processo é estacionario, ou seja, a distribuicao
da funcao aleatéria nao depende da grandeza de escala das coordenadas, sendo assim, a
distribui¢ao conjunta dos (Z(s1), Z(s2), ..., Z(sn)) é igual a distribuigao conjunta de (Z(s; +
h),Z(sa+ h), ..., Z(s, + h)), para qualquer incremento h.

Outra definigdo menos restritiva é que uma funcao aleatéria Z(s) é dita ter
estacionariedade fraca se E[Z(s)] = p e Cov[Z(s), Z(s + h)] = C(h).

Com as defini¢oes acima, se tem que a média é igual em toda a regiao sob
estudo e que a covariancia entre atributos em locais diferentes s6 depende da distancia entre
os mesmos. Esse tipo de estacionariedade é conhecido na literatura como estacionariedade
fraca ou de segunda ordem, uma observacao importante é que a primeira restricao implica
na segunda, no entanto, o contrario nao é valido, a nao ser que o processo espacial seja
gaussiano, que produz equivaléncia entre as duas restricoes. No entanto, nem sempre é fa-
cil verificar as restrigoes de estacionariedade forte ou fraca, logo, outra possibilidade menos
restritiva é assumir que os incrementos [Z(s) — Z(s + h)] possuem estacionariedade. Esta
caracteristica é denominada de estacionariedade intrinseca (SCHANBENBERGER; GOT-
WAY, 2005). Sendo assim, um campo aleatério é dito ser intrinsecamente estacionério se
E[Z(s)|=p e Var[Z(s) — Z(s+ h)] = 2y(h), em que y(h) é denominado semivariograma, e
a relagao v = C(0) — C'(h) ¢ vilida.

Por conta da relagao entre as covariancias e o semivariograma, a variabilidade

de campos aleatdrios intrinsecamente estacionarios pode ser estudada por qualquer uma das
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medidas da relagao, comumente na literatura de geoestatistica utiliza-se o semivariograma.

Outra abordagem que pode ser adotada é quando o processo nao possua nen-
hum tipo de estacionariedade, ou seja, ou a média varia ao longo da regiao sob estudo ou a
variancia nao é constante. Como dito anteriormente, quando a média nao apresenta constan-
cia em toda a regiao sob estudo, algum modelo pode ser proposto para capturar essa variagao,
geralmente adota-se modelos lineares com as coordenadas como covariaveis. Com relagao a
variancia e covariancias nao constantes no campo aleatério, pode-se tentar uma abordagem
mais simples com uma transformagao nos dados originais, geralmente a familia de transfor-
macoes de Box-Cox é utilizada. No entanto, devido a complexidade do problema, pode-se
adotar outras abordagens como modelos de deformagoes espaciais (SAMPSON; GUTTORP,
1992, SCHMIDT; O'HAGAN, 2003) ou convolugdes espaciais (HIGDON, 2002, FUENTES;
SMITH, 2001). Uma outra caracteristica que pode surgir em eventos da natureza é que o
processo possui algum tipo de estacionariedade, mas mesmo assim a funcao de covarian-
cia depende da direcao, assim a funcao aleatoria serd considerada anisotrépica, ou seja, a
variabilidade é constante em todo o campo, porém hé diferencas nas correlagoes conforme
a direcao em que a distancia esta, esse tipo de problema é muito comum em estudos de
poluentes na atmosfera, onde a direcao dos ventos gera uma distor¢ao na correlacao entre
pontos com a mesma distancia. Quando existe anisotropia nos dados, basta incluir mais
parametros na estrutura de correlagao, nao ha dificuldade em modelar esse problema, porém
a identificagao de tal padrao a partir dos dados nao é facil. A forma mais comum de tratar
a anisotropia ¢é fazer transformacoes nos sistemas de coordenadas, utilizando geometria para
tal. Na literatura geoestatistica quando um processo possui anisotropia ele é chamado de

processo estacionario heterogéneo e caso contrario processo estacionario homogéneo.

3.1.1 Propriedades da funcao de covariancia

Encontrar fun¢oes que estabelecam a estrutura de covariancia, que seja valida,
nao ¢é trivial, ou seja, nao ¢ facil achar fungoes de correlagao que possuam um comportamento
empirico, onde se espera que quanto maior a distancia entre os pontos menor a correlagao
entre os atributos e que sejam positivas definida, logo, na literatura existem algumas familias

de funcgoes de covariancias que sao conhecidamente vélidas. No entanto antes de apresentar



tais familias de fungoes validas, seguem as propriedades das funcgoes de covariancia de um
processo estacionario de segunda ordem:

(i) Cov[Z(s), Z(s+ 0)] = Var[Z(s)] = C(0) > 0;

(i) C(h) = C(~h);

(i) C(0) >| C(h) |

(iv) C(h) = Cov[Z(s), Z(s + h)] = Cov[Z(0), Z(h)];

(v) Se Cj sao funges de covariancia vélidas, entdo » . b; Cj(h) e [[; Cj(h) sdo fungoes
validas;

(vi) Se C(h) é valida para um espaco d-dimensional, entdao C(h) é vélida para todo espago

menor que d.

3.1.2 Familias de funcoes de covariancia

A Familia Matérn
Essa familia de correlagoes foi proposta por Berfil Matérn (1986) e possui a

seguinte fungao:

C(h) =2" —T(r) "' (h/$)"K.(h/0),

os parametros dessa funcao sao ¢ > 0 e k > 0, que sao vinculados a escala com a dimensao
de distancia e suavidade do processo e K, (.) é a fungao Bessel de ordem &.

A Familia Exponencial Poténcia

C(h) = exp (h/9)",

essa familia também possui dois parametros, com mesmas interpretacoes da familia Matérn,
no entanto agora k limitado no intervalo [0,2]. Cabe ressaltar que a familia Matérn com
k=1/2 é igual a funcdo exponencial com k=1.

Na literatura de geoestatistica existem diversas outras familias que sao validas.

3.1.3 Estimacao dos Parametros

Estabelecidas as estruturas paramétricas, o proximo passo é fazer a estimacao

dos parametros. Se o campo aleatoério é intrinsecamente estacionario pode-se trabalhar uma



estimacgao para o semivariograma, abaixo segue a expressao de uma estimativa empirica para

o semivariograma através dos estimadores de momentos:

A(h) = () (Z(si) = Z(57))*) /2N (1) (2)

IN ()|

em que |N(h)| é o nimero de pontos abrangidos pela distancia h. Se o processo for intrin-
secamente estaciondrio o estimador de (2) é nao viesado para . Ja se o campo aleatério
possui estacionariedade fraca o estimador do semivariograma informa sobre a funcao de cor-
relagdo do processo, ou seja, a relagdo v = C(0) — C'(h) estabelece a relagao entre a funcao
de correlagao e o semivariograma.

Devido a relagao entre o semivariograma empirico e as fungoes de correlagao
validas, muitos trabalhos aplicados de geoestatistica utilizam um modelo em funcao dos
parametros da funcao de correlacao que se ajuste aos valores do semivariogramas empiricos,
isso pode ser feito através do método de minimos quadrados ponderados ou por meio de
métodos “AD-HOC”, no entanto, essas duas abordagens para estimar os parametros da
funcao de correlacao podem nao ser muito precisos, pois os valores dos semivariogramas
empiricos podem se afastar muito do semivariograma real e desconhecido , devido ao tamanho
e acaso amostral.

Por outro lado, se assume-se que o campo aleatorio possui estacionariedade
forte, pode-se optar por estimadores de Maxima verossimilhanca e Maxima Verossimilhanca

Restrita, que se baseiam no logaritmo da fungao de verossimilhanca abaixo:
065 21, Zos o Z) = —(([SO)]) +nln(2m) + (Z(s) — 10)'S(0) " (Z(s) = 1) /2. (3)

A funcéo de verossimilhanca em (3) é baseada na distribuigao gaussiana asso-
ciada ao campo aleatério. Os estimadores de méxima verossimilhanca sao muito utilizados
por conta das suas propriedades assintéticas. No entanto em geoestatistica, como tem-se
distribuicao normal multivariada associada aos campos aleatorios, a matriz de variancia e
covariancia pode possuir dimensao muito grande, o que gera elevado tempo computacional
ou até inviabiliza a estimagao dos parametros. Uma abordagem muito utilizada nesse con-

texto é a Bayesiana, o que requer métodos computacionais intensivos, como por exemplo

MCMC.
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3.1.4 Krigagem

A krigagem nada mais é do que o processo de predicao para os valores do campo
aleatorio que nao foram amostrados. Ou seja, na pratica os pesquisadores amostram alguns
pontos dentro do espaco de interesse e realizam medic¢ao do atributo sob estudo. No entanto,
existe interesse em conhecer como o atributo se comporta em todo o espaco, logo, utilizando
os valores estimados para os parametros do modelo estabelecido é possivel descrever o campo
aleatério predito, continuo no espaco. O nome krigagem é uma homenagem ao pesquisador
sul-africano D.G. Krige que foi um dos pioneiros em estudos de predicao espacial.

Os dois tipos de krigagem mais encontrados na literatura sao a ordinaria e
simples, que se diferenciam quanto a pressuposicao ou nao de conhecimento sobre os pa-
rametros. Os dois tipos de krigagem sao baseados nos estimadores de minimos quadrados.
Todos os valores observados sao funcao da média do campo aleatério com uma correcao
gerada pelos parametros de variancia e covariancia do campo aleatdrio. Segue a expressao

para a krigagem simples:
p(z;8) = p + 'Sz — ),

sendo p(z;s) o valor predito para o campo aleatério sob estudo na posigao s do espago de
interesse, 1 é a média de Z, o é a variabilidade devida ao processo espacial, ' é o valor da
correlagao e Y a matriz de variancia e covariancia do campo aleatério Z.

Diggle e Ribeiro (2006) e Elmatzoglou (2006), discutem com mais detalhes os

métodos e propriedades dos processos de krigagem.
3.2 Campos aleatérios espago-temporais

Um atributo medido em diversas localizagoes dentro de uma regiao finita de
estudo e ao longo de algum intervalo de tempo é fonte de discussao para trés abordagens difer-
entes de modelagem do atributo de interesse. A primeira analise pode ser feita somente com
caracteristicas espaciais para cada tempo amostrado, ou seja, existira um modelo geoestatis-
tico para cada tempo observado, a segunda abordagem ¢ estudar apenas o comportamento
temporal de algum atributo em cada localizagao, assim para cada coordenada do espaco sob
estudo serd proposto um modelo utilizando técnicas de séries temporais ou dados longitudi-

nais. A tdltima abordagem, que é foco dessa subsecao, estuda os dois comportamentos em
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conjunto, ou seja, agora o modelo proposto deve capturar a correlagao espacial, temporal e
possivelmente cruzada, nessa abordagem conjunta, freqiientemente as andlises marginais de
tempo e espaco sao utilizadas como exploracao do conjunto de dados, o que pode fomentar
muitas andlises e interpretacoes do modelo final proposto.

Segue a notacao de campo aleatério espago-temporal:
{Z(s,t): s € Rt € R}, (4)

agora o campo aleatério Z depende do s, que é analogo ao de campo aleatorio, e do ¢t que é
unidimensional e pertence ao R, logo o dominio do processo é R? X R.

Porém, tempo e espago de campos aleatérios definidos como em (4) podem nao
ser diretamente comparaveis, pois possuem escalas diferentes e os modelos propostos devem
considerar essa caracteristica. A distancia euclidiana é diretamente aplicavel a esse tipo de
abordagem, uma vez que nao leva em consideracao a escala das diferencas de espago e de
tempo.

A modelagem espaco-temporal pode ser tratada de duas formas, utilizando
técnicas de geoestatistica ou de modelos estocasticos, a primeira abordagem é mais simples
se for considerado que o campo aleatorio possui distribuicao gaussiana multivariada, o que
exige estacionariedade do campo aleatério.

Agora, deve-se pensar em quatro especificacoes do campo aleatério, quanto a
sua distribuicao de probabilidade, quanto a sua estacionariedade espago-temporal, quanto a
separabilidade do espaco e do tempo e quanto a simetria da funcao de covariancia.

Uma funcao aleatoria é dita ser estacionaria no espaco e no tempo, se a média
do processo nao depender de nenhuma covariavel, sejam elas as coordenadas do tempo ou
espaco ou outro fator associado ao estudo, além disso a matriz de variancia e covariancia sé
depende de separagoes do dominio do processo. Sendo assim, a E(Z(s,t))=pu, para todo s e
t,ea Cov(Z(s;,t;),Z(sj,t;)) sé depende das distancia h = s; — s; e u = t; — ;.

Se o campo aleatério possuir estacionariedade espacgo-temporal, o proximo
passo é analisar a simetria da funcao de covariancia, por analogia aos campos aleatérios

espaciais, a funcao de covariancia é simétrica se em qualquer dire¢ao de distancias iguais de
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espaco e tempo a correlagao entre os atributos é a mesma. Sendo assim:
C(h,u) = C(h,—u) = C(—h,u) = C(—h,—u),

sendo C'(h,u) = Cov(Z(s;, t;), Z(s4,t;)).

Definido o comportamento do campo aleatorio, quanto a estacionariedade e
simetria da funcao de correlacao, agora ha a necessidade de avaliar se a funcao de correlacao
adotada é separavel ou nao, ou seja, se na funcao de correlacao é possivel separar ou nao
os efeitos das correlacoes do tempo e espaco, devido a maior simplicidade de fungoes sepa-
raveis, essa abordagem é mais utilizada na pratica. A separabilidade da funcao de correlacao
pode ser assegurada pelas regras de aditividade ou multiplicidade, propriedades andlogas as
propriedades das funcoes de covariancia dos campos aleatérios espaciais. As propriedades de

aditividade e multiplicidade para campos aleatérios espago-temporais sao dadas por:
Cov(Z(si,ti), Z(s5,t5)) = Cov(Z(s;, s5)) + Cov(Z(t;, t5)),

ou
Cov(Z(si,t;), Z(s5,t5)) = Cov(Z(s;, s5)) - Cov(Z(t;,t5)).

Uma observagao importante é que se a funcao de correlacao é separavel, a
simetria da funcao de covariancia esta assegurada. Sendo assim, se pode utilizar funcoes
de covariancia conhecidamente positivas definidas, como por exemplo a fun¢ao exponencial
potencia.

No entanto, na realidade nao é compativel com a realidade trabalhar com
estruturas de covariancias que sejam separaveis, pois essa abordagem desconsidera a possivel
e muito freqiiente interagao entre tempo e espaco. Sendo assim, ha a necessidade de levar em
consideracao modelos de covariancia nao separaveis. Duas familias de funcoes covariancia
estaciondria e ndo separaveis muito utilizadas sdo as propostas por Cressie-Huang (1999) e
por Gneiting (2002).

Representagao de Cressie-Huang |,
C(h, u) oc exp(—||h]|*/u® + co) exp(—0u®) /(u? + o) 2, (5)

a funcao (5) é estaciondria, nao separavel e valida, positiva definida.
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Representacao de Gneiting

C(h,u) = 02 ¢(|IR]1* /v (|ul))/ ((u)*) "2, (6)

a funcao (6) considera qualquer fungao mondtona ¢ e qualquer fungao positiva 1), ambas

para x > 0.
3.2.1 Estimacao dos parametros

As mesmas técnicas de estimacao dos parametros em campos aleatorios espaci-
ais podem ser utilizadas em campos aleatorios espaco-temporais, ou seja, pode-se estabelecer
estimativas aos parametros através do variograma ou da fungao de verossimilhanca. Na lit-
eratura de geoestatistica, normalmente, é apresentado o semivariograma e nao o variograma,

segue a definicao do semivariograma sob estacionariedade:
Var(Z(s,t) — Z(s+ h,t +u)) =2(Var(Z(s,t)) — C(h,u)) = 2v(h,u). (7)

Devido a relacdo, definida em (7), entre o semivariograma e a funcao de cor-
relacao, pode-se trabalhar com os dois para fazer estimacao dos parametros, no entanto, os
valores reais de variancia e covariancia sao desconhecidos, dai a necessidade de analisar o

semivariograma empirico:

Ay = () (Z(sits) = Z(s5,:43))*) /2N (h, w), (8)

[N (R,u)

sendo |N(h,u)| o numero de pontos dentro da distancia h para cada distancia v de tempo.

No entanto, fazer estimacao através de (8) nao é muito seguro, uma vez que
os valores dependem muito da amostra coletada, se existirem poucos pontos, podem ocorrer
valores de semivariogramas calculados com poucas observagoes dentro da distancia h, ou
ainda o semivariograma empirico pode ser muito distinto do semivariograma dependendo
do acaso amostral. Sendo assim, os estimadores de maxima verossimilhanca e de méxima
verossimilhanca restrita, que se baseiam na distribuicao de probabilidade e nos valores dos
dados para calcular as estimativas dos parametros, sao os mais indicados na literatura de
geoestatistica, por outro lado, novamente, este tipo de estimacao demanda muito tempo

computacional, devido a dimensao da matriz de variancia e covariancia. E assim como em
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campos aleatorios gaussianos, se for assumida a normalidade do campo aleatério espago-
temporal, a funcao de verossimilhanca ¢é igual a densidade de uma normal multivariada, no

entanto agora pensa-se nos parametros como desconhecidos.

3.2.2 Predicao

Em pesquisas com campos aleatérios espaco-temporais obviamente nao é pos-
sivel coletar informacoes de todo espaco e todo tempo de interesse, no entanto, na maioria
dos casos, o interesse final é ter informacao sobre todo espago e em qualquer tempo, sejam
eles amostrados ou nao, sendo assim, técnicas de predi¢ao sao utilizadas similarmente as
ferramentas utilizadas em campos aleatérios espaciais, ou seja, os valores preditos aos locais
e tempos nao amostrados, sao calculados através da média estimada para o processo com
uma correcao baseada nas estimativas de variabilidade e correlacao. Cabe ressaltar que é
confiavel interpolar o campo aleatorio espago-temporal, no entanto, extrapolar a predicao
pode gerar problemas para as interpretacoes, por exemplo, nao é muito confiavel prever o
valor do atributo sob estudo em uma determinada posicao do espaco de interesse em um

tempo futuro a pesquisa.

3.3 Campos aleatérios multivariados

O campo aleatorio possui, agora, mais de uma variavel resposta de interesse,
ou seja, existem vetores Y (s;) de dimensdo p x 1 , observados na posi¢ao espacial s; do
espaco de interesse d-dimensional GG, a dimensao p é igual ao nimero de varidaveis resposta
sob estudo. Sendo assim, o modelo geoestatistico deve capturar a correlagao entre os valores
dentro de cada atributo e a correlagao entre os atributos.

Um campo aleatério multivariado Z possui uma matriz de covariancia X, de
dimensao np x np, sendo n é o numero de posi¢oes amostradas no espaco GG, uma vez que, Yz
deve ser positiva definida, o maior problema nesse tipo de estudo é encontrar uma funcgao de
covariancias (C(s, s')),, = Cov(Z(s),, Z(s'),) vélida, sendo Z(s), o valor do campo aleatdrio
para a variavel ¢ na posicao s e Z(s'), o valor observado do campo aleatério para a varidvel
v na posicao s, para todo ¢, v, s e si.

Na literatura trés abordagens sao utilizadas para encontrar estruturas de co-

variancias cruzadas validas para modelar campos aleatérios multivariados, sao elas modelos
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separaveis, convolucao de Kernel e convolucao de modelos de covariancia, a utilizacao dessas
técnicas depende das configuracoes associadas ao campo aleatorio, quanto a estacionariedade
e isotropia.

A abordagem mais utilizada na literatura para encontrar funcoes de covarian-
cias validas, devido a sua maior simplicidade, é de modelos separédveis, que possui, de forma

eral, a seguinte expressao para a matriz de covariancia:
b
/
Yy =0(s,5)=pssT,

sendo T uma matriz positiva definida de dimensao p x p e p uma funcao de correlagao uni-
variada vélida. Segundo Mardia e Gooddall (1993) e Banerjee e Gelfand (2002) a expressao
definida em (9) é uma matriz de covariancia vélida.

Como os modelos separaveis consideram estacionariedade do processo estocas-
tico, tem-se que as associacoes entre os valores dentro de cada variavel e entre as variaveis
sao atenuadas conforme a aumenta distancia entre os pontos espaciais amostrados. Se, além
de estacionario, o processo for isotropico, a matriz X7 = R ® T, sendo R uma matriz n x n
com (R);; = p(s,s).

Detalhes sobre as técnicas de convolugao para encontrar fungoes de correlagao
validas s@o apresentados por Gelfand et al. (2005).

Com relagao a campos aleatérios que nao sao estaciondrios, Brown et al. (1994)
e Sun et al. (1998) apresentam especificagbes para esse tipo de configuracao de fungoes

aleatérias multivariadas.

3.3.1 Modelos de co-regionalizagao

Como visto anteriormente, existem vetores Y'(s;) de dimensao p x 1, observa-
dos na posigao espacial s; do espago de interesse d-dimensional G, a dimensao p é igual ao
nimero de varidveis resposta sob estudo. Para modelar Gelfand et al. (2005) propuseram o

seguinte modelo:
Y(s) = X(s)B+ Z(s) +€(s),

X(s) uma matriz np x g contento g possiveis covaridveis, § um vetor ¢ x 1 de parametros

associados as covaridveis, Z(s) o campo aleatdrio , um processo latente, que existe mas nao
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pode ser medido, esse fator do modelo é responsavel por capturar a estrutura de covariancia
cruzada entre as respostas e €(s) é o ruido brando associado ao processo de amostragem,
geralmente esse erro aleatorio é assumido como normalmente distribuido com vetor de médias
nulo e matriz de covariancia p x p.

A idéia dos modelos de co-regionalizacao, assumindo alguma estacionariedade
do campo aleatério, é decompor o termo Z(s) do modelo estatistico acima da seguinte

maneira:
Z(s) = Aw(s),

sendo A uma matriz p x p de posto completo, que captura as variancias associadas as
varidveis aleatdrias em cada posigao espacial e w(s) s@o processos espaciais independentes e
identicamente distribuidos, e cada w;(s) possui média zero, e sob estacionariedade, variancia
1 e fungao de correlagao p(s—s'), assumindo-se que essa correlagao s6 depende das distancias
entre as observagoes.

Sendo assim, E(w(s)) ¢é vetor nulo e esse processo latente possui matriz de
covariancias cruzadas Yz = C(s — s') = p(s — s')AA’, ou seja, considerando que AA" =T,
existe equivaléncia com modelos separaveis e a funcao de covariancia é valida.

Com a estrutura do processo latente definida, o proximo passo é pensar na
modelagem de toda a estrutura do modelo estatistico proposto por Gelfand et al. (2005),
ou seja, é necessario atribuir distribuicoes ao ruido branco e as varidveis do campo aleatoério.
Devido as propriedades da distribuicao gaussiana, ela é a mais utilizada na literatura.

Assumindo que o ruido branco possui distribuicao gaussiana multivariada com
vetor de médias nulo e matriz de covariancia D de dimensao p x p e com todos os elementos
de covariancia nulos, ou seja, uma matriz diagonal, além disso, se o campo aleatorio possui
distribuicao gaussiana multivariada com vetor de médias nulo de dimensao np x 1 e matriz
de covariancia cruzada )7 | R; ® Tj, sendo R; uma matriz n x n (Rj)w = pj(si — 1),
entao a distribuigao de probabilidade de Y (s) dado os parametros de média, de variancia e
covariancia e de erro aleatério é definida como:

p
FYV(5)10) = N1, Y Ry @ Tj + Ian © D), 9)
j=1

sendo 6 o vetor de todos os parametros associados ao modelo.
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Com a distribuicao conjunta de Y (s) estabelecida em (9), pode-se pensar agora
em utilizar os estimadores de maxima verossimilhanca e maxima verossimilhanca restrita
para fazer a estimacao dos parametros, o que pode ser computacionalmente inviavel, uma
vez que, a dimensao da matriz de covariancia do campo aleatdrio cresce exponencialmente
com o aumento do nimero de variaveis respostas. Logo, métodos Bayesianos e métodos
computacionais intensivos sao muito utilizados nesse tipo de abordagem, onde utiliza-se
alguma informacao a priori sobre a distribuicao dos parametros.

Uma abordagem concorrente a da distribuicao conjunta dos valores observa-
dos do campo aleatorio multivariado é a utilizacao de distribuicoes condicionadas entre as
respostas. Para simplificar, considerando que o campo aleatorio possui duas varidveis de

interesse, deve-se pensar na seguinte modelagem aos dados:

Yi(s) = XT(s)31 + orwi(s) (10)

Ya(s)|Yi(s) = XT(5)B2 + a21Yi(s) + oowa(s) + () (11)

sendo que a primeira variavel nao possui ruido branco associado e explica uma parte da
variabilidade da segunda variavel, fato que explica a entrada da primeira variavel como
covariavel da segunda.

Com a estrutura definida em (10) e (11), tem-se a seguinte func¢ao de verossi-

milhanca:
LO]Y (s)) = f(Y1(s)|01) f (Ya(s)[Y1(s), 02),

sendo 0, e 6, os vetores de parametros associados aos modelo para Yi(s) e Ya(s)|Yi(s),
respectivamente, e a uniao dos dois vetores é o vetor € que contém todos os parametros do
modelo.

A vantagem da abordagem condicional é que se for assumido que a distribuicao
a priori para 6 é igual ao produto das distribuic¢oes a priori de 6 e 65, ou seja, independentes,
o condicionamento resulta na fatorizacao de dois modelos e assim, cada um deles pode ser
ajustado em separado.

Todos os resultados apresentados até aqui para campos aleatérios multivaria-

dos foram especificos para estruturas de covariancias estaciondrias, no entanto, na pratica
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podem ocorrer problemas em essa suposi¢cao nao é valida. Sendo assim, quando um processo
espacial multivariado nao possui estacionariedade da matriz de covariancia, deve-se pensar

na seguinte modelagem para o campo aleatoério:

e similarmente a processos com func¢ao de covariancia estaciondria, pode-se pensar na notagao

T(s) = A(s)A(s)T e assim a matriz de covariancia possui as seguintes entradas:
ZPJ s')aja j 5 (), (12)

sendo a;(s) a j-ésima coluna de A(s), T;(s) = a;(s)a] (s) e assima > Ti(s) =T(s).

Com as definigoes estabelecidas em (12), novamente o problema é modelar uma
matriz de covariancia para o campo aleatorio valida, as mesmas técnicas com pressupostos
de estacionariedade podem ser utilizadas, e agora pode-se modelar esse tipo de problema
utilizando a distribuigdo de Wishart, Gelfand et al. (2004) apresentam maiores detalhes

sobre esse tipo de ferramenta.

3.4 Coépulas

Segundo Gomes (2007) cépulas sao fungoes que fornecem um meio de relacionar
funcoes de distribuigoes multivariadas com fungoes de distribuicao marginais e apresentam
enorme flexibilidade na escolha das marginais, flexibilidade que nao é muito utilizado em es-
tudos geoestatisticos multivariados classicos, pois pode gerar em problemas para determinar
as distribuigoes conjuntas associadas ao processo espacial.

Seja Y; uma varidvel uma varidvel aleatéria com funcao de distribuigao

marginal continua Fj, j = 1,2,...,k, a funcao de distribuigao conjunta sera da forma:

F(y1, y2, - Yk) = Ca(Fr(y1), Fa(y2), - Fr(yr)),

em que Co(F1(v1), Fo(y2), .-, Fr(yr)) é a cépula do vetor aleatério (Y1, Ys, ..., Yy), tendo como
resultado da inferéncia estatistica que F;(Y;) ~ U(0, 1) para todo j.
Utilizando a abordagem de copulas, o parametro ou conjunto de parametros «

descreve completamente a dependéncia entre as varidveis aleatéria. Na literatura, as cépulas
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Archimedianas uniparamétricas sao muito utilizadas em modelos bivariados, dois tipos de
copulas Archimedianas que sdo muito utilizadas é a de Frank e a de Clayton, Gomes (2007)
apresenta maiores detalhes sobre as formas dessas copulas. Uma observacao importante é
que copulas sé devem ser utilizadas se existir uma forte suspeita de que as variaveis sob

estudo sado fortemente correlacionadas.
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4 MATERIAL E METODOS

A Comissao Internacional para a Conservagao dos Atuns do Atlantico - ICCAT
(2007) disponibiliza em seu site (www.iccat.int) conjuntos de dados sobre captura de algumas
espécies de atuns (em kg) e esfor¢co desprendido para tal captura, todas as observagoes
possuem informagoes de latitude e longitude onde ocorreu a pescaria, o que ja caracteriza
um possivel problema geoestatistico, no entanto, também existem informagoes temporais das
pescarias, ou seja, o problema agora passa a ser modelagem espaco-temporal, com resposta
bivariada, captura e esforco. A importancia desse tipo de estudo é fornecer informacoes
refinadas sobre o estoque de atuns no Atlantico Sul, o que pode nortear tomadas de decisoes
governamentais quanto a politicas de preservagao da espécie.

No entanto antes da aplicacao das técnicas estatisticas, é necessario estudar
o problema das técnicas de geoestatistica possuirem suas estruturas de correlagao baseadas
em distancia, geralmente euclidiana, entre as observacoes. E como os dados possuem co-
ordenadas em latitude e longitude em uma regiao muito grande do planeta, as distancias
euclidianas nao irao funcionar bem, pois em regioes proximas a linha do equador os valores
de latitude e longitude se aproximam, possuem escalas parecidas, o que vai se distorcendo a
medida que coordenadas vao se aproximando dos pélos. Devido a esse problema ¢é necessario
fazer alguma transformacao nas coordenadas, uma muito utilizada na literatura é a projecao
Universal Transversa de Mercator (UTM), para fazer tal transformacao nas coordenadas
serao utilizados softwares de Sistemas de Informagoes Georeferenciadas (SIG).

Apés contornar os problemas de escala das coordenadas, a proposta é esta-
belecer um modelo espago-temporal para captura e esforco conjuntamente, para tal serao
utilizadas as abordagens multivariadas das distribuicoes de probabilidade conjuntas e das
copulas.

No entanto, devido a complexidade dos modelos que serao propostos e ao
nimero de parametros envolvidos nas estruturas de correlacao, técnicas classicas de esti-
macao e inferéncia nao sao trivialmente desenvolvidas, sendo assim, outras abordagens, com
usos mais recentes, serao consideradas: a abordagem Bayesiana e métodos computacionais
intensivos.

Também serd feito um estudo de simulacao de dados para analisar detalhada-
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mente o comportamento dos modelos propostos e de seus pressupostos com diferentes con-
figuracoes de distribuicoes de probabilidade e diferentes configuragoes paramétricas.

Parte dos resultados dessa dissertacao serao gerados com o auxilio computa-
cional, o ambiente R de programacao e seus pacotes serdao o mais utilizados. Ainda nao
existe um pacote especifico para estudos de modelos espaco-temporais com resposta bivari-
ada, sendo assim, serd necessaria a exploracao de fungoes ja implementadas para modelar
os problemas levantados, sendo que a possivel criagao de fungoes no ambiente R pode gerar

mais areas de pesquisas.
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