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1 INTRODUCAO

A modelagem estatistica é um conjunto de ferramentas muito importante em diver-
sos campos do conhecimento, que utilizam essas técnicas para tentar descrever o comportamento
de um ou mais atributos que nao possuem um modelo deterministico. De uma forma geral, os
modelos estatisticos tentam explicar, o maximo possivel, a variabilidade dos processos estocasti-
cos através de uma ou mais varidveis explanatorias que possuam alguma associacao ou correlagao

com a resposta de interesse.

Os primeiros modelos estatisticos propostos foram os lineares univariados, que as-
sumem erros aleatérios independentes e identicamente distribuidos de uma distribuicao de pro-
babilidade gaussiana, além disso, todas as variaveis explanatdrias eram consideradas fixas, ou
seja, nao existem distribuig¢oes de probabilidades associadas as covariaveis. No entanto, essas
simplificagoes nao sao validas na maioria dos processos naturais, logo, surgiu a necessidade de
desenvolver técnicas mais sofisticadas para tentar modelar processos que possuem estruturas mais

complexas de variabilidade.

Um campo de pesquisas que teve grande evolugao nos ultimos tempos foi a estatis-
tica espacial, que é formada por trés grandes areas de estudo: geoestatistica, dados de area e
processos pontuais, que sao utilizadas conforme o tipo de dado em questao, neste trabalho sera
estudada apenas a primeira. A modelagem geoestatistica é um conjunto de técnicas que tenta
encontrar uma boa funcao matematica para um ou mais atributos que possuem localizacoes espa-
ciais e pontuais conhecidas, sendo assim, essas ferramentas sao tteis para capturar a correlagao
entre as observacoes dos atributos sob estudo, onde existe uma forte suspeita de que pontos espa-
ciais mais préximos possuem valores observados dos atributos mais parecidos, ou seja, a estrutura
de correlacao entre as observacoes do processo estocastico é determinada através das distancias
entre os pontos espaciais amostrados. A abordagem geoestatistica se diferencia dos modelos lin-
eares univariados nos pressupostos, onde agora todas as observagoes nao sao independentes e

existe efeito aleatorio latente na parte explanatéria do modelo.

Diversas pesquisas de distintas areas podem possuir mais de uma variavel resposta
de interesse, ou seja, os pesquisadores possuem dois ou mais atributos que devem ser modelados,

se esses atributos sob estudo forem independentes deve-se propor um modelo estatistico para
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cada um deles, no entanto, se ha evidéncias de que esses processos nao sejam independentes e
existindo uma explicagao pratica, modelos multivariados devem ser propostos, ou seja, os modelos
estatisticos devem capturar ao maximo a correlagao entre as variaveis respostas, para tal, algumas

técnicas tém sido utilizadas, assim como, distribuicoes de probabilidades conjuntas e cépulas.

Neste contexto, pode-se pensar em modelos geoestatisticos multivariados, ou seja,
h4 mais de uma resposta de interesse e existe uma forte evidéncia de que esses processos es-
tocasticos sejam correlacionados. Sendo assim, o modelo deve capturar a correlagcao entre todas
as observacoes dentro de cada varidvel e entre as varidaveis. Na literatura existem algumas for-
mas distintas de estudar esse tipo de problema, Gelfand et al. (2005) proporam a utilizacao de
modelos hierarquicos para o problema, Diggle e Ribeiro (2006) proporam uma abordagem uti-
lizando a distribuicao conjunta das observagoes. No entanto, devido a complexidade dos modelos,
nimero elevado de parametros, existem problemas para estimacao dos parametros, além disso,
em alguns casos pode ocorrer problemas com a identificabilidade do modelo, por conta disso,
este trabalho, inicialmente, apresenta um estudo de simulacao com essas duas abordagens, dessa
forma pode-se fazer uma comparacao entre as duas metodologias, e detectar quais sao as vanta-
gens, probabilisticas e computacionais, de cada método em diversas configuragoes paramétricas e
utilizando diversas técnicas de estimagao frequentistas e bayesianas. Além do estudo dos modelos
exitentes na literatura, serd apresentado uma adaptacao modelo de Diggle e Ribeiro (2006), que

originalmente nao consegue capturar estruturas de correlacao negativa entre as respostas.

Por ultimo, serao apresentados resultados e andlises com dados observacionais,

utilizando as diferentes abordagens para os problemas geoestatisticos multivariados.

Cabe ressaltar que todas as analises foram conduzidas utilizando o ambiente R de

programacao e os pacotes utilizados sao geoR, MASS.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Nesta secao serao apresentadas algumas técnicas e conceitos de geoestatistica, mod-

elagem geoestatistica multivariados e de técnicas de estimagao.

2.1 Campos Aleatérios

Um campo aleatério ou funcao aleatéria é algum atributo sob estudo que existe
em algum espaco real d-dimensional, geralmente bi ou tri-dimensional, os valores reais da funcao
aleatoria nao sao conhecidos, o que caracteriza um processo latente, sendo assim, é necessario fazer
uma amostragem de pontos espaciais e nas localizacoes amostradas o atributo de interesse sera
medido, com os valores observados pode-se propor algum modelo ao problema e fazer predigoes

aos pontos nao observados, abaixo segue a notacao de campos aleatorios:

{Z(s):s € G C R}, (1)

sendo Z(s) a notagao para o campo aleatdrio na localizacao s do espago sob estudo G.

Segundo Schmidt e Sansé (2006) e Le e Zidek (2006), a descri¢ao de um campo
aleatério é obtida através das distribuigoes acumuladas finito-dimensionais F', para qualquer

conjunto de pontos nas localizagoes s1,s9,...,S, pertencentes a regiao GG e qualquer inteiro n:

FS1,SQ,...,Sn(z17227 ey zn) = P<Z<Sl) S Zlu Z(82> S 227 seey Z<Sn) S Zn)

Uma das distribuicoes de probabilidades mais utilizadas na literatura é a gaussiana,
que devido as suas propriedades, é relativamente, a mais facil de estabelecer distribui¢oes con-
juntas e fazer inferéncias. Sendo assim, um processo espacial, como em (1) é dito ser gaussiano
se Z(s) segue uma distribui¢do Normal n-variada, logo, devido as propriedades da distribuigao

em questao, a cada atributo Z(s;) é associada uma distribuigdo normal univariada.

Considerando que um processo gaussiano segue uma distribui¢cao normal n-variada,
ele é completamente especificado pelo vetor de médias e pela matriz de variancias e covariancias.
O vetor de médias ¢é especificado pela presenca ou auséncia de covariaveis ao processo, se for
considerado que nao existe nenhuma tendéncia sobre a média do processo é dito que o processo

gaussiano possui média constante, e o vetor de médias possui n valores iguais, por outro lado,
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se ha evidéncias de que existe alguma tendéncia na média do processo devida a presenca de
covariaveis, € necessario propor algum modelo estatistico para capturar essa tendéncia, o que
aumenta o numero de parametros a estimar. A matriz de variancias e covariancias deve ser
positiva definida, o que nao é de facil elaboracao, por conta disso, algumas fungoes de correlagao

ja conhecidas, que produzem matrizes positiva definidas, sao muito utilizadas na pratica.

Em uma pesquisa de geoestatistica, geralmente, nao é possivel ter mais de uma
realizacao do processo devido aos custos envolvidos ou outros problemas,sendo assim, out-
ras suposicoes devem ser impostas para que seja possivel a realizacao de inferéncias. Na li-
teratura e na pratica a restricao mais utilizada é que o processo é estacionario, ou seja, a
distribuicao da funcao aleatoria nao depende da grandeza de escala das coordenadas, sendo
assim, a distribuigdo conjunta dos (Z(s1), Z(s2), ..., Z(sn)) ¢ igual a distribuicdo conjunta de

(Z(s1+h),Z(sa+h), ..., Z(s, + h)), para qualquer incremento h.

Outra definicdo menos restritiva é que uma fungao aleatéria Z(s) é dita ter esta-

cionariedade fraca se E[Z(s)] = u e Cov[Z(s), Z(s + h)] = C(h).

Com as definigoes acima, se tem que a média é igual em toda a regiao sob estudo
e que a covariancia entre atributos em locais diferentes s6 depende da distancia entre os mes-
mos. Esse tipo de estacionariedade é conhecido na literatura como estacionariedade fraca ou
de segunda ordem, uma observacao importante é que a primeira restricao implica na segunda,
no entanto, o contrario nao ¢ valido, a nao ser que o processo espacial seja gaussiano, que pro-
duz equivaléncia entre as duas restricoes. No entanto, nem sempre é facil verificar as restrigoes
de estacionariedade forte ou fraca, logo, outra possibilidade menos restritiva é assumir que os
incrementos [Z(s) — Z(s + h)] possuem estacionariedade. Esta caracteristica ¢ denominada de
estacionariedade intrinseca (SCHANBENBERGER,; GOTWAY, 2005). Sendo assim, um campo
aleatdrio é dito ser intrinsecamente estaciondrio se E[Z(s)|=u e Var[Z(s) — Z(s + h)] = 2v(h),

em que 7y(h) é denominado semivariograma, e a relacao v = C'(0) — C'(h) é vélida.

Por conta da relacao entre as covariancias e o semivariograma, a variabilidade de
campos aleatorios intrinsecamente estacionarios pode ser estudada por qualquer uma das medidas

da relagao, comumente na literatura de geoestatistica utiliza-se o semivariograma.

Outra abordagem que pode ser adotada é quando o processo nao possui nenhum

tipo de estacionariedade, ou seja, ou a média varia ao longo da regiao sob estudo ou a variancia
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nao é constante. Como dito anteriormente, quando a média nao apresenta constancia em toda
a regiao sob estudo, algum modelo pode ser proposto para capturar essa variacao, geralmente
adota-se modelos lineares com as coordenadas como covaridaveis. Com relacao a variancia e co-
variancias nao constantes no campo aleatério, pode-se tentar uma abordagem mais simples com
uma transformacao nos dados originais, geralmente a familia de transformagoes de Box-Cox é uti-
lizada. No entanto, devido a complexidade do problema, pode-se adotar outras abordagens como
modelos de deformagoes espaciais (SAMPSON; GUTTORP, 1992, SCHMIDT; O'HAGAN, 2003)
ou convolugoes espaciais (HIGDON, 2002, FUENTES; SMITH, 2001). Uma outra caracteristica
que pode surgir em eventos da natureza é que o processo possui algum tipo de estacionariedade,
mas mesmo assim a funcao de covariancia depende da direcao, assim a funcao aleatéria sera
considerada anisotropica, ou seja, a variabilidade é constante em todo o campo, porém ha difer-
engas nas correlagoes conforme a direcao em que a distancia estd, esse tipo de problema é muito
comum em estudos de poluentes na atmosfera, onde a direcao dos ventos gera uma distor¢ao
na correlagao entre pontos com a mesma distancia. Quando existe anisotropia nos dados, basta
incluir mais parametros na estrutura de correlacao, nao ha dificuldade em modelar esse problema,
porém a identificacao de tal padrao a partir dos dados nao é facil. A forma mais comum de tratar
a anisotropia ¢é fazer transformacgoes nos sistemas de coordenadas, utilizando geometria para tal.
Na literatura geoestatistica quando um processo estaciondrio possui anisotropia ele ¢ chamado

de processo estacionario heterogéneo e caso contrario processo estaciondrio homogeéneo.

2.1.1 Propriedades da funcao de covariancia

Encontrar fungoes que estabelecam a estrutura de covariancia, que seja valida,
nao é trivial, ou seja, nao é facil achar fungoes de correlagao que possuam um comportamento
empirico, onde se espera que quanto maior a distancia entre os pontos menor a correlagao entre os
atributos e que produzam uma matriz de covariancias positiva definida, logo, na literatura existem
algumas familias de fungoes de covariancias que sao conhecidamente vélidas. No entanto antes
de apresentar tais familias de fungoes validas, seguem as propriedades das fungoes de covariancia

de um processo estacionario de segunda ordem:

(i) Cov[Z(s), Z(s+ 0)] = Var[Z(s)] = C(0) > 0;
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(iif) C(0) =| C(n) [;
(iv) C(h) = Cov[Z(s), Z(s + h)| = Cov[Z(0), Z(h)];
(v) Se C; sdo fungdes de covariancia vélidas, entao > b; C;j(h) e [[; Cj(h) sdo fungdes vilidas;

(vi) Se C'(h) é vélida para um espaco d-dimensional, entao C'(h) é valida para todo espago menor

que d.

A propriedade i é de interpretacao trivial, onde a covariancia entre um atributo
medido na mesma localizacao espacial é simplesmente a variancia do campo aleatorio. A pro-
priedade iz assegura que a covariancia ¢é igual para incrementos positivos ou negativos, no entanto
em geoestatistica essa caracteristica nao é muito importante, uma vez que, geralmente utiliza-se a
distancia euclidiana entre as localizagoes, logo, o incremento h sempre é positivo. A propriedade
114 garante que a variancia do campo aleatdério sempre serd maior ou igual do que as covariancias
para qualquer incremento, essa caracteristica é uma restricao necessaria para que a matriz de
covariancia de um campo aleatorio gaussiano seja positiva definida. A propriedade v assegura
que as covariancias s6 dependem dos incrementos h independentemente da grandeza das localiza-
¢oes. E por tltimo, a propriedade v é importante para modelos multivariados, onde é comumente

utilizadas somas de matrizes de covariancias validas.

2.1.2 Familias de fungoes de covariancia

Na pratica nao é facil encontrar uma matriz de covariancia valida para um campo
aleatorio gaussiano, dessa forma, na literatura de geoestatistica existem diversas funcoes de corre-
lacao que s6 dependem dos incrementos h e que asseguram a validade das matrizes de covariancia.

Seguem as fungoes mais utilizadas recentemente na literatura:

A Familia Matérn

Essa familia de correlagoes foi proposta por Berfil Matérn (1986) e possui a seguinte
funcao:

C(h) =2 =T(r) "' (h/¢)"Kn(h/o),

os parametros dessa funcao sao ¢ > 0 e kK > 0, que sao vinculados a escala com a dimensao de

distancia e suavidade do processo e K,(.) é a funcao Bessel de ordem «.
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A Familia Exponencial Poténcia
C(h) = exp (h/9)",

essa familia também possui dois parametros, com mesmas interpretacoes da familia Matérn, no
entanto agora x limitado no intervalo [0,2]. Cabe ressaltar que a familia Matérn com k=1/2 é

igual a funcao exponencial com k=1.

Essas duas fungoes sao muito utilizadas devido a capacidade de produzir compor-
tamentos distintos quanto a suavidade do processo, ou seja, é possivel modelar processos mais ou

menos diferencidveis.

2.1.3 Modelos geoestatisticos gaussianos

Considerando que em alguma area de interese GG exista um campo aleatério gaus-
siano Z continuo em toda a area. No entanto, esse campo aleatorio é latente, ou seja, o processo
existe mas nao é observavel, sendo assim, é necessario fazer uma amostragem de n localizagoes
espaciais dentro da area GG e observar valores do atributo de interesse nas posi¢oes amostradas.

Logo, existe um vetor Y (s) nxl, para s = (1, Sa, ..., Sp), que é modelado da seguinte forma:

Y(s) = Z(s) + e(s),

sendo Z(s) um campo aleatério gaussiano que possui vetor de médias p nzl e matriz de covar-
iancias ¥ nxn que possui parametros provenientes das variancias e das correlagoes, e €(s) um
vetor nx1 de ruidos brancos, onde esses ruidos sao, por suposicao, independentes e identicamente

distribuidos de uma normal com média zero e variancia .

Com a modelagem acima chega-se a distribuicao de probabilidade conjunta dos
valores observados, onde Y (s)|Z(s) segue uma distribuigdo gaussiana n-variada, com vetor de
médias p nxl e matriz de covariancias Xy (s) nan que é igual a ¥ + 71, onde I é uma matriz

identidade nzn.
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2.1.4 Estimacao dos parametros

Estabelecidas as estruturas paramétricas, o proximo passo é fazer a estimacao dos
parametros. Se o campo aleatério é intrinsecamente estacionario pode-se trabalhar com uma
estimacao para o semivariograma, abaixo segue a expressao de uma estimativa empirica para o

semivariograma através dos estimadores de momentos:

A(h) = (Y (Z(si) = Z(s7))*)/2IN ()] (2)

|V ()]
em que |[N(h)| é o nimero de pontos abrangidos pela distancia h. Se o processo for intrinse-
camente estacionério o estimador de (2) é nao viesado para . J& se o campo aleatério possui
estacionariedade fraca o estimador do semivariograma informa sobre a funcao de correlagao do
processo, ou seja, a relacao v = C(0) — C'(h) estabelece a relagao entre a fungao de correlagao e

0 semivariograma.

Devido a relagao entre o semivariograma empirico e as fungoes de correlagao validas,
muitos trabalhos aplicados de geoestatistica utilizam um modelo em fun¢ao dos parametros da
funcao de correlacao que se ajuste aos valores do semivariogramas empiricos, isso pode ser feito
através do método de minimos quadrados ponderados ou por meio de métodos "AD-HOC”, no
entanto, essas duas abordagens para estimar os parametros da funcao de correlacao podem nao
ser muito precisos, pois os valores dos semivariogramas empiricos podem se afastar muito do

semivariograma real e desconhecido , devido ao tamanho e acaso amostral.

Por outro lado, assumindo que o campo aleatorio possui estacionariedade forte,
pode-se optar por estimadores de Maxima verossimilhanca ou Maxima Verossimilhanca Restrita,

que se baseiam no logaritmo da funcao de verossimilhanca abaixo:

10; Z1, Zs, ..., Zy) = —(In(|2(0)]) + n1In(27) + (Z(s) — 10)'S(0) " (Z(s) — 1)) /2. (3)

A fungao de verossimilhanga em (3) é baseada na distribuicao gaussiana associ-
ada ao campo aleatério. Os estimadores de maxima verossimilhanca sao muito utilizados por
conta das suas propriedades assintéticas. No entanto em geoestatistica, como tem-se distribuicao
normal multivariada associada aos campos aleatérios, a matriz de variancia e covariancia pode

possuir dimensao muito grande, o que gera elevado tempo computacional ou até inviabiliza a
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estimacao dos parametros. Uma abordagem muito utilizada nesse contexto é a Bayesiana, o que

requer métodos computacionais intensivos, como por exemplo MCMC.

2.1.5 Estimacao Bayesiana em modelos geoestatisticos univariados
2.1.5.1 Amostrador de Gibbs
2.1.5.2 Metropolis Hasting

2.1.6 Krigagem

A krigagem nada mais é do que o processo de predicao para os valores do campo
aleatério que nao foram amostrados. Ou seja, na pratica os pesquisadores amostram alguns
pontos dentro do espago de interesse e realizam medicao do atributo sob estudo. No entanto,
existe interesse em conhecer como o atributo se comporta em todo o espaco, logo, utilizando
os valores estimados para os parametros do modelo estabelecido é possivel descrever o campo
aleatério predito, continuo no espaco. O nome krigagem é uma homenagem ao pesquisador

sul-africano D.G. Krige que foi um dos pioneiros em estudos de predicao espacial.

Os dois tipos de krigagem mais encontrados na literatura sao a ordinaria e simples,
que se diferenciam quanto a pressuposicao ou nao de conhecimento sobre os parametros. Os dois
tipos de krigagem sao baseados nos estimadores de minimos quadrados. Todos os valores preditos
sao funcao da média do campo aleatdrio com uma correcao gerada pelos parametros de variancia

e covariancia do campo aleatorio. Segue a expressao para a krigagem simples:

ARRUMAR ESSA NOTACAO...

p(z;8) = pz + o'z — ),

sendo p(z; s) o valor predito para o campo aleatério sob estudo na posigao s do espago de interesse,
1 é amédia de Z, o é a variabilidade devida ao processo espacial, ' é o valor da correlacao e

a matriz de variancia e covariancia do campo aleatério Z.

Diggle e Ribeiro (2006) e Elmatzoglou (2006), discutem com mais detalhes os méto-

dos e propriedades dos processos de krigagem.
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2.2 Campos aleatérios multivariados

O estudo possui, agora, mais de uma varidvel resposta de interesse, ou seja, existem
n vetores Y'(s;) de dimensao pxl , cada um observado na posigao espacial s;, i = 1,2,...,n, do
espaco de interesse d-dimensional G, a dimensao p é igual ao nimero de varidveis resposta sob
estudo. Sendo assim, o modelo geoestatistico deve capturar a correlagao entre os valores dentro

de cada atributo e a correlacao entre os atributos.

Um campo aleatério multivariado Z possui uma matriz de covariancia ¥, de di-
mensao nprnp, sendo n o nimero de posi¢oes amostradas no espago GG, uma vez que, >z deve ser
positiva definida, o maior problema nesse tipo de estudo é encontrar uma funcao de covariancias
(C(8i,55))p = Cov(Z(si),, Z(s;),) valida, sendo Z(s;), o valor do campo aleatério para a var-
idvel ¢ na posicao s; e Z(s;), o valor observado do campo aleatério para a varidvel v na posicao

sj, para todo ¢, v, s; e s;.

Na literatura trés abordagens sao utilizadas para encontrar estruturas de covarian-
cias cruzadas validas para modelar campos aleatorios multivariados, sao elas modelos separaveis,
convolucao de Kernel e convolugao de modelos de covariancia, a utilizagao dessas técnicas depende

das configuracoes associadas ao campo aleatério, quanto a estacionariedade e isotropia.

A abordagem mais utilizada na literatura para encontrar fungoes de covariancias
validas, devido a sua maior simplicidade, é de modelos separaveis, que possui, de forma geral, a

seguinte expressao para a covariancia entre cada par de posicoes:

C(Si7 Sj) = pS,S’T7

sendo T uma matriz positiva definida de dimensao p x p e p uma func¢ao de correlagao univariada
vélida. Segundo Mardia e Gooddall (1993) e Banerjee e Gelfand (2002) a expressao definida em

(9) é uma matriz de covariancia vélida.

Como os modelos separdveis consideram estacionariedade do processo estocéstico,
tem-se que as associagoes entre os valores dentro de cada varidavel e entre as variaveis sao atenuadas
conforme a aumenta distancia entre os pontos espaciais amostrados. Se, além de estacionério, o

processo for isotrépico, a matriz ¥; = R ® T, sendo R uma matriz n x n com (R); ; = p(s, s').

Detalhes sobre as técnicas de convolugao para encontrar fungoes de correlagao val-



19
idas sao apresentados por Gelfand et al. (2005).

Com relacao a campos aleatérios que nao sao estacionérios, Brown et al. (1994) e
Sun et al. (1998) apresentam especifica¢oes para esse tipo de configuracao de fungoes aleatérias

multivariadas.

Além do problema de estruturar uma matriz de covarancias valida, existe o prob-
lema de como serd induzida na estrutura dos modelos as correlagoes cruzadas, na literatura
existem algumas solucgoes, como modelos de co-regionalizacao, modelos hierarquicos e modelos

com componente de correlagao comum.

2.2.1 Modelos de co-regionalizacao

Como visto anteriormente, existem vetores Y'(s;) de dimensao p x 1 , observados
na posicao espacial s; do espago de interesse d-dimensional GG, a dimensao p ¢ igual ao niimero
de variaveis resposta sob estudo. Para modelar o problema Gelfand et al. (2005) propuseram o

seguinte modelo:

Y(s) = X(s)B+ Z(s) + €(s),

sendo s = (81, S, ..., Sp), X (8) uma matriz nprq contento g possiveis covariaveis, § um vetor ¢ x 1
de parametros associados as covaridveis, Z(s) o campo aleatério , um processo latente, que existe
mas nao pode ser medido, considerando gaussianiedade, o campo aleatorio possui distribuicao
normal np-variada com vetor de médias nulo nprl e matriz de covariancia ¥z npxnp e €(s) é
o ruido brando associado ao processo de amostragem, geralmente esse erro aleatério é assumido

como normalmente distribuido com vetor de médias nulo e matriz de covariancia diagonal npznp.

Dessa forma, imaginemos um modelo bivariado que foram observadas em duas
localizagoes, empilhando os valores do campo aleatério por posicao, tem-se a seguinte estrutura

para a matriz de covariancias:
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Agora pensando que a matriz ¥ é paticionada em matrizes de dimensao pxp:

YZ(s1)  BZ(s1,82)
ZZ — 1 1,52
Y Z(s1,50)  2Z(s2)

sendo que as matrizes da diagonal principal sao responsaveis por capturar as covariancias dentro
de cada posicao s; e as demais matrizes capturam as covariancias cruzadas.

A idéia do modelo de co-regionalizagao é decompor Z(s;):

Z(s;) = Aw(s;),

sendo A uma matriz pxp de posto completo, que contem os parametros de variancias e covar-
iancias a serem estimados e w(s;) um vetor aleatério prl, onde, para cada variavel j, w;(s;)’s
sao independentes e identicamente distribuidos e possuem média zero, e sob estacionariedade,

variancia 1. Dessa forma tem-se que:

/

var(Z(s;)) = var(Aw(s;)) = Avar(w(s;))A,

sendo que a definicao acima assegura que para todas as localizagoes a matriz Xz, ¢ igual, ou

i

seja, nessa definicao estd incluida a estacionariedade da variancia.

Retornando a simplicidade de um modelo bivariado observado em duas localizacoes

georeferenciadas, tem-se:

<[]
a21 A2

vartels)) = | o 1|
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essa matriz é identidade por conta da decomposigao proposta, onde para todas variaveis j w;(s;)’s

sao independentes e identicamente distribuidas com variancia unitaria.

Logo a matriz de covariancia Y,y para cada localizagao é:

2
Z(Z( ) = ai a11a21
5 araz a3 + a3,

O préximo passo é pensar nas covariancias cruzadas, usando a decomposicao tem-

se:

B cov(wy(s1),wi(s2)) cov(wi(s1),wa(s2)) |
S (s1,00) = A A
cov(ws(s1),wi(s2)) cov(wa(sy),wa(s2))
sendo que agora a matriz é diagonal, pois cov(w;(s1),w2(s2)) = 0, no entanto a diagonal principal
nao ¢ mais unitaria, e deve-se utilizar o resultado de que a cov(w;(s1),w;(s2) = var(w;(si))p;(h)
, onde h é a distancia euclidiana entre as localizacoes e para encontrar as correlagoes deve-se

utilizar funcoes validas, como por exemplo a Exponencial Poténcia. Dessa forma, tem-se:

at p1(h) araz pi(h)

2 81,8 =
Z(s1,52) anagipr(h) a3 pi(h) + azypa(h)

Todos os resultados acima, especificos para um modelo bivariado e com duas lo-
calizagoes amostradas, é facilmente extendida para n e p genéricos. Uma definicao bem simples

para as contas matriciais apresentadas é:

p
2z(s) = Z R; ® T},
j=1

sendo que cada R; ¢ uma matriz nan que contem as correlagoes dentro de cada variavel e cada
’ ’ . . ~ - A . 7 . 7 .
T = aja; ¢ uma matriz prp que possui os parametros de covariancias, onde a; ¢ a j-ésima coluna

de A.

Com a estrutura do processo latente definida, o préximo passo é pensar na mod-

elagem de toda a estrutura do modelo estatistico proposto por Gelfand et al. (2005), ou seja,
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¢é necessario atribuir distribuicao ao ruido branco. Devido as propriedades da distribuicao gaus-

siana, ela é a mais utilizada na literatura.

Assumindo que cada vetor de ruidos brancos €(s;) possui distribui¢ao gaussiana
multivariada com vetor de médias nulo e matriz de covariancia D de dimensao p x p e com
todos os elementos de covariancia nulos, ou seja, uma matriz diagonal, além disso, se o campo
aleatorio possui distribuicao gaussiana multivariada com vetor de médias nulo de dimensao np x
1 e matriz de covariancia cruzada 1;:1 R; ® T}, entao a distribuicao de probabilidade de Y(s)

dado os parametros de média, de variancia e covariancia e de erro aleatério é definida como:

p
Y($)0 ~ N(it, > Ry @ Tj + Lo ® D), (4)

=1
sendo 6 o vetor de todos os parametros associados ao modelo.

Com a distribuigao conjunta de Y'(s) estabelecida em (9), pode-se pensar agora
em utilizar os estimadores de maxima verossimilhanca e maxima verossimilhanca restrita para
fazer a estimacao dos parametros, o que pode ser computacionalmente inviavel, uma vez que, a
dimensao da matriz de covariancia do campo aleatério cresce exponencialmente com o aumento do
nimero de variaveis respostas. Logo, métodos Bayesianos e métodos computacionais intensivos
sao muito utilizados nesse tipo de abordagem, onde utiliza-se alguma informacao a priori sobre

a distribuicao dos parametros.

2.2.2 Modelos hierarquicos condicionais

Uma outra abordagem para problemas com campos aleatérios multivariados é a
utilizagao de distribuicoes condicionadas entre as respostas. Para simplificar, considerando que
o campo aleatorio possui duas variaveis de interesse, deve-se pensar na seguinte modelagem aos

dados (GELFAND et al., 2005):

Yi(s) = X7 ()81 + o1 (s) (5)

Ya(8)|Yi(s) = X7 (s)B3 + a2|1Y1(5) + oaws(s) + €(s) (6)



23

sendo que a primeira variavel nao possui ruido branco associado e explica uma parte da variabil-
idade da segunda variavel, fato que explica a entrada da primeira variavel como covariavel da

segunda.
Com a estrutura definida em (10) e (11), tem-se a seguinte fun¢ao de verossimi-
lhanca:

L(O]Y (s)) = [(Yi(5)[01) ] (Ya(s)[Yi(s), 02),

sendo 6; e 0 os vetores de parametros associados aos modelo para Yi(s) e Y5(s)|Y1(s), respecti-

vamente, e a uniao dos dois vetores é o vetor # que contém todos os parametros do modelo.

A vantagem da abordagem condicional é que se for assumido que a distribuicao a
priori para # é igual ao produto das distribuigoes a priori de 0, e 65, ou seja, independentes, o
condicionamento resulta na fatorizacao de dois modelos e assim, cada um deles pode ser ajustado

em separado.

2.2.3 Modelos com componente de correlagao parcialmente comum

Essa modelagem para um problema de geoestatistica com resposta multivariada foi

proposta por Diggle e Ribeiro Jr. (2006), por simplicidade um modelo bivariado:

Yi(s) = p1 + Z1(s) + er(s)

Ya(s) = pa + Za(s) + €a(s)

onde s = (81, Sg, ..., S,) sao as localizagoes amostradas. Com essa modelagem, estariamos aju-
stando um modelos para cada resposta, dessa forma, cada Z;(s) possui distribui¢do normal
n-variada com vetor de médias nulo e matriz de covariancia , que possui na diagonal a variancia

estacionaria de cada variavel e nas demais entradas os valores das covariancias para cada variavel.

No entanto, a intencao é induzir de alguma forma a correlagao entre os dois atrib-

utos, logo, utilizando teoria de probabilidade, tem-se:
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dessa forma R;(s) possui distribuicdo normal n-variada com vetor de médias nulo e matriz de
covariancias igual a matriz de correlacoes de Z;(s), onde todos elementos da diagonal principal sao
iguais a 1 e as demais entradas s@o as correlagdes, p;(s;, sy para todo [ diferente de k, entre cada
par de valores do campo aleatorio. No entanto, dessa forma ainda nao induzimos a correlagao

entre as respostas, logo pode-se pensar em fazer mais uma separagao dos campos aleatorios:

Zj(s) = aojRo(s) + 0 R;(s),

e agora os dois campos aleatdrios possuem uma componente comum Ry(s) possui distribuigao
normal n-variada com vetor de médias nulo e matriz de covariancias onde os elementos sao
correlagdes po(s;, sy para todo [ e k, é esse processo espacial que induzird a correlagao entre as

respostas. Dessa forma chega-se ao modelo propostos:

Yl(S) = U1 -+ 001R0(5> + O'1R1<S) + €

}/2(8) = U2 + UOQRO(S) + UQRQ(S) + €9

sendo s = (s1, g, ..., S, ) as localizagoes onde observa-se as respostas Y1 (s) e Ya(s), que s@o vetores
nxl , py e p(s) sdo vetores nX1 de médias, que podem possuir ou nao covariaveis, Ry(s), Ri(s)
e Ry(s) sdo campos aleatdrios gaussianos univariados mutuamente independentes com vetores de
médias nulos e com matrizes de covariancias que possuem diagonais principais unitarias e demais
valores iguais a valores provinientes de fungoes de correlagoes validas, ou seja, as matrizes de

covariancias dos campos aleatérios do modelo s6 possuem valores iguais ou menores que 1.

Com essa modelagem, deve-se pensar em um vetor 2nxl Y (s) = (Yi(s), Ya(s), dessa
forma teremos também um campo aleatério ¥ que possui distribuicao normal 2n-variada com
vetor de médias nulo e matriz de covariancia de dimensao 2nx2n, para exemplificar imaginemos

que foram amostradas duas localizagoes georeferenciadas, dessa forma:

gy + 01 ag1po(h) + oipi(h) 001002 00100200 (h)
Yy = ag1po(h) +aipi(h) o + o7 a0100200(h) 001002
001002 00100200 (h) Oy + 03 0gap0(h) + o3p1(h)

001002p0(h) 001002 otapo(h) + a3pi(h) 08y + 03
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sendo h igual a distancia euclidiana entre as duas localizacoes amostradas, e é facil extender esse

matriz para um nimero maior de localizagoes amostradas.

Definida a estrutura paramétrica do campo aleatorio associado ao modelo, o prox-
imo passo é pensar na distribuicdo de probabilidade do vetor Y'(s), no entanto para tal é
necessario fazer suposicao quanto a distribuicao de probabilidade dos ruidos brancos, novamente
considerando gaussianiedade e independéncia entre os ruidos tem-se que €(s) = (€1(s),€(s))
segue uma distribuicao normal 2n-variada com vetor de médias nulo e matriz de covariancias
diagonal 2nx2n D, onde as primeiras n linhas recebem a variancia 72 proviniente do €(s) e as

demais linhas recebem a variancia 72 proviniente do €(s), sendo assim:

Y(s)|Z(s) ~ N((p, p2); Xz + D), (7)

E agora o problema ¢ de estimacao dos parametros, como conhecemos a distribuicao
de probabilidade de Y (s) podemos utilizar novamente estimadores baseados na fungao de vero-
ssimilhanga, o que nao é muito facil de calcular devido ao niimero elevado de parametros, logo,

métodos computacionais sao exigidos ou pode-se pensar em técnicas bayesianas para o problema.

2.2.4 Modelos com componente de correlagao negativa parcialmente comum

Na ultima segao foi apresentada a modelagem proposta por Diggle e Ribeiro Jr.
(2006), no entanto essa abordagem nao consegue capturar correlagao negativa entre as respostas,
ou seja, se as duas respostas de interesse possuem padrao espacial e sao correlacionadas negati-
vamente o modelo nao consiguird ajustar tal situagao. Por conta dessa caracteristica, pensamos

em uma pequena alteracao no modelo:

YI(S) = U1 -+ 001R0(5> + O'1R1<S) + €

Yé(S) = U2 — O'QQR()(S) + O'QRQ(S) + €9

com o sinal negativo antes do parametro ogpy coseguimos induzir que a matriz de covariancia
Y7 continue gerando somente valores positivos nas particoes referentes a cada variavel, o que

é necessario, pois nao faz sentido falar em correlacao negativa dentro de um mesmo atributo.
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No entanto, nas partigoes de > relativas as covariancias entre as variaveis de interesse é garan-
tido que todos elementos ficaram negativos, ou seja, conseguimos induzir o modelo a capturar

correlacoes negativas entre as variaveis.
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3 MATERIAL E METODOS

Inicialmente serao conduzidos estudos de simulagao para todos os modelos bivaria-
dos sob estudo, com esse estudo serd possivel detectar quais metodologias sao mais eficientes em
cada caso, onde eficiéncia pode ser encarado como estimacao dos parametros préximos aos valo-
res reais, residuos pequenos e velocidade computacional. Para fazer as simulagoes e estimacoes
foi utilizado o ambiente R de programacao versao 2.7.1, sendo que além dos pacotes basicos, foi

utilizado o pacote geoR e seus pacotes associados.

Apbs o estudo de simulacao, nesse relatério serao apresentados resultados em cima
de um conjunto de dados sobre qualidade de solo. Pesquisadores da ESALQ fizeram, em 2006,
medicao de diversos parametros em 67 localizacoes georeferenciadas para avaliar a qualidade do
solo de uma fazenda em Echaporan/SP, que possui extensao de 51.8 hectares, tal fazenda possui
dois tipos de manejo de solo feitos em tempos passados: pastagem feita nas regioes central e nas
coordenadas com menores valores para x e cultivo de citricos na regiao com valores mais elevados
para as coordenadas de x, esses tipos de manejo podem afetar muito a qualidade do solo, onde

se espera que a regiao com historico de pastagem possua solo mais pobre.

Sendo assim, dois parametros levantados pelos pesquisadores serao modelados nesse
trabalho: saturagao por bases e Ph, a primeira variavel é uma medida de capacidade do solo reter
bons nutrientes N, P, K, Ca, Mg e a segunda variavel mede a acidez do solo, solos com Ph entre
5 e 7 tendem a reter mais nutrientes, sendo assim, é possivel existir uma forte correlacao entre

essas duas respostas, o que justifica a tentativa de um modelo multivariado.

Com relacao as coordenadas das localizagoes amostradas, os pesquisadores fizeram a
transformacao do sistema de latitudes e longitudes para UTM, sendo assim a distancia euclidiana

é uma otima medida para modelar as funcoes de correlacao.

Para todos os modelos propostos, a distribuicao gaussiana sera utilizada, devido as
suas propriedades inferenciais fortes, além disso a familia das fungoes de correlagao de Matérn
também serao utilizadas devido a sua capacidade de gerar funcoes que fornegam processos mais

ou menos suaves, conforme os dados necessitem.

Dessa forma existem dois campos aleatérios gaussianos sob estudo, onde consid-

eramos que cada um deles possui distribuicao de probabilidade normal 67-variada, conforme
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descrito na secao 2.1, quando utilizamos os modelos bivariados temos um vetor 134x1 de valores

observados, que segue uma distribui¢cao normal 134-variada conforme descrito na secao 2.2.

Nos resultados serao apresentadas, inicialmente, uma breve analise descritiva dos
dados, depois serao propostos modelos univariados para cada uma das respostas e por ultimo
serao expostos os modelos bivariados ajustados. E por tltimo serao apresentados estudos de

residuos pra validacao pressupostos.
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4 RESULTADOS

Nesta secao serao apresentados todos os resultados dos estudos de simulagao e dos

estudos com dados observacionais.

4.1 Resultados das simulacoes
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4.2 Aplicacao com os dados de qualidade do solo
Antes da proposicao de um modelo geoestatistico para as varidveis em questao, é

necessario fazer um estudo exploratorio dos dados com o objetivo de conhecer melhor o compor-

tamento dos mesmos.

4.2.1 Analise exploratéria

4.2.1.1 Saturacgao por bases do solo

Essa variavel representa a capacidade do solo reter nutrientes bons para os cultivos:
N, P, K, Ca e Mg, ou seja, quanto maior o valor medido da saturagao, mais o solo é capaz de
reter tais substancias. Seguem as estatisticas descritivas dessa variavel, desconsiderando o padrao

espacial:

Minimo Q1  Mediana Média D.P. Q3 Méaximo
31.00  46.00  56.00 53.27 10.05 60.00  71.00

Tabela 1: Estatisticas descritivas da saturagao por bases

A tabela 1 mostra que existe uma amplitude elevada dos dados, no entanto a média
e a mediana se aproximam, o que revela uma certa simetria dos dados, além disso o desvio padrao
é relativamente baixo com relacao a média. Abaixo segue um boxplot de resumo das estatisticas

descritivas:
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Com o gréfico acima, tem-se que, além das configuragoes captadas com as estatis-

ticas descritivas, nao existe pontos discordantes dos demais.

Agora o préximo passo é fazer uma andlise descritiva pensando que existe um
padrao espacial nos dados, segue um grafico de circulos dos dados nas respectivas posigoes espa-

ciais, onde quanto maior o circulo, maior o valor do atributo observado:
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Y Coord
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Com o grafico acima, tem-se que aparentemente a coordenada y nao interfere muito
no valor médio da varidavel, uma vez que, existem valores distintos para todas as coordenadas,
com relacao a coordenada x, tem-se que, aparentemente, quanto maior o valor da coordenada x
maior os valores da variavel, o que leva a suspeitar da constancia da média, ou seja, o campo
aleatorio pode nao ser estacionario na média. Outra informagao importante é quanto a area de

manejo, a area com pastagem aparentemente possui menor valor de média.

Seguem mais gréaficos exploratoérios:
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584200 584600 585000 30 40 50 60 70
X Coord data

O primeiro e terceiro grafico acima, corroboram a idéia de que localizagoes com
menor valor para a coordenada x apresentam menores valores, onde as cores representam os
quartis dos dados, quanto mais fria o quantil é menor. Além disso, o histograma mostra que
os dados aparentemente sao simétricos com relagao a média. No entanto, a interpretacao mais
valida com relacao aos graficos é que, realmente, parece existir um padrao espacial nos dados, onde
localizagoes mais proximas possuem valores observados parecidos, ou seja, existe uma suavidade

na variagao nos valores observados.

4.2.1.2 Ph do solo

Essa variavel é o Ph medido no solo nas localizagoes amostradas, o Ph tolerado
como bom para o solo é entre 5 e 7, sendo assim, abaixo seguem as andlises descritivas similares

a da saturacao por bases:

A tabela acima mostra que os dados estao poucos dispersos, a amplitude é pequena,

a média se aproxima da mediana e a variabilidade é muito pequena com relagao a média.



Minimo Q1 Mediana Média D.P. Q3 Maximo
4.10  4.60 5.00 4.94 0.42 5.20 6.10

Tabela 2: Estatisticas descritivas do Ph
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O boxplot acima mostra que, nao existe pontos destoantes dos demais.
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Com relagao aos graficos acima, tem-se que as interpretacoes sao similares a da

ultima variavel.

4.2.2 Modelos Univariados

Antes de propor modelos multivariados aos dados, foram conduzidos estudos uni-

variados, para cada atributo de interesse, onde todas as estimacoes feitas foram frequentistas.

4.2.2.1 Saturacao por bases do solo

Com relacao a esta variavel, da andlise exploratéria inicial, suspeita-se que existe
um padrao espacial nos dados, além disso, suspeita-se que a média do processo, aparentemente, é
influenciada ou pela coordenada x ou pela area de manejo. Sendo assim, serao propostos modelos
que consideram estacionariedade da func¢ao de correlagao, mas com diferentes tendéncias para as

médias, sendo assim, o modelo pode ter mais ou menos parametros relativos a média.

Para toda a modelagem foi utilizada a familia Matérn de fung¢oes de correlagoes
validas, essa escolha foi feita por conta dessa familia possuir fungoes derivaveis e nao derivaveis
em todo o dominio, ou seja, essa familia engloba func¢oes suaves e nao suaves para as correlagoes,
e essa suavidade do processo é determinada através do parametro s da funcao, kappas maiores

que 1.5 sao as funcoes derivaveis.

No entanto, antes de propor alguma modelagem, é atribuido ao campo aleatério e
ao ruido branco distribuicoes gaussianas, além disso é suposto estacionariedade das variancias e
covariancias, conforme visto na revisao bibliogréfica, sendo assim, esses pressupostos devem ser
testados, seguem os graficos dos A’s estimados para a transformacao da familia de Box-Cox para

cada tendéncia estudada:
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Os gréficos acima representam os intervalos de confianga para os lambdas estimados
para a transformacao de Box-Cox, sendo que o primeiro nao considera tendéncia alguma, o
segundo considera tendéncia na drea de manejo, o terceiro considera tendéncia na coordenada X
e o tltimo considera tendéncia na area e na coordenada X. Como todos os intervalos de confianga

contem A=1, nao sera conduzida nenhuma transformacao nos dados.

Agora o proximo passo é fazer a estimacao dos parametros para alguns modelos,
para tal sera utilizado o método da maxima verossimilhanca, no entanto, devido a complexidade
do sistema de derivadas que deve ser resolvido, esse método utiliza métodos numéricos para
calculas as estimativas, e como todos métodos numeéricos precisam de um valor inicial para
comecar as iteragoes serao apresentados graficos de semivariogramas empiricos, os quais serao
utilizados para dar chutes iniciais aos parametros, cabe ressaltar que foram fixados alguns x’s
distintos de forma que as fungoes de correlacoes englobadas na modelagem sejam mais ou menos

suvaes:
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Os graficos acima mostram que, para cada tendéncia considerada os valores de
semivariograma empirica sao bem distintos, além disso, tem-se que para distancia grande entre as
localizagoes os valores de semivariograma empirico se comportam de forma estranha, nos casos de
tendéncia na area de manejo e tendéncia constante, o semivariograma nao para de crescer, ou seja,
se fosse utilizado esse método para estimacao dos parametros, deveria ser considerando um alcance
pratico de forma que a partir de uma certa distancia seria considerado que as localizagoes nao
possuem mais correlagao. No caso da tendéncia em x, o comportamento é ainda mais estranho,
pois o ruido branco é maior que o sinal e tem-se ainda que, o semivariograma vai aumentando
conforme a distancia aumenta e em um certo ponto a estatistica cai novamente, ou seja, para
valores mais distantes a correlagao entre as observacoes volta a crescer, essa caracteristica destoa
totalmente dos pressupostos da funcao de covariancia, que quanto maior as distancias menor
a correlacao entre os valores do campo aleatério. No entanto, o semivariograma empirico nao
¢ uma boa medida para estabelecer os parametros estimados, ou seja, nao é muito adequado
tentar ajustar um modelo aos valores do semivariograma empirico e considerar que esse ajuste
sao as estimativas para os parametros envolvidos nos modelos, esse método nao deve ser utilizado

por conta do acaso amostral ou pelo tamanho da amostra, pois se existem poucas observagoes,
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alguns semivariogramas serao calculados com poucas observacoes que estarao dentro da distancia
considerada. Sendo assim, os graficos acima tém carater exploratério e serao utilizados para dar

os valores iniciais para os estimadores de maxima verossimilhanca.

A tabela abaixo refere-se aos parametros estimados dos modelos com todas tendén-
cias levadas em consideracao, com todos os k’s utilizados e os valores maximizados dos logaritmos

das funcoes de verossimilhanga:

[¢] T2 o’ ¢ k  log-verossim.
48.53 59.57 120.62 625.58 1 —239.8
4798 62.40 124.31 516.78 1.5 —239.8
47.27 63.29 149.69 489.58 2 —239.7
47.32 63.61 122.37 326.39 3 —239.7

Tabela 3: Estimativas de Maxima Verossimilhanca - Tendéncia constante

Com os resultados acima, tem-se que independente dos valores fixados para x as
estimativas de verossimilhanca se aproximaram bastante, logo, devemos escolher entre um desses
modelos, os com k igual a 2 e 3 sao os melhores e se assemelham muito, uma vez que os maximos

de verossimilhanca sao maiores.

Bo o3t 72 o? ) k  log-verossim.
4792 8.83 38.78 39.28 59.18 1 —238.00
4792 8.86 43.35 34.69 50.33 1.5 —237.98
4792 8.88 4553 3247 4434 2 —237.96
47.44 4.85 64.96 34.57 190.39 3 —239.27

Tabela 4: Estimativas de Maxima Verossimilhanca - Tendéncia na drea de manejo

Agora com tendéncia na area de manejo, tem-se que os resultados acima, inde-
pendente dos valores fixados para k, se aproximaram bastante, logo, devemos escolher entre um
desses modelos, os com k igual a 1.5 e 2 sao os melhores e se assemelham muito, uma vez que os

maximos de verossimilhanga sao maiores.

Com tendéncia na coordenada z, tem-se que os resultados acima, independente
dos valores fixados para k, se aproximaram bastante, logo, devemos escolher entre um desses
modelos, os com k igual a 2 e 3 sao os melhores e se assemelham muito, uma vez que os maximos

de verossimilhanca sao maiores.
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Bo oA 72 o’ o k  log-verossim.
—14300.66 0.025 27.56 41.46 4542 1 —234.72
—14300.91 0.025 33.53 35.53 39.51 1.5 —234.70
—14300.17 0.025 36.40 32.68 35.33 2 —234.68
—14297.97 0.025 39.14 2997 29.74 3 —234.66

Tabela 5: Estimativas de Maxima Verossimilhanca - Tendéncia na coordenada x

O préximo passo é escolher entre os modelos com mais ou menos parametros na
média, ou seja, devemos fazer a selecao de covariaveis importantes ao modelo. Para tal, nao
se pode comparar os maximos das funcoes de verossimilhanca, uma vez que, os valores das
mesmas sao alterados conforme o niimero de parametros no modelo, sendo assim, como os modelos
possuem numeros de parametros de média distintos, se deve utilizar outro critério para selecao,
sendo assim, serd utilizado o critério da informacao de Akaike, esse critério faz uma ponderacao
entre a explicacao do modelo e o niimero de parametros usados, ou seja, esse critério é uma espécie
de punicao ao modelo pelo nimero de parametros utilizados para explicar uma determinada

variabilidade, logo, quanto menor o valor da estatistica melhor o modelo:

Tendéncia  k AIC
Constante 2 487.499
Constante 3 487.328
Area 1.5 485.9588
Area 2 485.922
Coord. X 2 479.361
Coord. X 3 479.321

Tabela 6: Critério de informagao de Akaike

Com os resultados acima, tem-se que o modelo com tendéncia na coordenada X e k
igual a 3 é o que melhor se ajustou aos dados, sendo assim, o proximo passo é fazer a predicao ou
krigagem para todo o espago da fazenda, sendo assim, com a estimacao dos parametros feita, é
possivel prever o valor do campo aleatério para localizacoes nao amostradas, essa predicao é feita
através da média estimada para a localizacao ponderada pelos valores estimados para a variancia

e covariancia do campo aleatério. Segue o grafico da krigagem:
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No grafico acima as cores mais proximas do branco indicam valores mais elevados
para a saturacao por bases e conseqiientemente cores proximas do vermelho indicam valores
menores para a saturacao. Analisando os valores observados nas localizagoes amostradas, tem-se
que as predicoes se aproximaram refletiram os valores reais e suavizou para o restante do espago

o campo aleatorio.

O préximo passo é analisar o grafico das variancias das estimativas do campo

aleatorio, segue o grafico:
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Com o grafico acima tem-se que existe o padrao espacial esperado para as variancias,
ou seja, as variancias mudam no espaco todo, mas essa mudanca é suave, o que de certa forma

corrobora a idéia de estacionariedade da fungao de covariancia.

Com a definicao dos parametros estimados, e com os valores preditos para cada
posicao do grid definido, é possivel fazer analises a partir da distribui¢cao normal de cada posi¢ao
onde foi feita predicao, assim é possivel calcular a probabilidade prevista de que a saturacao
por bases seja menor que 40 em cada posicao predita, ou seja, se pode fazer um grafico das
probabilidades de cada valor predito ser inferior a 40, que é um valor abaixo do esperado para

uma boa qualidade do solo da fazenda sob estudo, abaixo segue o grafico:
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Com o grafico acima tem-se que valores preditos em regides com menor valor para
a coordenada X possuem maior probabilidade da saturacao ser inferior a 40, informagao que
corrobora a andlise descritiva onde se tem a clara impressao de que a média da saturacao é

inferior em regioes com menores coordenadas X.

Uma outra andlise que pode ser conduzida é a validagao do pressuposto de normal-

idade univariada do ruido branco, abaixo seguem andlises graficas do tipo:
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O primeiro grafico acima mostram que a densidade dos residuos brancos estimados
se aproximam de uma distribuicao normal, além disso o qgplot mostra que existe uma pequena
fuga da normalidade na cauda superior dos residuos, mas nada que afete o pressuposto e por
ultimo nao existe valores para os residuos padronizados fora do intervalo de [-3,3], o que indica
nao existir valores discrepantes dos erros brancos. Apos a analise grafica o teste de normalidade
de Shapiro-Wilk foi conduzido, o qual gerou um p-valor de 0.9674, logo a normalidade nao é

rejeitada e esse pressuposto esta atendido.

4.2.2.2 Ph do solo

Com relacao a esta variavel, da analise exploratoria inicial, suspeita-se que existe
um padrao espacial nos dados, além disso, suspeita-se que a média do processo, aparentemente, é
influenciada ou pela coordenada x ou pela area de manejo. Sendo assim, serao propostos modelos
que consideram estacionariedade da funcao de correlacao, mas com diferentes tendéncias para as

médias, sendo assim, o modelo pode ter mais ou menos parametros relativos a média.

Para toda a modelagem foi utilizada a familia Matérn de fungoes de correlagoes
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validas, essa escolha foi feita por conta dessa familia possuir fungoes derivaveis e nao derivaveis
em todo o dominio, ou seja, essa familia engloba fungoes suaves e nao suaves para as correlagoes,
e essa suavidade do processo é determinada através do parametro x da funcao, kappas maiores

que 1.5 sao as funcoes derivaveis.

No entanto, antes de propor alguma modelagem, é atribuido ao campo aleatério e
ao ruido branco distribuicoes gaussianas, além disso é suposto estacionariedade das variancias e
covariancias, conforme visto na revisao bibliografica, sendo assim, esses pressupostos devem ser
testados, seguem os graficos dos \’s estimados para a transformacao da familia de Box-Cox para

cada tendéncia estudada:
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Os graficos acima representam os intervalos de confianga para os lambdas estimados
para a transformacao de Box-Cox, sendo que o primeiro nao considera tendéncia alguma, o
segundo considera tendéncia na drea de manejo, o terceiro considera tendéncia na coordenada X
e o ultimo considera tendéncia na area e na coordenada X. Como todos os intervalos de confianga

contem A=1, nao serd conduzida nenhuma transformacao nos dados.

Agora o préximo passo é fazer a estimagao dos parametros para alguns modelos,
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para tal sera utilizado o método da maxima verossimilhanca, no entanto, devido a complexidade
do sistema de derivadas que deve ser resolvido, esse método utiliza métodos numéricos para
calculas as estimativas, e como todos métodos numéricos precisam de um valor inicial para
comegar as iteragoes serao apresentados graficos de semivariogramas empiricos, os quais serao
utilizados para dar chutes iniciais aos parametros, cabe ressaltar que foram fixados alguns k’s
distintos de forma que as fungoes de correlagoes englobadas na modelagem sejam mais ou menos

suaves:
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Os graficos acima mostram que, para cada tendéncia considerada os valores de
semivariograma empirica sao bem distintos, além disso, tem-se que para distancia grande entre as
localizagoes os valores de semivariograma empirico se comportam de forma estranha, nos casos de
tendéncia na area de manejo e tendéncia constante, o semivariograma nao para de crescer, ou seja,
se fosse utilizado esse método para estimacao dos parametros, deveria ser considerando um alcance
pratico de forma que a partis de uma certa distancia seria considerado que as localizagoes nao
possuem mais correlacao. No caso da tendéncia em X, o comportamento ¢ ainda mais estranho,
pois o ruido branco é maior que o sinal e tem-se ainda que, o semivariograma vai aumentando

conforme a distancia aumenta e em um certo ponto a estatistica cai novamente, ou seja, para
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valores mais distantes a correlagao entre as observacoes volta a crescer, essa caracteristica destoa
totalmente dos pressupostos da funcao de covariancia, que quanto maior as distancias menor
a correlagao entre os valores do campo aleatério. No entanto, o semivariograma empirico nao
¢ uma boa medida para estabelecer os parametros estimados, ou seja, nao é muito adequado
tentar ajustar um modelo aos valores do semivariograma empirico e considerar que esse ajuste
sao as estimativas para os parametros envolvidos nos modelos, esse método nao deve ser utilizado
por conta do acaso amostral ou pelo tamanho da amostra, pois se existem poucas observacoes,
alguns semivariogramas serao calculados com poucas observagoes que estarao dentro da distancia
considerada. Sendo assim, os graficos acima tém carater exploratério e serao utilizados para dar

os valores iniciais para os estimadores de maxima verossimilhanca.

A tabela abaixo refere-se aos parametros estimados dos modelos com todas tendén-
cias levadas em consideracao, com todos os k’s utilizados e os valores maximizados dos logaritmos

das funcoes de verossimilhanca:

I¢] T2 o’ ¢ k  log-verossim.
4.905 0.1006 0.1493 510.58 1 —25.69
4.904 0.1055 0.2513 650.50 1.5 —25.57
4.903 0.1061 0.2880 569.74 2 —25.45
4.902 0.1063 0.2961 430.36 3 —25.31

Tabela 7: Estimativas de Maxima Verossimilhanca - Tendéncia constante

Com os resultados acima, tem-se que independente dos valores fixados para x as
estimativas de verossimilhanca se aproximaram bastante, logo, devemos escolher entre um desses
modelos, os com x igual a 2 e 3 sao os melhores e se assemelham muito, uma vez que 0os maximos
de verossimilhanca sao maiores, no entanto, quanto maior o £ mais o maximo da verossimilhanca

estd aumentando, o que pode indicar que existe alguma covariavel nao considerada.

B B 72 o? o k  log-verossim.
4.7094 0.4421 0.1220 0.0000 0.0000 1 —24.60
4.7094 0.4421 0.1220 0.0000 0.0000 1.5 —24.60
4.7794 0.2272 0.1100 0.1100 349.35 2 —24.86
4.7880 0.1948 0.1092 0.1092 327.03 3 —24.79

Tabela 8: Estimativas de Maxima Verossimilhanca - Tendéncia na area de manejo
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Agora com tendéncia na area de manejo, tem-se que os resultados acima mostram
nao existir padrao espacial for considerada essa tendéncia na média, pois os melhores modelos
foram os com variabilidade e parametro de correlagao do campo aleatério igual a zero. Sendo

assim esse tipo de tendéncia sera desconsiderado do estudo.

Bo eA T2 o? o k  log-verossim.
—584.69 0.001 0.1124 0.0000 0.0000 1 —21.86
—586.88 0.001 0.1050 0.0104 171.76 1.5 —21.71
—608.32 0.001 0.0081 0.1040 24.508 2 —19.36
—584.69 0.001 0.1124 0.0001 822.95 3 —21.89

Tabela 9: Estimativas de Maxima Verossimilhanca - Tendéncia na coordenada X

Com tendéncia na coordenada X, tem-se que os resultados acima, independente dos
valores fixados para k, se aproximaram bastante, logo, devemos escolher entre um desses modelos,
os com k igual a 1.5 e 2 sao os melhores e se assemelham muito, uma vez que os maximos de

verossimilhanca sao maiores.

O proximo passo € escolher entre os modelos com mais ou menos parametros na
média, ou seja, devemos fazer a selecao de covariaveis importantes ao modelo. Para tal, nao
se pode comparar os maximos das funcoes de verossimilhanca, uma vez que, os valores das
mesmas sao alterados conforme o niimero de parametros no modelo, sendo assim, como os modelos
possuem numeros de parametros de média distintos, se deve utilizar outro critério para selecao,
sendo assim, serd utilizado o critério da informacao de Akaike, esse critério faz uma ponderacao
entre a explicacao do modelo e o niimero de parametros usados, ou seja, esse critério ¢ uma espécie
de punicao ao modelo pelo nimero de parametros utilizados para explicar uma determinada

variabilidade, logo, quanto menor o valor da estatistica melhor o modelo:

Tendéncia & AIC
Constante 1.5 59.147
Constante 2 58.902
Constante 3  58.612
Coord. X 1 53.722
Coord. X 1.5 53.429
Coord. X 2 48.727

Tabela 10: Critério de informagao de Akaike
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Com os resultados acima, tem-se que todos os modelos com tendéncia a coordenada
X foram melhores, pois obtiveram menor AIC, do que os modelos sem tendéncia na média, logo, o
modelo com tendéncia na coordenada X e x igual a 2 é o que melhor se ajustou aos dados, sendo
assim, o préximo passo é fazer a predicao ou krigagem para todo o espago da fazenda, sendo
assim, com a estimacao dos parametros feita, é possivel prever o valor do campo aleatério para
localizagoes nao amostradas, essa predicao ¢ feita através da média estimada para a localizagao
ponderada pelos valores estimados para a variancia e covariancia do campo aleatério. Segue o

grafico da krigagem:
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No gréfico acima as cores mais préoximas do branco indicam valores mais elevados
para a saturacao por bases e conseqiientemente cores proximas do vermelho indicam valores
menores para a saturacao. Analisando os valores observados nas localizagbes amostradas, tem-se
que as predicoes se aproximaram refletiram os valores reais e suavizou para o restante do espaco

o campo aleatério.

O préximo passo é analisar o gréfico das variancias das estimativas do campo

aleatdrio, segue o grafico:
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Com o grafico acima tem-se que existe o padrao espacial esperado para as variancias,
ou seja, as variancias mudam no espaco todo, mas essa mudanca é suave, o que de certa forma
corrobora a idéia de estacionariedade da funcao de covariancia, além disso fica bem claro que

valores de variancia onde foi feita amostra sao menores do que localiza¢oes nao amostradas.

Com a definicao dos parametros estimados, e com os valores preditos para cada
posicao do grid definido, é possivel fazer andalises a partir da distribuicao normal de cada posicao
onde foi feita predigao, assim é possivel calcular a probabilidade prevista de que a saturacao
por bases seja menor que 4.5 em cada posicao predita, ou seja, se pode fazer um grafico das
probabilidades de cada valor predito ser inferior a 4.5, que é um valor abaixo do esperado para

uma boa qualidade do solo da fazenda sob estudo, abaixo segue o grafico:
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Com o grafico acima tem-se que valores preditos em regides com menor valor para
a coordenada X possuem maior probabilidade do ph ser inferior a 4.5, informacao que corrobora
a andlise descritiva onde se tem a clara impressao de que a média da saturacao é inferior em

regioes com menores coordenadas X.

Uma outra andlise que pode ser conduzida é a validagao do pressuposto de normal-

idade univariada do ruido branco, abaixo seguem andlises graficas do tipo:
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O primeiro grafico acima mostram que a densidade dos residuos brancos estimados
se aproximam de uma distribuicao normal, além disso o qgplot mostra que existe uma pequena
fuga da normalidade na cauda superior dos residuos, mas nada que afete o pressuposto e por
ultimo nao existe valores para os residuos padronizados fora do intervalo de [-1,1], o que indica
nao existir valores discrepantes dos erros brancos. Apos a analise grafica o teste de normalidade
de Shapiro-Wilk foi conduzido, o qual gerou um p-valor de 0.2185, logo a normalidade nao é

rejeitada e esse pressuposto esta atendido.

4.2.3 Modelos bivariados

Nas subsecoes anteriores foram apresentadas as abordagens univariadas, no entanto,
como mencionado nos materiais e métodos, a medi¢ao da saturagao por bases ¢ muito mais cara do
que a medicao do Ph, e além disso ha suspeita de que as variaveis sao fortemente correlacionadas,
pois valores de Ph entre 5 e 7 fornecem uma maior captacao de substancias boas pelo solo, que
pode ser medida através da saturacao por bases, e como na amostra nao foi detectados valores de

Ph acima de 7, nao existe distorcao e a interpretagao é que quanto maior o Ph maior é saturacao
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por bases do solo. A correlagao de Pearson entre essas duas variaveis é aproximadamente igual a

0,92.

Logo, confirmada a correlagao entre as variaveis, um modelo bivariado pode ser
proposto para identificar a estrutura de correlagao entre as respostas, o que em medicoes futuras
do mesmo terreno podem diminuir os gastos de coleta com saturagao por bases, que cada vez
pode ser coletada em menos pontos, pois a predicao pode ser feita através da amostragem maior

da variavel Ph.

Nesse contexto as andlises univariadas serao utilizadas como exploracao dos dados

e valores iniciais para procedimentos numéricos.

4.2.3.1 Modelo de co-regionalizacao
4.2.3.2 Modelo hierarquico condicional

4.2.3.3 Modelos com componente de correlacao parcialmente comum

ARRUMAR ESTE TOPICO

Sendo assim, estimadores de maxima verossimilhanca serao utilizados na estimacao
dos parametros, na abordagem de distribui¢oes conjuntas, conforme visto na revisao bibliografica,
a abordagem condicional fica de tépico para estudos futuros. Outro topico que fica para estudos
futuros é a selecao de modelos, uma vez que, os softwares estatisticos ainda nao possuem muitos
recursos para modelagem espacial bivariada, algumas pressuposi¢oes nao sao verificadas e além
disso ainda nao é possivel colocar tendéncias nas médias dos processos ou ainda usar abordagens
bayesianas de estimacao. Abaixo segue um modelo estimado, o que gerou maior valor para o
maximo da funcao de verossimilhanca, cabe ressaltar que, os k’s foram fixados em 1 para a parte
da funcao de correlagao comum aos dois modelos, em 3 para a fungao de correlagao da saturagao

por bases e 2 para a funcao de correlacao do Ph:

Os valores acima mostram que as médias convergiram para valores similares aos da
abordagem univariada, com relacao a variabilidade a maior parte da variabilidade estao sendo
explicada pelo fator comum das matrizes de correlacao, o que corrobora a idéia de que a corre-
lacao entre as varidveis ¢ muito elevada, no entanto, os valores estimados para os ¢’s sao mais

inflacionados do que o esperado. Outra caracteristica importante é que diferentes chutes inici-
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Parametro Estimativa

udoPh 4.961

pdaSat. 52.96
g01 0.5581
o] 0.0029
002 257.89
lop 57.387
oo 79.948
01 136.144
02 41.761

Tabela 11: Estimativas de méaxima verossimilhanca

ais ao parametros estao gerando valores estimados, em alguns casos, muito distintos, isso pode
ocorrer devido a nao baixa identificabilidade do modelo, ou muitos parametros, ou falta de uti-
lizacao de mais métodos de otimizacao ou ainda deveria ser tentada a abordagem condicional de

modelagem.

Mesmo com os problemas citados acima, tem-se mapas de krigagem para as var-

idveis marginalmente e uma comparacao com a abordagem univariada ¢é pertinente, segue:
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Os graficos acima mostram que para o Ph quase nao houve distorcao dos resultados
obtidos na abordagem univariada, no entanto, com relacao a variavel de saturagao por bases no
solo, a distorcao foi elevada, onde a maior parte do campo recebeu previsao proxima a 50 e
ainda existe um valor previsto acima de 100, o que nao pode existir nesse tipo de variavel, fato
que corrobora a variabilidade estimada inflacionada, essa distorcao pode ser reflexo de alguns
pares de pontos que nao estao de acordo com a correlagao observada no conjunto de dados, todas
essas caracteristicas revelam que esse modelo nao esta bem ajustado e estudos mais aprofundados

devem ser levados em consideragao.
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