
��� �� � � ���� � �� 	� 
� ��� ��
�  �� �� ��

������� ��� ���

�������� ��  !""#



��

��������� 	© 
��� � � �	���� ������



��������

���	 
� � ����� � ��
� ��	 
� ������ � �
� ������ � ���
� ��
��� ���	� �

��� ����	 � �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��
 � ��������  �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !
��" ����# ����	 $�# ����� � %  �����&����� � � � � � � � � � � � � � � �'

��" �� (�� � ���# ���  �����&���� � � � � � � � � � � � � � � � � ����" �
 (�� �������  �����&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
��" �" (�� *+���������  �����&���� � � � � � � � � � � � � � � 
���" �' (�� ,��# ��  �����&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � 
'��' ������� - .����/� - ����� - ��/ ��# ���� � � � � � � � � � � � � � "���� 0���� - �������� ��/ ���/ ������� � �������� � � � � � � � � � � '
��! 1 ��� 	������ -  �� ��/��	� - 2�/�� ��/��	� � � � � � � � � � � � � � �"��3 . �#& ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !���3 �� ���	& ������ � ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � !���3 �
 *���&����� .�������	�� � �� 	�/&��� � � � � � � � � � � � � !���) 4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3!

��5 .�# � 6 ��& ��� %�� ����� .�#���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ) �
���� *+��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )3

7 8 
9�� 
� :;����;�� <<

 ��  ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 55

 �
  ���  ��	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���



�� ��� ��� ��


 �
 �� .&## ��� .�������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �

 �
 �
  ���������  �����&����� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!

 �
 �" *+������� 6 ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�


 �" ���������/ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"'

 �" �� (�� ���������/ $&�	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � �"'

 �" �
 ���������/� %��# ��� ������� � �# �� (�����# � � � � � � �''

 �" �" ���������/� %�� ������� ����# ����� � � � � � � � � � � � � �')


 �' *���# ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

 �' �� (�� ��+ �#&# ���������/ *���# ��� � � � � � � � � � � � ��)

 �' �
 1		&��	� �% *���# ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!�

 �' �" (�� ��#����� / �����&���� �% �� ����# ���� � � � � � � � �!"


 �� �������� 2� %����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!5

 �! � ��/ �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)�

 �3 ���������� (������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)'

 �) *+��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5)

� 	 ������
; 7
<
" �� 2����/&	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�5" �
 ,��# �� ������ ��/��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�)" �
 �� 2����/&	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�)" �
 �
 2� %����	� %�� ������ ��/��� � � � � � � � � � � � � � � � 
"�" �" � ���������/ ������ ��/��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
''" �" �� �������	 6 ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
''" �" �
 ������� 6 ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�"" �' � ��/ �	����� %��# 6 ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�3" �� *+��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
! �

 8
�� ��
������	� 7��
' �� ���� � ��������  ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
3"' �
 6��/�# ��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
3'' �
 ��  �������� �% 6��/�# ��	���� � � � � � � � � � � � � � � � 
3�' �
 �
 ��# ���� �% 6 ��/�# ��	���� � � � � � � � � � � � � � � 
3!' �
 �" $&�	����� �% 6��/�# ��	���� � � � � � � � � � � � � � � 
3!' �" 6 �����������  �����&����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
) �' �' *+��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
)!



��� ��� �� �

� �� ���� � � ��	����	�
;� 7�<
� �� � ���# ��� ��/ , ������� � ���# ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � 
)5
� �
 �& �����# ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "��
� �" ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�

� �' ���%��# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � " ��
� �� � �## � - *+��������� - ��� .�&��� � � � � � � � � � � � � � � � � " ��
� �! � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � " �)
� �3 ,��# �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � " �5

� �3 �� (�� ���������� ,��# ��  �����&���� � � � � � � � � � � � " �5
� �3 �
 (�� �& ���������� ,��# ��  �����&���� � � � � � � � � � "
�

� �) t
��/

F
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ""'

� �) �� (��
t
/ �����&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ""'

� �) �
 (��
F
/ �����&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ""5

� �5 *+��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ""5
� 8
�� 8
9��� �<

! �� � �����	��	�� ��/��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "'5
! �
 ( �# � .����� ��/ ������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � "��! �" ���������	� (���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "!'! �' .&�� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "!'
! �� (�� ������� ��� 	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "!'
! �! ������ ����� # �/��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "!'
! �3 *���&����� ��/ �����	��� # �/��� � � � � � � � � � � � � � � � � "!�! �) *+��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "!�

� 8�	��	 �	���� �	�	��	��� ���
3 �� � ��� ������ � % .�������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "!3

3 ���� .&
 	���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "!3
3 ���
 ���������	�- � ��� - ��/ �������&���/ * ���� � � � � � � � "3�3 ���" *
 	���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3
3 ���' 1��# �����	 ,��# ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3
3 ���� 6�&������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3
3 �
 (����%��# ������ � % ����# ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3
3 �" 2� %��# ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"

3 �' ���� ���������� (������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 �' �� � ���&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 �' �
 (�� ���������/ 6 ���� (��� � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 �' �" (�� ��� .�&��� (��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"



�� ��� ��� ��

3 �' �' ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 �� *+��������� %�# ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 �! ��	����� ��/ .	��� $�# ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 �3 $&�	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 �) 2�������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 �5 1 ��# �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3"
3 ��� *+��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ")�

� �� ��
����� ���
:;9�� ���
:;9�� 
� ���	� ��� ��<



���� �� �������

��� �/% %�� ��# � �� ���/ �� � ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � 3
��
 pY

%�� ��� �&�	�# � � % � ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � 5
��" �� � 	 
 	��� ��#�����&��� � �� � 	 2#������� / ��	������� � � � � � ��
��' ������ � % �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'
��� � ���# ��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3
��!

P[X = 3 | λ]
�� � %&�	���� �%

λ
� � � � � � � � � � � � � � � � � 
���3 *+��������� /�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

��) ,��# �� /�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
���5 
 	��� ��# �����&��� ��

45◦
,

, 30◦� - ����# /���� � � � � � � � 
3���� ,��# �� ��#���� ��/ ,��# �� /�������� � � � � � � � � � � � � � � 
5���� ��/��������	 �������� � ��� 	���� �% *&��� � ��/ 1%��	� � � � "
���
 ����� ��#� ����&��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ""
���" (�� �/% �� � ��� ±1

��/ ±2
. �� � � � � � � � � � � � � � � � � � "5

���' ����� ��#� ����&��� � ��� ����/��/ /��������� � � � � � � � � � '"
���� ���# ���� �� ���&�� � %

N
��/

X
� � � � � � � � � � � � � � � � � � '3

���! $���&��� � % ��� � ���� / �����&���� �%
(X, Y )

� � � � � � � � � � � �����3 ������� ��/ � �/��� � % ������ ��/ ������ �% ��� ���� ������ � � � �����) 	����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)���5 ���� ��#& ������� � %
θ̂
%�� � ���� � �� - 
�� - ���� � � � � � � � � !'

��
� ���� ��#& ������� � %
θ̂ &�/�� ����� ��� 	�/&��� � � � � � � � � � � !)

��
� ������� 	��	���������� �% �

2
�� ��&�� ��� � � � � � � � � � !5

��

 ���� ��#& ������� � % � $1�* �+� ���# ��� � � � � � � � � � � � � � 3"
��
" � �������#� � % 	���� ��#& ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � )!


 �� �&������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��"

 �
 � �������#� � % ����� ���� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

 �" � �������#� � % ����� ���� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��5

� ��



���� ���� �� ��� ����


 �' � �������#� �% �� ��� ���� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

 �� 	������ 	������� �% ��% ��� /��� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��'

 �! .���� 	���� � % ����� ���� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!

 �3 �& �� �	���� %��# .�������	� ��" � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��5

 �) �� ����� �% ����� ��#� ����&��� �◦� � �� ����# /���� � � � � � �
�

 �5 �����	 ���� � % 	
��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�

 ��� �����	 ���� � % 	
��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
!

 ��� 
 �/ $���� %& � /��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
5

 ��
 ������� ��# � ����&� /&������ �� ��� 
 �/ $���� %& � /������ � � � �"�

 ��" ( �# � ������ � % /&������ ��/ ������� ��# � �� 
 �/ $���� %& � � � � �" �

 ��' ( �# � ������ � % /&������ ��/ ������� ��# � �� 
 �/ $���� %& � � � � �"


 ��� (�#� ����&�� ����&� �����&/� %�� / ������ ���&�� �% ������&/� � �"�

 ��! (�#� ����&�� ����&� ������&/� %�� / ������ ���&�� �% �����&/� � �"!

 ��3 ���������/ %&�	���� %�� ��� ���������� �% ��/ 	��� � � � � � � � �")

 ��) `(θ)

�%��� ∑
yi = 40

�� !� �&�/���� � � � � � � � � � � � � � � � � �' �

 ��5 ���������/ %�� . ����� .	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'


 �
� �������� ��/ �+�	� ���������/� %�� . ����� .	���� � � � � � � � � �'�

 �
� �������� ���������/ %�� # ��� �*
 ������ � � � � � � � � � � � � �'3

 �

 $1�* *+����# ��� 	 /��� ��/ ���������/ � � � � � � � � � � � � � ���

 �
" ���������/ %&�	���� %�� �& �� .	���� � � � � � � � � � � � � � � � ��"

 �
' ��� � % ��� ���������/ %&�	���� %�� (λ, θf)

�� *+�#��� 
 ��
 � � � ��3

 �
� ���������/ %&�	���� %�� ��� ��������� �% � ������ 	���� � � � � �!


 �
! .�#����� / �����&���� �% ��� ��# ��� # ��� ��/ # �/ ��� � � � � �!�

 �
3 � �������#� �% ��� ��#��� # ��� %�� ��#���� %��# � ��

(n, .1)
� � �!3


 �
) � ���� - ���������/ ��/ ��������� �� ��� ���/ ����� �+�#��� � � � � �3'

 �
5 � ���� - ���������/ ��/ ��������� /�������� %��

λ
� ���

n = 1, 4, 16
�3!


 �"� � ���� - ���������/ ��/ ��������� /�������� %��
λ
� ���

n = 60
� � � �33


 �" � � ���� - ���������/ ��/ ��������� /������ %�� . ����� .	���� � � � � �35

 �"
 � �&�� �� ���/ �	���� / �����&���� %�� ���/ ����� � � � � � � � � � � � �) �

 �"" � ��/ �	���� / �����&����� %�� ���/ ����� �%���

n = 0, 1, 60
� � � � � �)�


 �"' �/% � % ��� � ��
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	 ���� �����������
��� X  � � ��� ��/ F � 	����	���� �% �&���� �% X � 1 � ����������  !�"#�!-
�� �&�� � � ���������� - ��

(X ,F)
�� � %&�	���� µ : F → [0, 1]

� 2� ����� ���/� -
�� ����� ��� �� F - µ

������� � ���������  ������ � ��/ �� �� 	���
µ

�" !� $ #% &���%  �	�&�� ��� /�# ��� �� � 	����	���� �% ���� � �&� ��� �&�� ��� ���
%&�	���� � ��� /� � (� � � ��������� µ

#&�� �����%�
��

µ(∅) = 0
�∅ �� ��� �# ��� ��� �� -


 � µ(X ) = 1
- ��/

" � �%
A1

��/
A2

��� / ��� ���� ����
µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2)
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2� ���	��	�� �+�# ���� X �� ��� ��� �% �&�	�# �� �% �� ��+����# ���� ��/
µ

�� /����# ���/ � �+� �����	� - ����	 �� �&/��# ��� � $�� �+�#��� - 	����/��
������� � ��+ ���/�/ / �� � (�� ��� �% �&�	�# �� �� {1, 2, 3, 4, 5, 6} �� �� ��& �/������ X ≡ {1, 2, 3, 4, 5, 6} � 2% ��  ������ ��� / �� ��  � %��� ���� �� ��& �/���� ������

µ({1}) = µ({2}) = · · · = µ({6}) = 1/6
� (�� ��� � �% ������������� �#��� �����&� ����� ���&�� �&	� ��

µ({1, 2}) = 1/3

µ({2, 4, 6}) = 1/2��	 �

 %��� �� �# �� ��� ��	�� ��/ � ����

µ(2)
-
µ(5)

- ��	 � .������
µ(i) = 1/6

�� ���
�&��# ���	 ��# ���  �	�&�� � / �� ��� ��+ %�	�� � �� ���

µ(i) = 1/6  �	�&�� ��
 ������ ��� / �� ��  � %��� ��� &�&���� &�� ��� ���/ ����������� �� ��� ��#�� P

�� ���	� �%
µ
� $��

�+�#��� - �� ��& �/ &�� ��� %����� ��� ������� �����	�������� 	
• (�� ��������� ���� ��� / �� ���/� �

• P(1)

• P[
��� / �� ���/� �

]

• µ({1})
�� ���� &�� ��� ���/ '�"����#���% �� ���	� �% � ����������  !�"#�!�

(�� ��+ � �+�#��� ���&������� ��� ����������� �% 	�#���	���/ ������ 	��
� 	��	& ����/ %��# ����������� �% ��#��� ������ �
���	� �� � �� ���� ��	 � 
� ������
�	
�� � � ������� ���� ������ � �� ��� � �� � ��  � � � ���  !��� " �� �# ��� ���
� � ��� ���� �� ��� ��� �����
��	 ��	��$ ���	 �
�� �
��	 ���% ��� ���� � �

&�  ��� � �� �� ���  '������  ( � �� � �) ��� �* � �� ���� � �� �� ��
� + � �� ,, � � ��� -  ��  � �� '� � �( ��� �.� � �� �� �� � / " 0 �  ,/
'� ����( � 1* �� �� �* ����� �!���  � '/ " 0 " + " ,, � ,/( � � � �� � ��
��� -  �� � � �� '��� 2���3� !�  � ��( � �� � � 4� �� � ���� ������ '���
�� �� � � �� �!���   � ����( ��� ��� � ��� ��� ������  ����� � 5 ��
������  �� �� �!�� �� �� �� !�� � � �� �* ��� �!���  � � � � �� �" ���
4� �� �!���  �  � 6�.�� � 1* � �� ������   � ��� � �� 4� �� ��*� �  � ����
� 6�.�� ��7��� � �� " ����.�  * � �� ������  � � �� � � 6�.�� ��*� �
 � ���� ��� 4� �� ��7��� ����� �



���� ����� ������ ����� "

� �� ���� �� �� ��!�� ��� �� �� ��!����
P(

������  � ��
)
� �!� *� ��� " ��� �� ) !��

�� ��!����

P(
������  � �� � � 2���3�!�  � ��

) = P(
+ � ,,

) = P(7) + P(11).

�� �� ��� �� ��!��� �* ���� ," � ��� � X � � �� ����� ���
d1

������ ��� �!���  
���� �� � � ��� -  �� � � ���

d2

������ ��� �!���  ���� �� � � ��� ���� �� � � �
d1

���
d2

� � �����  � *  �� , �� � � 6� X � � �� ��� �* � ��  �� ��  �
(d1, d2)

� 

(6, 6) (6, 5) (6, 4) (6, 3) (6, 2) (6, 1)
(5, 6) (5, 5) (5, 4) (5, 3) (5, 2) (5, 1)
(4, 6) (4, 5) (4, 4) (4, 3) (4, 2) (4, 1)
(3, 6) (3, 5) (3, 4) (3, 3) (3, 2) (3, 1)
(2, 6) (2, 5) (2, 4) (2, 3) (2, 2) (2, 1)
(1, 6) (1, 5) (1, 4) (1, 3) (1, 2) (1, 1)

1* � �� � �� � � *�  " � ��� ��� ��  � � � � �� ��!� ��� ��� ��� 6 ��� ���  � � � 0� �*
���� " �� ��� � �

P(d1, d2) = 1/36
*�  ��� ������� � �

(d1, d2)
� &�� ���" �� ���

�� ��!����

P(
+ � ,,

) = P(6, 5) + P(5, 6) + P(6, 1) + P(5, 2)

+ P(4, 3) + P(3, 4) + P(2, 5) + P(1, 6) = 8/36 = 2/9.
5 �� � �. � !� �� ��!��� � � !��� ��� ��  ��!� 0 *� � � ������ ����! �� � 5 �� � *3
*�  � �� ��  �

(6, 5)
"
(5, 6)

" � � � "
(1, 6)

� � � �) � �� " �� ��� � ������� �* � ��  !�� �
� � �� �!� �* ���  � � ����� �� �

*+�#��� ��� ���&������� � 	�## �� ���&����� � �� ���� ��� ����������� �%��# � ��#��� ������ ���� ��� ����� �% ��/ �� �/&�� / �	� - ��/ ���� �� 	��	& ���� ���
����������� � % # ��� 	�# ���	���/ ������ ���� ��� �&		��� �% � ��# ���&� ���� �
.�# ���# �� ����� ����������� 	�� � 	��	& ����/ # ����# ���	���� �� �� ���
�+�#��� � 
 ���� ��# �� �� �� # ��� 	��������� �� 	��	& ���� ���# � 	�#�&�����#& ������ � �� %���&����� &�� 4 �� 	��	& ���� ����������� � (� ���&������ -*+�# ��� ��
 &��� 4 �� 	��	& ���� � ��#& ������ ��� ��# � ��������� �� %�&�// ���	��� �� *+�# ��� ����
���	� �� � �7 ������ � �
;	�;��9 �
5� � �!���� ��� ���� �* �  � �� " �� � �� ��.� �� � � !����  � ���� � �� � 5 ��� �� ���
 ����� �� ������� �� �����  *  �� , �� � � 5 �� ���	 �� 	
 ������� � 4 ��� ��
���� � &�  �#����� " � �� *� ���� �� ������ �* ���� ����  ���� � ��  � �� *  �� � *�  "
� #3� ��� � � ��� ���� � 4 ��  ���� ��� �
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� ���	 �� 	� �� ��

��� �
�

� ��� �� ! ��� � 4 �� �� ! ����!��  " �� ! ��� � " 4 �� � ���� � 5 ��� �� ! ��� �� ��
� ������� �!�� �� ���	 �� 	� �� ��
 � ��� ����� ����� � ������ �* � �� , *  ��
��� �!���  � , �� �!� � �	 � ' 1� �� !�� ��.� ���� ��� �. ���� ���	 �� 	� ��
 �( 4
 ���� ��� � �� ��� � � 5 �� ��� ���� ��� ���� �� ��!��� � �� 4 ��� �� �� 
 ��! ���
� �� � � � 5 �� � � 4 �� � ����  �� ��� ���	 �� ������� 
 � �� ������ ��� �!���  
�,	 � 5 ��� � ��.� ������  � " � ��� �� ���� � ��  ���� *� ������  ������� � 5 �
��� ��.�  � � � ��� 
 �� ! ���!�� � �� ��� �,	 �.�  � � �� �

��  � �� � �� ���  ������ ���� ���� �������� �� � !��*! ��

� � �� ���	 �� 	 � � � � ��	 ��
��� 
 � ���� � ���	 �� ��
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��� �� �

� � � 	� ��� ��� ��� ���%��
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� �%� 	 � �� � 
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��� �
�
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• � � � �� ������� ��� ����  � � � ���� ��� " 4 � �� �� � �� ��#� �*��  � �

• � � ��.� �� �� �� 4 �� ���� �� ������ ��� 	!� "
#!$!% �� � � ��  � �� " � ��� 4
�� ����� ��	 � �� -  �� � �� " ��	 � �� �� ���  �.� �� ��� �� �� ������� � ������
� �� � 1� ��	 ��
��� " � �� � ������ *�  ��%� �

• �� �� �� 
�� �& %$ !% �� 1�� �" � ��  ��!�� �* ���	 �� 	 � � � � ��	 ��
��� 

� ��� � ��� �� � .� � ��� �� ���� � � 5 �� ��� � ����� ����� � � ��� ��� ����  � �
� *� ������ �� � �

• ' .� � ��� �!�� �� � ��� �� �� ���� .� �!�� � � !��� ��� !� ��� � ��� � ���� "
� �� �� ���� � (!#�)	� *� ! ���  �*�  �� �� . � !� � � ������� �* � .����  � &� 
�#����� " � ��� � � �� -  �� � ������ �* � � � ��� � ! ��� � !� �� �� � 
 � ���
� ! ��� �!� �� �� � 
 ��� �� �� �
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• �� ���� #)$�
	��)% � 1� ��� ������ ���.� " 	#��0( ������ " *�  ���� � ��3
���� �* � " � �����  ���� � ������ � ��!� � �� 0 � 1* �� ! ) !�� �� �� � �� �
�� ! � �� ��� � ��  �� �* � �� ��� � �� '5 !� ��� &� ���( " � �� *� ���� � ������
�* � � 5 � � �

• 5 �� �%� ������� �  ���� � �� , ��� � �� � �

• 4 � � ����� � ����� �� ��  ��� �* ������ � *� ! ��� �*��� ���.� ���� �!� � ���
�#�  �� � ��  � �� ! ��� �

� � �.�  ��� " �� �# ���� ,7� �* ��� �  �� � �� ��!� � ," � �����  ,7� �� ��!� � / "
� �� �� �� � 5 �� *� ���� �� ������ � � �!�� �������  �� � � � � � � � !���� ����
 � ��� �* � � � ��� �# ���� ���!� ,��� , �� " ,��� / �� " ��� � � � �� !�� ��� ���� ��
���!� ��� ��� � 5 �� ������ � ��� ��  � �!��� ��� ��� �� � � " � ��� �� ! ��� !�� �  � ��
!���  ����� ��� ����!�� � � �� �� !� �	!$!"� !��*! � � ��� *!�! � �

� � �� ���	 �� 	� �� ���	 ��
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� �� �� ��� � �� � 6� �� ��� � � � � � �� �� ������ ��� ��� �

� ���� � ��
��� �� ���	�� � � � ���� � ���  
�
� �� � �� ��	 	  � � 

��� 	 � �� � �� 
 �



! ���� ��� �� ������ �����

� ��� ���� � �	� �
	� � � 	 ��
�� �		��� � ��� 	� �	� �
	� �� � ��� ��� �
 �

�

�%� 	 � �� � 
 � 	� ��� ��� �%�$�� �� � �� �

��� �� ��.� �� -� ! � �!� ��� �� � � !���� ��� 2���3� !�  � �� ��� ��� �� � �����  
��� ������  � �� � 2 ��� ��" �� ��� � �� � � !��� �� ���  � �� �* ��� � �� � 6� � ! 
������ �# ����� ��

� � ��� � ��
��� �� ���	�� � � � ���� � ���  
�
� �� � �� ��	 	  � � 


��� 	 � �� � �� 
 �
 �� ���	 �� 	 � �� � � � ��	 ��
��� 


�� 	 �%� 	 
 �� � �� �%� 	 
 �� �� 
 � �� � ��� �� �
�
�%� 	 � �� � 
 � 	� ��� ��� �%�$�� �� � �� �

5 �� � ��	 ������ *� �� 	 � 6� ���� ��� �* ���� ���� � �� � ��� �� � * � �� �!� �*
���  � ��� � � � ��  + � ,,� � ��� 1  �� ��� � � !��� � � 4 � ���� � !� � �� � 5 ��
�� ��!��� � � � 	#����� , �, ���� �� ���!�� �# ���� � � !��

(2/9) × 1000 ≈ 222� �� � � ! �� ��!��� � � ��� � � !��� � � ��  �� ��� !� �� �� �� �� ��� �� �# ������
*  �� � � � !��� � � � 5 � � �� ! �� �* � *�� � ��� � *� ! ���!�� � �� � ����� ��� / ,� �
�!� �� ! ���!�� ��� � � !�� /// ��!� � � �!� � ��� �� �� � !� �� ���  � ��������
�* � �� � � !��� � � �

5 � � !� ����� 4 �������� � ��� .�  � � � �* 4 ���� ���� � � �� ! ����!��  �
���� �! � �� ! !���  ����� ���� � 1* ��! ��� �� " � �� � !� ���  ��!��� � 5 � .� �3
� � �� � 5 � ��� �  ��� �� ! ��� ���� �* �� �� �� �� ! ��� � 4 �

	
� ����������� �������
.� %�� �� ���� /���� � ��� '�" &�!�! ����������� - �� ��� ����������� �% ��
# ��� � 	�&����� ������� �&#�� �% �&�	�# �� � $�� / ��	���� ����������� - X�� &�&���� � ��� �% �������� - ������ ����� �� ������� � .�	���� ��
 /���� � ��� ���
	��� ����� X �� �� �������� - ������ �% ����� �� ������� ������ � .�# � �+�#����
���
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8 �9���� 	��� �� ��� ��# � &���� � ������� �+������	�� � �������
��
�	� ��� ������ �% � � ������ �����
� �
�
� ��� ��%���# � � % � ����
8�;����	���; ��� / ��# ���� �% � ���  ������
�
	��	�; ��� �# �&�� � % ��# � � � ��� ���� 	&���# �� ����/� �� ���/
������� ��� ��# � &���� � &����&# ���# /�	���
����;
����� ��� ��#� ����&�� �% �	��� ����� �� � �� �	���/ �����&/� - �������&/� ��/ /����

� ���������� %�� �&	� �&�	�# �� ��� 	����/ &�%��%# �#" � $�� �+�# ��� - ���
Y  � ��� ��# � � � ��� ���� 	����� ����/� �� ���/ � (�� ���/�# ������� Y

��
�%��� # �/����/ � ��� � /������ ��# ���� �� ���� �� $ ��&�� ����

y

p(
y)

$ ��&�� ��� 	 �/% %�� ��# � �� ���/ �� � ��� ����

(�� 	&��� �� ��� ��&�� �� � � ���������� '!%"��� $ #% &���% �� �'$ � (��
�/% �� ����� ����

y = 0
��/ # �������	���� /�	������� - �+�������� ��� �/��

���� �# ����� ���&�� � %
y

��� # ��� ������ ���� ������ ���&�� � �6 ��������



) ���� ��� �� ������ �����

������ # �� / ������� � �&� ������� ���� �/% �		&������ ���������� 	������ �
�+������	� �� �� ����	���� &�� ��� ��#��� p

-
π

��
f
%�� �/% �� � �� ��& �/

� ����
p(50)

-
π(50)

��
f(50)

�� /����� ��� ������ �% ��� 	&��� ��
y = 50

� $��
� �/% - ��������� �� ��� ��# � �� ���� &�/�� ��� 	&��� � $�� �+�#��� - ���
��������� ���� � 	����� ����� ���� ���� !� # ��&��� ��

P[Y < 60] =

∫ 60

0

p(t) dt.

*���� �/% #&�� �����%� ��� ���� ������ �
��

p(y) ≥ 0
%�� ���

y
�


 � ∫∞
−∞ p(y) dy = 1

�
(�� � ��� ���� ���� ���/�  �	�&�� - �%

p(y) < 0
�� ��� ��������

(a, b)
����

P[Y ∈ (a, b)] =
∫ b

a
p(y) dy < 0

� ��/ �� 	�� �� ���� ����������� ���� ���� � �(�� ��	��/ ���� ���� ���/� �	�&�� P[Y ∈ (−∞,∞)] =
∫∞
−∞ p(y) dy = 1

�

�� ��	& ���� %�	� � �&� ��� 	�����&�&� ���/�# ������� Y

�� ����
P[Y =

a] = 0
- %�� �����

a ∈ R
� (��� �� �	�&��

P[Y = a] = lim
ε→0

P[Y ∈ [a, a + ε]] = lim
ε→0

∫ a+ε

a

pY (y) dy = 0.

������&�����- %�� ��� �&# ��� a < b
-

P[Y ∈ (a, b)] = P[Y ∈ [a, b)] = P[Y ∈ (a, b]] = P[Y ∈ [a, b]].

(�� &�� � % �/������� �� ��������	� �� �������� �������&� �� ��� &�� �� �����	� �
2� ��� ���/�

/������
=

# ���
���&# � �����

2� ��������	� - �� ��������� /������ �� � ���������� '!%"��� - # ��� �� � ���������� �"" ��/ ���&# � �� �!%� �� �$ �%�!����� 2� ��� ���/� - �% ��� /������ ������
%��# ���	� �� ���	� �2� �����	� �� ��& �/ ���� � ����� �� �� �	� � �� ��������	�
�� ��& �/ ���� ����� ��� ���� ���� �� ���� ��� /������ �� � �����	& ��� �� 	�����
�� ��� ��# �� � % *�&����� ��� �� ���&# � → 0

�
� �������� /������ %&�	����� ��� /���������� �% ����������� � $�� ���

�+�/ �&#�� a

d

db
P[X ∈ (a, b]] =

d

db

∫ b

a

fX(x) dx = fX(b).
���
�
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. �# ������-
d/da P[X ∈ (a, b]] = −fX(a)

�
.�# ���# �� �� 	�� ���	�%� �/% �� %�� 	�����&�&� ���/�# �������� ���/ ��

��� ����	 � % ��� ���&����� - �&�� �� �� 	�& �/ ���	�%� / ��	���� ����������� ���/�� ��� ����	 �% / �	� ����� � $�� �+�# ��� - ���
Y  � ��� �&�	�# � �% � �������

���� �� # ����/ %��# � �� �� (���
Y
� ���  � ��# ������ �� ��� &��� �������� -

��/ ��� ����� � % ��� �������� ��� ��&���� ������� .� ��� �/%
pY

#&�� ���� ����
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• ���$ ��/ ���$ ��� ��� ��� �+ �� ��� �� ����/ �

• �����
 	 �� ��
 ���� ��� ��# ��� �% ��� � ��+ �� �� ��� ���� � 2% ���� �� ���
�� �	���/ ���� 4 ���� ��� ��# ��� �&��# ���	����� ��# ��� �� ��� + ��+ �� 	��
� ���	���/ � ��� ���� �

1� ����� ��# �� �� &�� ��������� /�������� ��/ / �����&����� �� # �/���
%�� /��� - ��/ ����# ��� ��� /�������� ��/ / �����&����� / ���	��� %��# ��� /��� �
$ ��&�� ��" ���� � ��� ���� ����� � (�� &�� �� ����� �% ��� ��&�� �� � ��������#
� % ��
 # ���&��# ���� �% �	��� ��# �����&�� �� � /���� �% ���� # ����� ��
��� ,���� 1������	 ���� '�◦ ,���� �����&/� ��/ 
�◦ /������ ���� ������&/� �*+�# ��� ��� � ��� ��� # ��� ��&� ��� /��� � .&� ���# ����/ �� ��� ��������#
�� � �/%

f
� �� ����� � %

f
�� &�/���� ��� ��� /��� � (�� �/�� �� ���� # ���&����� ��# �����&�� �� ���� �� 	����� �� ���� ���/�# �� /��� ��� � ���&� %��#

f
�

(�� ��
 # ���&��# ���� - ���	� ��� �����/ �&� ���� ��&� � 	���&�� �% ��# � -
��� ���� ��
 ��/�� ��/��� /��� � %��#

f
� � ����� ��� ��
 # ���&��# ���� ����� �

&� �� # ��� � ���/ ����# ��� �%
f
� 2% �	������������ ���&�� �� ���� �� 	�����

�� # ��� �// ������� # ���&��# ���� - �� ��& �/ � ���� # �� ��� �// ������� /��� �
%��#

f
� � �	�&�� �� 	�� ����# ���

f
��������� ���� - �� 	�� ���/ �	� � ���

��# � /����� �% ���&���	� ���� ��� %&�&�� /��� � � ���  � ���� �
(�� ����# ����� �% $ ��&�� ��" �� � ��������# �% ���  ��
���� ��� /������ ���� 	�# �� � ��� 4 ��/ ���	� �� - �� 4 �+������ - �(�� �&# ��� �% ������ �

���������� ��/ �	������	 / ��	������� �� ��	� ���� %��# �)!� �� �5�5 �� 2� ��
�������/ � ��� � ���� ���� ��� ��� ���

(3.1)
/ �����&���� � �,�# �/ / �����&�����

� ���  � �����/&	�/ �� .�	���� ��" �� 2� ���#� ���� ��� �&#�� �% ����� / ��	���
����� ��	� ���� %����� � ��� ���

(3.1)
/ �����&���� - �� ����� �����+ �# ������ 2%

�� ����� ��� %&�&�� � ���  � ���� ��� ���� ���� �� ���& �/ �+��	� %&�&�� �����
�� %����� � ��# ���� ������� � 1 ���� - �� ����� �% � / �����&���� &�/���� ��� ���
/��� � (�� �&#�� � % / ��	������� �� � ������ ���� �� ���� � /��� %��# ��� &��/���� ��� / �����&���� � (�� ��&�� ���� � ��� ����� - ���	� ����� &� �� ����# ���
��� &�/���� ��� / �����&���� ��������� ���� �
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2� �� � %��� ��	������ �� �����%��# ��� ������� ���� ������� �� - %�� �+ �
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Z = g(X)
%�� ��# � �� �	���/ %&�	���� g

� �� # ���� ����
pX

�(��
�&�	���� ��/ �	���� ���	� ���/�# ������� �� ��� ���� ��� ��&� �� ��/ ����
�� 	��	& ���� pZ

� � ��� �� 	����/�� ���� # �������	 %&�	����� g
- �� ����� �� ��

�������
X = h(Z)

�
���
��	 � �� � �!�

X
�! � ��%'� �������! � ��� �'$

pX � �!�
g
�! � '�� !��!%�����!�  �%���%�&� �%�!�����! $ #% &���% �%' '!� %!

Z = g(X) � �� !% �� ! �'$�$
Z
�"

pZ(t) = pX(g−1(t))

∣
∣
∣
∣

d g−1(t)

d t

∣
∣
∣
∣

� ���$ � 2% g
�� �� ��	������� %&�	���� ����

pZ(b) =
d

db
P[Z ∈ (a, b]] =

d

db
P[X ∈ (h(a), h(b)]]

=
d

db

∫ h(b)

h(a)

pX(x) dx = h′(b)pX(h(b))

(�� ����% ����
g

�� /�	������� �� ��%� �� �� �+��	��� �
(� ���&������ - �&����� ����

X
�� � ���/�# ������� � ��� �/%

pX(x) = 2x
��

��� &��� �������� � ���
Z = 1/X

� � ��� ��
pZ(z)	 (�� ������� �����%��# �����

��
X = 1/Z

� 2�� /��������� ��
dx/dz = −z−2 � (����%��� -

pZ(z) = pX(g−1(z))

∣
∣
∣
∣

d g−1(z)

d z

∣
∣
∣
∣
=

2

z

∣
∣
∣
∣
− 1

z2

∣
∣
∣
∣
=

2

z3

1�/ ��� � ���� �� ���&�� �%
Z

��� %��# � �� ∞ � .�
pZ(z) = 2/z3

�� ���
��������

(1,∞)
� 1 � � ������� 	��	� - �� 	�� ����%� ���� ��� �������� �� ��

∫ ∞

1

2

z3
dz = − 1

z2

∣
∣
∣
∣

∞

1

= 1.
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x
- �

z
-

��/ ��� %&�	���� z = g(x)
� 1 ������ �������� �� ����� ���&�/ x
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Ix
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Iz
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pZ(z) ≈ P[Z ∈ Iz]������
(Iz)

=
P[X ∈ Ix]������

(Ix)

������
(Ix)������
(Iz)

≈ pX(x) |h′(z)| ���"�
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� ���� ���/� ��� ������/ � *�	� ������ ���# ������ �� ��� �
�����	� �
;	�
� ���� �&�����/ �� �/����	�� ���#� ��� �&� �	��/ �� � ���� �

*�	� ������ ������ �� ��� �
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� �	�&�� ���# ��� �+����# ���� ��� �� ��������� ����� �� ���	������/ ����&����� /��	�� � ���# � *�	� ��� ������� �� 	����/ � ����� � ��� �&#�� �% ������ ��
&�&���� /�����/

N
� ��� &������ ��������� �% �&		��� �� &�&���� /�����/

������
p

��
θ
� ��� �&# �� �% �&		����� �� &�&���� /�����/ X

� �� � ����
X ∼� ��

(N, p)
� (�� ��#�� �∼� �� ���/ �" '�"����#�!' �" � �� ��& �/ ��� �� �"'�"����#�!' �" � �% � ���

N p �
�� �� ��" �� ! � �% � ��� � � � '�"����#���%

�
�

.�# � �# ������� ���&#������ ��&� ���# ��� �+����# ���� ��� ����
N

�� �+�/
�� �/���	� -

θ
�� ��� ��# � %�� ����� ����� - ��/ ��� �&�	�# � �% ��� ����� /���

��� ���&��	� ��� �&�	�# � �% ��� ����� ����� � � ���
N = 1

�� ���
X

��� �
� ����& ��� �θ) / �����&���� ��/ � ����

X ∼ � ���
(θ)

� ��� ��/ �� �/&�� ������ �� �
���# ��� �+����# ��� ��� 	����/ � ����& ��� ������ �� ��� � ���# ��� �+� ���# ��� �� � ��%��# �/ -

X
� ��� �&�� �&� ��  � ��� �%

��� �������� %��# � ��
N
� �� ���/ �� ���� ��� ���� 	����/ ����������� � � �� �

P[X = k | θ] %�� ��	� ���&� �%
k
%��# � ��

N
� (���� ����������� ��� �����

� *�&����� ��' ����� /��������� �� ����� �� .�	���� � ���

P[X = k | θ] =

(
N

k

)

θk(1 − θ)N−k ���' �

(�� ���# (
N
k

) �� 	����/ � ��% � ��� &�!� &�!%� ��/ �� ���/ �
N

	�����
k
� �

(
N
k

)
= N !

k!(N−k)!

��/ �� ��&�� �� ��� �&#�� �% �&���� �% ����
k

���� 	��
� %��# �/ %��# � ���&� �%

N
/ �����	� ���#� � 2� 	���

k = 0
��

k = N
-
0!

��
/����/ ��  � �� $ ��&�� ��� ���� � ���# ��� ����������� %�� N ∈ {3, 30, 300}��/

p ∈ {.1, .5, .9} �
���	� �� � �� ������ � �
;	�;��9 �
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� ��� � � �� � � ������ � ��� �� ����� � �� �* ��� ��#� *� ! �����  � � �� � � ��
2���3� !�  � ���

5 �� � � � ��� � � �# ��  ���� ����!��
, � � � � � ��� � �� ��  � ������ �  � �� � 	��� 2���3� !�  � �� � � �  � �� 1�  ��! ���

� � � ��  �!����� " � ��� �
/ � 5 �� � !����� �* � �� �  � � ���� ��� ����� ��� ����  �  � �� �
0 � � � � � �� !�� �� ��� �!���  �* �!������� �

���
X

�� ��� �!���  �* �!����� � 5 ��  � � � *� ! �  � �� " ��
N = 4

� � � �� ��!�����
��� � ������� �* �!����� � 	#����� ,�, 
 � ��

p = 2/9
� 6�

X ∼ � �
(4, 2/9)

�
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5 �� � � ������ �* �!����� � �� ����� � �� 2���3� !�  � �� �

P[
�!����� � �� ����� � �� 2���3� !�  � ��

] = P[X ≥ 1]

=

4∑

i=1

P[X = i] =

4∑

i=1

(
4

i

)

(2/9)i(7/9)4−i ≈ 0.634
�����

1 	��������� ��� �� ����+����� *�&����� ��� ��

P[X ≥ 1] = 1 − P[X = 0],

���	� 	�� � �& �	� �� 	��	& ����/ �� 4 � (�� $ �� �� 	
 	�## ��/ 	�#�&���� ���# ��� ����������� � (� 	�#�&�� *�&����� ��� �� ��& �/ � ����

� � $ �� �� 	 �� ����

(��  ���� ���� ���&� �%

X
�� ���� � (�� � ��/ ��� ��� ��� ��� �&#�� �%

������ ��/ ��� ��������� �% �&		��� � ��� �	 � ����; �	 �

��� �� ��� ��	���
 � 	���	���	�


1������ 	�## �� ���� �% ���������� �		&�� �� ��� %����� ��� ���&����� �

• (���� �� � /�# ��� �% ��&/�- &�&���� � �� 	� �% ���	� �� ��# � �

• *����� ����� ���# ����� �� ���/�# �� ��� /�# ��� �

• (���� �� �� &�/���� ��� ���� �� ���	� ������ ����� �
.&	� ����������� ��� 	����/ � ��"" �% �%��� ��� �5�� 	���&�� $���	� # ����
�# ���	��� . �# ���� ���� ������� � (�� �&# �� �% ������ �� ��� /�# ��� �%
��&/� ����� &� ����� ��&� ��� ���� � .�# � �+�# ���� ���
� �
�
� (��� ���/ ����� �# ���� %��# ��� %����� ���� �
�
	��	�� ��
��		 �; �&�� � 		&� �� 	�#�&��� 	�/� �
�����	� �
;	�
�  �%�	�� �		&� ����� � �����/ �% ���� �
��;�	��� �&������� �		&� �� � � ��& ������ �
���� � �
� ���� ������ �� �� �������	���� �
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���	
	 �� ���� ��� �&���# ��� ������ �� � �����	� 	�&���� �
(�� ���� �� ���	� ������ �		&� �� �%��� 	����/

λ
� ��� �&#�� �% ������ ����

� 		&� �� ��� /�# ��� � % ��&/� �� �%��� 	����/
X
� �� � ����

X ∼ ���
(λ)

� 2# �
������� ���&#������ ��&� ������� ����������� ��� ���� ��� ������ 	�����
� 		&� �� �+�	��� ��� ��# � �� 	����� �� ���	� �� ��# � - ���� ��� �		&���	� �% ��
����� �� �� 	�����

`1
/� �� ��� ���&��	� ������� �� ����� � 		&�� �� ��� �����

�� 	�����
`2
- ��/ ��� ���� �� ���	� ������ ����� /� �� ��� ���� ���� ��� /�# ���

�% ��&/��� ��� � ������� �+����# ��� �� ������/ - X � ��� �&�� �&� ��  � � �������
����� ������� � (�� ����	����/ ����������� ��� ����� � *�&����� ��! �

P[X = k | λ] =
λke−λ

k!
.

���!�


�� � % ��� # ��� ���# �� � % ��������	� �� ��� �&���������� ��� �� ���	�
/��� ���� &� ����� ��&� ��� �����# ���� �� ��� ��&/���� � *+�#��� ��'
���� � ��� ���� ����� ���� �� ���� �� ����� ��&� ��� ����

λ
�% � �������

/ �����&���� �
���	� �� � � ����9��;� �; � �
���	 �
5 �� �� �!��� � �� ��.� �� � ���  � �� ���  ����� � 6���� ������ ���� ���� " ���� ����
������ ������� " ��� ������� ������ ��!��� � ��� �.���!� ��� � ��!�� �� �
����� � �.�  � �� " � �� �� �� �!��� � �� ��� � �  ��� �  ���� ��� �� � ����� ������ �
� �� ���� ��� � ��!  �� �� ��� ��� �* ��� 1�� '�� � ��� ���� �� � ��� ��� ����
���!����  �� � ��� �� !�� ��  � *  �� �� ��.� �� �� � ' �����  ������� ��� �� � �3
�!  �� �� ��� �  ���� ��� �� � �� �� � �� � �� � � �� �  � �� � *���! � �* � �� � �  �� � �
� �� ����� � 6��� �* ��� *���� � ����  � ��� ��� ����� � � ��� �� ��� � � �������
�* �� ��  ���� ���� � ���  �� �" � �� � ��� � � � �* ����� ���� ��  � ���� ��� ���  ��
*  �� ��� *�  ��� ��� �� ������ ���� ���� " ��� ��� � � �� � � � �* ���� ���� ����
�! . .� ���� ��� �

5� ��� � ��� !� ���  ����� ��� �! . .� �" ��� ��� ���  ��! � ���!� ��� �� *� ���
�!��  ��� '��!� � ����  � ���( �� �� !�� ���� ���� ���� ��.� ���  ��� � ��� ���
� �. � !� ��� � � �� �!�� ��!�� ���  � �� ��� � ��. �� �� � �� �/��/� � ' *!�������� �
�!��� �� �* ���  ��� � � ��  ���

λ
�� � ��� ���� ���� ���  �� � 6 !����� ���� " �

� �� �!��  �� " � � �� ��� ���� ���� � � � ���  .�� � � ��� �� �� ���� ��� ��� !�
λ
�

� ��  ��� .� �!�� �*
λ

� � �� � � �  ��� .� �!�� �*
P[X = 3 | λ]

� 5� ����� �
� ��  � �� .� �!�� �*

λ
�� ��� ��� �� �� ���� � �� �# ��� �� ��� ����

X = 3

 �� �" ��




� ���� ��� �� ������ �����

����� �
P[X = 3 | λ]

*�  � � �  ��� .� �!�� �*
λ

� &� �#����� "

P[X = 3 | λ = 1] =
13e−1

3!
≈ 0.06

P[X = 3 | λ = 2] =
23e−2

3!
≈ 0.18

P[X = 3 | λ = 3] =
33e−3

3!
≈ 0.22

P[X = 3 | λ = 4] =
43e−4

3!
≈ 0.14

1� ����  �� �� " � �� .� �!�
λ = 3

�# ��� �� ��� ���� � ����� *� ! � ��� �� �� �� ��
� �� .� �!�

λ = 1
��� ) !�� � ��� �� �� �����  � ��� ��� .� �!��

λ = 2
���

λ = 4
�

&� ! � , �� ���� �
P[X = 3 | λ]

������� �� � *!��� � � �*
λ

� 5 �� -� ! � �!������
� ���

P[X = 3 | λ]
� ��# � ��� ��

λ = 3
� 5 �� �!����� � � ��� �� .�  -�� ��

� ��  � �� �� �� 	�!�� � � ,�� � ��  ������ �� ������ " ��!�� �� �� � " ��� �� �. �� �
5 �� -� ! � � ��� ���� � ���� ��� .� �!� �*

λ
*  �� ���!� � �� �� ��� !� � �# ��� ��

��� ���� ��� ��� �!�� �� �� ����
λ = 3
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	 ��� 	 ��� � � � ���$� ����$� � � ���$� �� ����� � � ��	�� �� � 
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• ��� ����/� %�� ����&��	�� � ��� 	 �� ����	����
 ���/&	�� � ���&��	��% �� �&#��� ������ ���	�/ %��# � �� �� �

• 	 ��� 	��	& ����� ����������� %�� ������� / �����&����� ��� ��� $ �� ��/��� %�� � ���# ��� / �����&����� �

• 	 ��� ���/&	�� � ���� � 2� ��� 	 ��� 	���
 	�## ��/ ���� - ��� �� �� ��
��� + ��+ �� - � ���� �� ��� ���+ �� - ���$ ��/ ���$ ��� ��� ��� �+�� ���
�� ����/ - ��/ ��	�� �� � ���� �� ���� � ���� ������/ �% ��/��/&�� ������ �

��� ��� ��/ ������������ ����� �� � �� ���� �% ��������	� � $ ��&�� ��! �� �
���/ �+�#��� � 0&�� � ���� ��� �� ��� ��&�� �� ���� ��� �� ���� ���	� ���&���%

λ
��� ���&�� �� ��/ ���	� ��� ��� � ���� �% ��� ��&��� �� ���� ��� ����

���/&	�/ �� 4 �

��� �� ��� ��� �
�
�	� � 	���	���	�


2� �� �%��� ��	������ �� # �/�� � 	�����&�&� ���/�# ������� X
����� /������

/�	������ ���� %��# � � .�# � �+�# ���� ���

���	
	 �� ���� ��� ��# � �� ���/ �� � ���� ����

� ���
��
�
� ��# � &���� ��� ��+ � ��&��� � ���
����	 
�
� ��# � &���� ��� ��+� ������&���
8�9���;� ��# ������ ����� � % ��%� %�� � 	��	�� �������

� �
�
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2� ����� �+�#���� �� �� �+� �	��/ ���� # ��� 	���� - ��# �� �� / �����	�� � ���  ������ ��/ � %�� � ���  � ���� � .� ��� /������ ���& �/ � ����� ����
x = 0

��/
/�	������� ��

x
��	������ � 1 &��%& � �/% %�� �&	� ���&������ �� ��� ��� �% !%����'!%"���

p(x) =
1

λ
e−

x
λ

%��
x > 0.

���3�
�� ���

X
��" �% !�� �% !%���� '�"����#���% � ��� ���� !�!�

λ
��/ � ����

X ∼*+�
(λ)
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• �� ���� �� ���� ��� �+��������� /������ %�� ������� / � ����� ���&�� �% λ�� �� 	����� '� ���&�� � % x ������ � ��/ 
 �� ���	� �� /� ��� �������� �
• , �+� �� 	����� ' ���&�� �%

λ
�

• (��� �� ���/ �� 	��	& ���� ��/ ����
p(x)

%�� ��	� 	�#������� �%
x

��/
λ
� �� ��� ���� ���# �� � # ����+ 	����/ � � ���� �� 	�� �� �� 
 	������ ���

# ����+ � (�� ���� � % ��� # ����+ �� '� � ' � 2� �� � ���/ � ��� �� - �� � ��
� �������!�

• ��	 	��	& ����� ��� �+��������� �/% � (�� ���&# ��� � ����� 4 ���
x���&�� �� ���	� �� 	��	& ���� ��� �/% � � 	�� � � ��	��� � (�� ���&# ���

����� ��� ����� 4 ��� ���&� �% ��� ����# ���� � 4 &��� � / ������ ��������
���� ���� ��� � � ���� ���� ��� ���� *+� �
� - 4 ��� � *+� ���� � (��� ��
��� ������ %�� ��� ����� ��� �

• ���	 ��� ����� ��� # ����+ ����&� ������� � (�� � ��� # ����+ �� � ��/ ���
��	��/ �� � � � ��	 ��� ����� ��	� 	��&#� �% � ������� ��	� 	��&# � �%
� � 2� �&� 	��� � �� ��	��� - �� � ��	 ��� ����� ��	� 	��&# � �% � - �� �&�� -������� � � ��	�� �� � ���� �� ���� ����� ������/ �% ������ � 
��� � ���� ��
&�� ��� � ��� 	���� �� 4 �� ������ �% 	����� �

• ��	�� 	���
 �&�� � �����/ �� ��� ���� � (�� � �� ��/ � ��� ���
x

��/
y

	���/ ������ � % ��� &�� �� ��%� 	����� �% ��� �����/ �+ � ���� � �� ������ &�� ���� ��� �� � ����&�� ' � 
��� ��� ���� ��� &����&�!� !���%"��%$ �&��� �� �3� � 2� ����� ���/� - �� ���� ��� %��� ���� �
• 	���� 	��
 	������ ��� ���/� ���� �� ���� ��� �����/ � 2� ������ ��������

���#/� � � � ��� ��� %�&� ���&�� �% ��� �




' ���� ��� �� ������ �����

��� �� ��� � ���� � 	���	���	�


2� �� � %��� ��	������ �� # �/�� � 	�����&�&� ���/�# ������� Y
����� /������

�� # �&�/������/ � .�# � �+�# ���� ���
� �
 �
���� �;	��
�
�
� � ������ �% � �����
����;
����� 
 	��� ��# �����&��� �� � �����	& ��� �� 	�����
�����	� �
;	�
�  ��# ����� �% ���  �������
�9���	�
; .1( �	����
2� ��	� 	��� ��� ���/�# ������� �� �+��	��/ �� ���� � 	������ ���&� ���&�/
���	� # ��� �% ��� ����������� 	�&���� � $���� ��/ %���� ����������� ���
%������ ��/ %������ ���� %��# ��� 	����� � .� ��� �/% ���& �/ � &��# �/�� �
����� �� ��� 	����� ��/ /�	������� �� ��� / ���	����� ���� %��# ��� 	����� �
1 &��%& � �/% %�� �&	� ���&������ �� ��� � �� �� '!%"���

p(y) =
1√
2πσ

e−
1
2(

y−µ
σ )

2

.
���)�

�� ���
Y

��" � � �� �� '�"����#���% � ���  !�%
µ
�%' "��%'��' '!������%

σ
��/ � ����

Y ∼ ,
(µ, σ)

� $ ��&�� ��) ���� � ,��# �� /�������� %�� �������
/ � ����� ���&�� � %

(µ, σ)
� 1 � ���&������/ � ��� ��&�� - µ 	������� ��� 	�����

� % ��� /������ � ��	� �/% �� 	������/ ���� ��� ��� ���&� �%
µ
� 
� ��� �����

���/ -
σ

	������� ��� �����/ � �/% �� � ��� ������ ���&�� �%
σ

��� # ��� �����/
�&� � �/% �� � ��� �# �����

σ
��� ������� �

$ ��&�� ��) ��� ���/&	�/ � ��� %����� ��� ����� �� �
� �� ��� 	 �� � � � ���� � 
� �� 
$ �� 	 � ��� 	 � � �� � � 
 �
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• � ��� 	���
 	�#�&��� ��� ,��# �� �/% � (�� � ��� ���&# ��� �� ��� ���
� %

x
���&�� � ��� ��	��/ ���&# ��� �� ��� # ��� � ��� ����/ ���&# ��� ��

��� ����/��/ /�������� �

1 � � %&����� ���&�������� - $ ��&�� ��5 ���� � � ��������# �% ��� � 	��� ��# �
�����&��� �◦� � ��	��/�/ �� ��� 1������	 
 	��� %��# ��&� �5") �� �553 ��
� /���� � % ���� # ����� - ���� '� /������ ,���� �����&/� ��/ "� /������ ����
������&/� � (�� ,

(5.87, .72)
/������ �� �&����# ����/ �� ��� ��������# � (��

,��# �� /������ ���������� ��� /��� # �/������� ���� � �� � ��� ��&/� � 	���
��# �����&��� �� #&	� # ��� /����� �� � ������ �% �+�#���� �������� � ���
*+�# ��� ��� �

$ ��&�� ��5 ��� ���/&	�/ �
� ��� 	 � � 	��$�� � ���$� ����	����%�� � � ���$� ��� ���� � ������
 	 ���
 � ����� �� 

� �� ��� 	 � � � �� � ���	���� 

����� 	 � � � ��� 	 � � � ��� 	� 
 � � 	� 
 
 


• (�� ��� ��#� ����&��� ��� �� � ��	��� � �

• � ��� ���/&	�� � ��������# � (�� ���&# ��� 	��$�� 	�&��� ��� �����	��
�	��� ��  � ��������� /������ ������/ �% 	�&��� �

• (�� ���� � �� ��� ���� '� ���&�� �% � �� ��� ��������
[4, 7.5]

�� ���	�
�� ����&��� ��� ,��# �� /������ %�� �������� �&�� ���� �

• ����� / ������� ��� ,��# �� /�������
1 � &�&�� - ��& ���& �/ ��� �� &�/������/ ��� 4 	�## ��/� �

(�� %&�	���� �� ��� 	� ��% ���	 
 ��������� � ���/�# ��# ��� %��# � ,���
# �� / �����&���� � � �� ��� ��#��� ���� � �% �� ��� # ��� � ��/ ��	 �� ��� �����
/��/ /�������� � (� /�# �������� - �� ��� �������� � ��#��� �% ���� ��� %��#
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$ ��&�� ��5 	 
 	��� ��#� ����&��� ��
45◦

,
, 30◦� - ����# /���� � (��

,
(5.87, .72)

/�������




) ���� ��� �� ������ �����

��� ,
(5.87, .72)

/������- ��� /������ �� $ ��&�� ��5 - ��/ 	�# ���� ��� ��# ���
��������# �� ��� ��������	�� /������� $ ��&�� ���� �� � ���� � ��� 	�#������� �
2� ���� � ��&� ��� ���/ � �� 	�� � �+� �	��/ ������ � ��������# ��/
��� ,��# �� /������- %�� � ��#��� �% ���� ���&�/ ��� �� ��� # ��� �/��� 	���
���� ��� ��#��� ��� �	�&���� ��������/ %��# ��� ,��# �� / �����&���� � 2� ��
����������� �� 	����/�� ������� ��� �� �� $ ��&�� ��5 �� #&	� ����� �
$ ��&�� ���� �� � ��� ���/&	�/ �
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� ��� ���� ��� � ��� ,��# �� / �����&����� �� �� !� ��! !�� &��%& � �� �����
�� ���#� � % &���� � % ����/��/ /�������� - �� ��# ��� "��%'��' #%��" � 
�� �����
/��/ &��� ��&��� ��� ����/��/ /�������� � 2� $ ��&�� ���� �� � ��� �&#�� ! �!�� ��&� � ����/��/ &��� � ��� ��� # ��� - ����� ��� �&#�� ' �� �� ��&� 
����/��/ &���� ���� ��� # ��� � (� ��� ��� ���� �� � &��%& � ��� �� ����� -
$ ��&�� ���� �� � ����� ��� ��# ��� %��# $ ��&�� ���� �� � - #& ���� ���� � 5�� ��/
�//� "
 - �� ��#& ���� ��# �����&��� # ���&��/ �� ◦$ ������/ �% ◦� � (�� ����
�����#� �� ������ �� � ��/ �� � ��� �������� / ������  �	�&�� 4 ��� 	����� ���
��  �&�/����� / � ������� � &� ��� ��� ,��# �� 	&���� ���� �/����	�� ���� �� �
,�� 	����/�� ��# � ��# �����&��� - ��� 6.5◦

�
= 43.7◦

$ ��/
4.5◦

�
= 40.1◦

$ �
���������/ ��� ��#�����&��� �		&�� 	��������/ ��� � ����� �� ��� ����� � 1
�����	�� ���� �� ! �� �� ����� �� � / �� �/�� ��� /������ ���� ��� ��	����� �+�	���
	����&��� �� ��� ��� ��	����� 	�����/ � � �����	�� ���� �� '" �3 �� ����� �� � �
1 ��# ���� �����# ��� ���/� %�� ' �� ��/ '� �� � (�� ����� �� ���� ��� ��� /���
���� 	&���� ���� �+�	��� ��� ��# � ����� � (��� ��� �/����	�� �+	��� %�� ���
�	��� �� ��� ���������� �+ �� - ��/ ���� �	��� �� /����# ���/ � ��� ����/��/
/�� ������ � .���/��/ &���� ��� � �	����%��� ��� �% ����� ��� ��&� ��� ��	�&�� �(� 	�����&� - �� 	�������/ ��� ��# �����&��� �� ������ �� � ��/ �� � ��
����/��/ &���� - ��/ ������/ ���# �� ����� ��� � 
�	� ����� - 4 # �/� � ��������
/ � ����� 	���	� %�� ��� ��  �&�/����� - &� ��� ,��# �� 	&���� ��� ���� ���
��# � ����� �
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$ ��&�� ���� 	 �� � 	 1 ��#��� � % ���� ��� %��# ,
(5.87, .72)

��/ ��� ,
(5.87, .72)/������� �� � 	 1 ��#��� �% ���� ��� %��# ,

(42.566, 1.296)
��/ ���

,
(42.566, 1.296)

/������� ��� 	 1 ��# ��� �% ���� ��� %��# ,
(0, 1)

��/ ���
,

(0, 1)
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���
Y ∼ ,

(µ, σ)
��/ /���� � ��� ���/�# ������� Z = (Y − µ)/σ

�
Z�� �� ����/��/ &���� � 2� ����� ��� # ��� ����/��/ &���� Y

�� ���� ��  ������� # ���
µ
� � ��� �� ��� / �����&���� �%

Z	 (�� ������� ��� �� ��/ �&� ��
�� 	��	& ���� pZ

- ��� /������ �%
Z
- ��/ ��� ������� �� ��	������ �� � $��#

(�����# ���-
pZ(z) = pY (σz + µ)σ =

1√
2π

e−
1
2
z2

���	� �� ��	������ �� ��� ,
(0, 1)

/������� 2 �� �-
Z ∼ ,

(0, 1)
� (�� ,

(0, 1)/ �����&���� �� 	����/ ��� "��%'��' � �� �� / �����&���� �

	
� ������ � ������ � � ��� � ��� � �� ���
6 �	��� $ ��&�� ��" ��� � ��� � 2� ��	� ����� ����� �� � ��������# �% � /���
��� ����� � ��� �� ����# ��� �% ��� &�/���� ��� �/% �� �#%

p
� 2� ��	� 	���

�� ���� %�&�/ � / �����&���� ���� # ��	��� ��� /��� ��������� ���� - &� ���
/ �����&����� �� ���� /���� ��� ��� ��� ���� ���� ���� # ��	� ���� � �� 	�& �/# ��� # �/��� 	������ �� ������ / �����&���� ��/ ����� ���� � ��������� ���/
# ��	� � �&� �������� �/% �� ���� ��� %�� ��� ��� ����� ���& �/ � ��&����# �&�/ �����/ � ��� � 	����� ���&�/ )◦ ��/ � �����/ ���� ������ %��# ��&�
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!◦ �� � �&� ��◦ � 1�/ �� ���  ����# ����� �� ��& �/ ���� � / �����&���� � ���
� � ��� ���&�/ 
 �� " ��/ � ������� ����� ���/ ���� �

2� ������ 	��� - ��� /������ �% ��� / �����&���� # ����� ���� ���� ����� 	������
%���&��� � .� ��������	���� �%��� ���/ �� ��%�� �� ��� 	����� - �� �� 	����� - �%
� ��#��� �� � / �����&���� ��/ ���� �� ��� �����/ � .�	���� ��' ����� ��# �
�% ��� ��������	�� &�/���������� %�� ���� ��� ��&� 	������ ��/ �����/� �%
/ �����&����� �
���	� �� � ��
4��� �� � � ������  ����  � �� !�� ���� �� � � � ��  � �� �!�� �� �����  ��! � " �� ����"
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. �# ������- # ���� ��� �%��� &��%& � �� /��	�� ��� / �����&����� � $�� �+�#��� -

��� # ��� � % ��� �/% �� ��� &���� ����� �% $ ��&�� ��" �� ��&� ) ��- ��� ��# � ��
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(yi − ȳ)2.
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Var(Y ) = E(Y 2) − (EY )2 �� ���$ �
Var(Y ) = E((Y − EY )2)

= E(Y 2 − 2Y EY + (EY )2)

= E(Y 2) − 2(EY )2 + (EY )2

= E(Y 2) − (EY )2
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� ��

(30, .5)
/ �����&���� � ���  ����# ����� ���� � ��� ,

(0, 1)
/ �����&���� �
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� ����#����� 	 ,
(0, 1)
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• ����� � 	� � � � � � � � � � ���	�� � ��	�� � 
�� � ���
 �//� ���
��� � �� � ���� � .�� ��� /� 	&# �������� %�� ��� # ������ �% ��� ���
�&# ���� �

• ���� �//� ��+� �� � ���� � .�� ��� /�	&# �������� %�� ��� # ������ �%
��� ���&# ���� �

� ��;�	�
; � �� �8
	 �;	 � � (��
r �
��  � !%� �% � ��#���

y1, . . . , yn

��
���/�# ������� Y

�� /����/ ��

n−1
∑

(yi − ȳ)r �%�� ��#�����
E((Y − µY )r)

�%�� ���/�# ���������
������	�� ��� ��	��/ # �# ���� � ��# ���� ���� ��� ��	��/ ���� ������

�����	�������
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4 ��� & ���� �� %&�	����� �� 	�#�&�� # ���� ��/ ������	�� ��/ 	�� 	�#�&������� # �# ���� ������� ,��� ���� 4 &��� ��� / �� ����
n − 1

�� ��� /�������� �%
������	� �

� 	 �� 4 �� 
��
% ���� � �� ��� � �� ��� � �� 	� ���
  ���� �$%� ���
� �� �$ �� �� 	 � � � � �� 

� �� ���� 	 � 
 � ��� � ���
� �� ��� 	 � 
 � ��� ��� ��� 
�
� �� ���� 	 � 
 � ��� ��
���� 	 	� �� 
�� 
 � ��� �� �� � �����
�%� �� �� ���� 	 	� �� 
�� 
 � �%� ��� ��� 
�
�%� �� �� ���� 	 �%� �� 
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	� ��� 	 
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• �$ �� �� 	���
 ��������� ���/�# /��� � %��# ��� ���# ��� / �����&���� �(�� � ���� ��� # ��� /��� � �� �������� � (�� � ��/ �� ��� ����
��� /��� � ��� ��  � %��# ��� � ��

(100, .5)
/ �����&���� �

���
h  � � %&�	���� � (���

E[h(Y )] =
∫

h(y)p(y) dy
�∑

h(y)p(y)
�� ���

/ ��	���� 	���� �� ��� �+��	��/ ���&� �%
h(Y )

��/ �� 	����/ � � !% !����� !'  �� !%�� (���� ��� ��# ���# �� ��� ���� �� ����&��� E[h(Y )]
� 
�� �� �� ����&������ �������� � (�� ����� �� �� ���

X = h(Y )
- ��/

pX
- ��/ ���� ����&���

E[X] =
∫

xpX(x) dx
� $�� �+�#��� - ���

Y
���� �/%

fY (y) = 1
%��

y ∈ (0, 1)
-

��/ ���
X = h(Y ) = exp(Y )

�
8 �	�
9 �

E[h(Y )] =

∫ 1

0

exp(y) dy = exp(y)|10 = e − 1.

8�	�
9 7

pX(x) = pY (log(x)) dy/dx = 1/x

E[X] =

∫ e

1

xpx(x) dx =

∫ e

1

1 dx = e − 1

2%
h

�� � ������ %&�	���� ����
E[h(Y )]

��� � �����	& ����� ��������� %��# �
���
��	 � �� � �$

X = a + bY
�� !%

E[X] = a + bE[Y ] �



'
 ���� ��� �� ������ �����

� ���$ � �� ����� ��� 	�����&�&� 	��� � ��� / ��	���� 	��� �� ��%� �� �� �+��	��� �

EX =

∫

(a + by)fY (y) dy

= a

∫

fY (y) dy + b

∫

yfy(y) dy

= a + bEY

(���� �� � 	��������/ ��� ������# %�� ������	� �
���
��	 � � � �$

X = a + bY
�� !%

Var(X) = b2 Var(Y ) �
� ���$ � �� ����� ��� 	�����&�&� 	��� � ��� / ��	���� 	��� �� ��%� �� �� �+��	��� �
���

µ = E[Y ]
�

Var(X) = E[(a + bY − (a + bµ))2]

= E[b2(Y − µ)2]

= b2 Var(Y )

	
� ����� � � ��� ���� ��� ���� ������� ���������
���

.�������	���� �%��� ���� �� /��� ��#& ������&��� � ��� ��� ����������� �% ����
���� ������ - �&�������� - �� ���/�# �������� � $�� �+�#��� - �� # �� 	�����%�
������ �� � 	��� �		��/ ��� �� � �����	�� ����� �
 ������� ��/ �&����� %�� � �	����
��/ ��%����/&# � ���

A
��/

S  � � ����� �� �
 ������� ��/ �&����� - ���� �	��������

A =

{

D
�%  �# � 	���

R
�% 6 ��&��	��.

��/
S =

{

Y
�% �� %����

N
�% ������/

.&����� � � ������ ������������ ��/� ���� )�� �%  �# �	���� ��/ "�� �%
6 ��&��	��� %���� ���  ��/ ��%����/&# � (�� )�� ��/ "�� ��� 	����/ &�% �'����%�� ����������� �	�&�� ���� ��� 	��/ ������� �� ����� �
 ������� � (��
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$ ��&�� ���' 	 ����� ��#� ����&��� �◦� � �� ����# /���� - �����&/� 
� - "� - '�/������ ,���� - ������&/� 
� - "� - '� /������ ���� - � ��� ����/��/ /���������



'' ���� ��� �� ������ �����

$�� 1������
 �# �	��� ')� �
� !��6 ��&��	�� �'� 
!� '��!
� ")�

(��� ��� 	 ����� 1
 ������� ��/ 6 �%����/&# .&�����

�������� %�� 	��/ ������� ����������� ��
pS |A

� 1 � &�&�� - ��� �&�	���� ��/ ��
	���� ���	� ���/�# �������� �� ��� ���� ��� ��&� � .� �	��	����-

pS |A(Y |D) = 0.80; pS |A(N |D) = 0.20;

pS |A(Y |R) = 0.35; pS |A(N |R) = 0.65.

�� ��� ���� 	��/ ������� ��������� ����
S = N

�����
A = D

�� � �
�� - ��	 �.&����� %&����� ���� !�� �% ������ �� ��� 	��� ���  �# � 	���� � (���
)�� �% !�� � ')� � % ��� ������ ���  �# �	���� ��� %���� ��� ��%�����
/&# � (�� ')� �� 	����/ � � ��%� ���������  �	�&�� �� �� ��� ���������� %

(A = D, S = Y )
� ������� (�� �������� ��

pA,S(D, Y ) = .48
� ����� ��� -

pA,S(D, N) = .12
�
pA,S(R, Y ) = .14

� ��/
pA,S(R, N) = 0.26

� (��� ��� �&# �# ������ ��� 	��	& ������� � (�� �&�������� �!� - �'� - �!
 - ��/ �") ��� 	����/ ��� �%�� ����������� � (�� ��# � /������ %��# �������	�� ������� - �	�&������ ���� � ������ �� ��� # ������ �% ��� ���� � �������� ����������� ���
����������� %�� ��� ������� ����� - ��� ��/ ����� ����������� ���� �� ���
��� ���� ��� � �&� ��� ����� �

(�� �����
A = D

	�� � ����������/ ���� ��� ��� �# ����� ������
(A =

D, S = Y )
��/

(A = D, S = N)
� .�

pA(D) = .60 = .48 + .12 = pA,S(D, Y ) + pA,S(D, N).

(�� �����
A = R

	�� � ����������/ ��# ������� (�� - ��� �����
S = Y

	��  �����������/ ����
(A = D, S = Y )

��/
(A = R, S = Y )

� .�

pS(Y ) = .62 = .48 + .14 = pA,S(D, Y ) + pA,S(R, Y ).

(���� 	��	& ������� ���&������ � ������� ����	�� �� 	 �� � !� �  ��� �%�� � ����������� $ �� �% ! �������!� �'' �� ! � ��%� � ����������!" $ �� �� � ���# !" �$ �� ! ��� !�
�������!� (�� ������� %��#& ��� %�� ���� ��� ��#& ������&��� � ��� ��� / ��	����



��� � ���� �� �������� ��� ���� ������� ������ ����� '�
���/�# �������� X

��/
Y

���

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY |X(y | x) = fY (y) · fX |Y (x | y)
����'�

fX(x) =
∑

y

fX,Y (x, y) fY (y) =
∑

x

fX,Y (x, y)

.�# ���# �� �� ���� � ���� ����������� ��/ ���/ �� ��/ # �������� ��/ 	���
/ �������� � ��# ���# �� �� �� ��� ����� ��� ���&�/ � 1�/ ��# ���# �� �� ����

fX��/
fY |X

��/ ���/ �� ��/
fY

��
fX |Y

� (�� %����� ��� ����� �� �� �+�#���
�% ��� ������ � 2� �� � 	�## �� �����# �� /�&� ������� - / ������ �	������� -
��������� ������� - ��/ # ��� ����� ���/� �

(�� �����	������ �� �� �������	 	�#� ������� ��� ��  � ���/�# �� �����/
%�� ������/ &�� � (�� ���� �� 5�� �		&���� �� ��� %����� ��� ����� 	 %�� ��������
��� &�� ������/� - ��� ���� ��� � 5�� 	���	� �% ���&����� � �������� ���& �� � %������&���� - ��� ���� ��� � ��� 	���	� �% ���&����� � �������� ���& �� � .&��������� ���� "�� � % �������� &�� ������/� � 1� ������� �� ���/�# �� ����	��/ � � ��
���� ���&��� � �������� ���& �� � � ��� �� ��� ��������� ���� ��� �� � ������/
&���	(��� �� � �����# � % ��� ���/�# �������� - U

- ��� ������/ &�� �% ���
������� ��/

T
- ��� ���� ���& �� �% ��� ������� � ���

U = 1
�% ��� ������� &���������/� �

U = 0
�% ��� � ���

T = 1
�% ��� ���� ���& �� �� �������� �

T = 0
�% ��� �

�� ����
fU |T (1 | 1)

� �� 	�� 	��	& ���� fU |T
�% �� ����

fU,T
� ��/ �� 	��

	��	& ���� fU,T �	�&�� �� ����
fU

��/
fT |U

� � �	��������-

fU , fT |U −→ fU,T −→ fU |T

(�� 	��	& ������� ���

fU,T (0, 0) = (.7)(.9) = .63 fU,T (0, 1) = (.7)(.1) = .07

fU,T (1, 0) = (.3)(.1) = .03 fU,T (1, 1) = (.3)(.9) = .27

��

fT (0) = .63 + .03 = .66 fT (1) = .07 + .27 = .34

��/ ������

fU |T (1 | 1) = fU,T (1, 1)/fT (1) = .27/.34 ≈ .80.
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T = 0 T = 1
U = 0

�!" ��3 �3�
U = 1

��" �
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(��� ��
 	 .�����/ � �� ��/ (��� 6 ��& ���

2� ����� ���/� - ���� ���&�� ��� ���� �� 5�� �		&���� - ��� ������� ��� ����
�� )�� 	���	� � % &���� ������/� � 2% ���� /���� �� ���# ���& ������� ��������� -����� � % � ����� �&# �� �% �������� - ��� ��� � 1�&� "� � ���  � ������/ &���� �%
���# ��&� 
3 � ��� ���� � ������� � 1�&� 3� � ���  � ����&���� �% ���# ��&�3 � ��� ���� �������� � .� ����� � ���  � ��&� "' �������� ��� ���� �������� - �%
���# ��&� 
3 - �� )�� � ���  � &���� �(��� ��
 �� ������� �������������� �% ��� ��# � �����# � 2� �� �#�������
��  �	�# � %�# ����� � ��� ��� 	��	���� ��/ �������� �� ���#� �% # ������� -
	��/ ������� ��/ � ���� / �����&����� - ��/ ��� �� ���� ��� ������� �� ��� ��& �����������������  �	�&�� �� # ��� 	�#���	���/ �����#� ����� �� �� 	���������
��& ��� �������������� �

*+�# ��� ��! �� � %&����� ���&�������� �% � ���� - 	��/ ������� - ��/ # �������
/ �����&����� �
���	� �� � �� ����9��;��
	#����� ,�� ��  � �!��� �� � ���  .�� � �� � �# ��  ���� �� ��� � ��� !� ���  ��� �*
���� ��� � ��!�� � � ��� �! . .� � �� � �� 2������ �� �� 5�  � 	�� ��� �� � ����� ��
���� � � � �����  � �� �� 2� � ��� � &� � �� � �! �� �!��  �� � � �� � �! �� ��� "
���

N
�� ��� �!���  �* ��� ���� ���� ���� ���  �� � 6!����� ����

N ∼ 4� 
(λ)*�  ����

λ > 0
� 	��� ���� ��� � � ��  � �� �.�  � �� � ���  �  �! . .�� �� ������

�� � �� ���� ��� ��� ��#� ��� � ���
θ

�� ��� � � ������ �* �! . .� � ���
X

�� ���
�!���  �* ���� ���� ���� �! . .� � 6 !����� ���� ��� �! . .� � �* ��� ��� ���� ���
� ��� �� ����� �� ��� �! . .� � �* � �� ����  ���� ��� � 5 ���

X ∼ � �
(N, θ)

�
&� ! � , �,� ���� � ��� ���� � �� .� �!�� �* � �� ��  

(N, X)
� 5 �� � � ����� ��

���� � ���� � �� ���� �* ��� �� ��� � &� ! � , �,� � � �������
fN,X

� ��  � " ��
!�!� �" � �� �!���  �� �� ����� � ��� .� � ���� �� � � �� �� �� ���!� � &� �#����� "
fN,X(3, 2)

� � �� � ������� � ���
N = 3

���
X = 2

�
5 �� ��#� ��� � � �� -� ! � � !� � ��� ��� ) � �� � � ����� �� � � � 2� �� ��  "

*�  �#����� " � �� �.���
N = 3

� 5 ��� �.��� ��� �� �� � � � ��� ��� ��� *� ! 
��� ���  �.� ���

(N = 3, X = 0)
"

(N = 3, X = 1)
"

(N = 3, X = 2)
" � ��
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0 1 2 3 4 5 6 7

0
2

4
6

N

X

...
...

$ ��&�� ���� 	 ���# ���� �� ���&�� �%
N

��/
X
- ��� �&#�� �% ��� ���/ �����

��/ ��� �&#�� ���� �&�� ��� �

(N = 3, X = 3)
� 6�

fN(3) = fN,X(3, 0) + fN,X(3, 1) + fN,X(3, 2) + fN,X(3, 3)

5 �� 4� ��� � ���� � *� 
N

����
fN(3) = P[N = 3] = e−λλ3/6

� �!� ��� � ���
���� �

e−λλ3/6
� . ��� ��� ��� *� ! �� ��� 5 ��� �� � ��  � ��� � ��� � � ���� � *� 

X
����� � � 5 �� � . � � � � ���� ���� � �� �� ��� � ��� � � � � ����� ��

(
3

0

)

(1 − θ)3

(
3

1

)

θ(1 − θ)2

(
3

2

)

θ2(1 − θ)

(
3

3

)

θ3

5 ��
e−λλ3/6

� � �� � �� � � � ������ ��� ��� ��� � � �� �� ��� � �7�!��� �
� � ���� � 5 �� ���� � � � � ����� �� � ��.� � � #)%� ���)%
 " � � ����� �� ��� ���
��� ��� /�� 
 � ��� � � �� �� � � �� � � �

N = 3
� 5 �� ����� � � �

fX|N(2 | 3)
� 

P[X = 2 |N = 3]
� 5 �� ) � �� � ������ �� � �

fN,X(3, 0) =
e−λλ3

6
(1 − θ)3 fN,X(3, 1) =

e−λλ3

6
3θ(1 − θ)2

fN,X(3, 2) =
e−λλ3

6
3θ2(1 − θ) fN,X(3, 3) =

e−λλ3

6
θ3



') ���� ��� �� ������ �����

1� ����  � �"

fN,X(n, x) = fN (n)fX |N (x |n) =
e−λλn

n!

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x

' � ��� ��� �� � � �� �� ���  ����� �
fX

" � �� ��* *�  � �� �!���  �* ���� ����
���� � �� ��  ��  !��� ��� ��� ���!��� � � � � �� � �! �� ��� � &� � �� � �! �� 
�!���  

x
"

fX(x)
� ��� �� � � �� � &� ! � , �,� � �� �� ��� �� �� ��� � ��� �� 3

 ���� �� �� ��
X = x

� 5� ���
fX(x) ≡ P[X = x]

" �� �!�� ��� !� � �� � ��
� � ����� �� � � ���� ��� �

fX(x) =
∑

n

fN,X(n, x) =

∞∑

n=x

e−λλn

n!

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x

=

∞∑

n=x

e−λ(1−θ)(λ(1 − θ))n−x

(n − x)!

e−λθ(λθ)x

x!

=
e−λθ(λθ)x

x!

∞∑

z=0

e−λ(1−θ)(λ(1 − θ))z

z!

=
e−λθ(λθ)x

x!
5 �� ���� ��!� ��� *� ���� � � ��� ∑

z · · · = 1
����!�� � � � �� �!� �* � � ����� ��

*  �� ��� 4� 
(λ(1−θ))

� ��  �!� � � � 5 �� - �� �  ��!�� �  ���� ���� �� � � � ������
*  �� ��� 4� 

(λ∗)
� ��  �!� � � � ��  �

λ∗ = λθ
� 6�

X ∼ 4� 
(λ∗)

�
1� ��� ��  .�� � � �� !��� ��� �!��� � !� � �

z = n − x
� 5 �� �  �� � �� ��

 ������  �� �
$�� 	�����&�&� ���/�# �������� - 	��/ ������� ��/ � ���� /�������� ��� � ����

���
pX |Y (x | y)

��/
pX,Y (x, y)

�����	������ ��/ - ������&��� �� *�&����� ���'
�� ����

pX,Y (x, y) = pX(x)pY |X(y | x) = pY (y)pX | Y (x | y)
������

pX(x) =

∫ ∞

−∞
pX,Y (x, y) dy pY (y) =

∫ ∞

−∞
pX,Y (x, y) dx

(�� ����	 �� ��� ��# � �� %�� / ��	���� ���/�# �������� � 2� ��/�� %��
(X =

x, Y = y)
�� �		&� �� ���/ ������ �% ��� %����� ��� �

� � $ ����
X = x

�		&�� ����
Y = y

�		&�� � (�� ����������� �% ����
���� ����� �� �&�� pX(x) × pY |X(y | x)

- ��� ����������� ����
X = x



��� � ���� �� �������� ��� ���� ������� ������ ����� '5

�		&�� ��# �� ��� ����������� ����
Y = y

� 		&�� &�/�� ��� 	��/ �����
����

X = x
��� �����/� � 		&��/ � �� ��������� �� �� �&���� �	�&�� - %��	�����&�&� ���/�# �������� - ��� ��������� �� � � �&� ���������� � ��

� &��%& � ��� �� ����� ���& ��������


 � $ ���� Y = y
�		&�� ����

X = x
�		&�� � (�� ��������� �� ��# ���� ��

���� �� ���# ��
0&�� �� %�� ������ ���/�# �������� - ����������� ��� ��������� �% ��� /���

����� 2%
A

�� � ������ �� ���
(x, y)

����� -
P[(X, Y ) ∈ A] =

∫

A
p(x, y) dx dy

-
����� ∫

A
. . .

��/ �	���� � /�&�� �������� ���� ��� ������
A
�

0&�� �� %�� / ��	���� ���/�# �������� - ��� &�	��/ ������� /������ �% � ����
/�# ������� �� 	����/ ���  ��� �%�� /������ �

pX
��/

pY
��� # ������� /�������� �

���
B ⊂ R � � ��� � .��	� � /������ �� ���� %&�	���� ���� #&��  � ���������/

�� 	��	& ���� � ���������� - �� ��� ���/ -
P[X ∈ B] =

∫

B
pX(x) dx

� 
� ���
����� ���/ -

P[X ∈ B] = P[(X, Y ) ∈ B × R] =

∫

B

(∫

R

pX,Y (x, y) dy

)

dx

���	� �#�����
pX(x) =

∫

R
pX,Y (x, y) dy

�
1� �+�# ��� � ��� ���� ���&������ � 1 	&���# �� 	���� ��� 	�#�&��� � ��� ���� �

���
X  � ��� �# �&�� � % ��# � �� �� ��/� �� ���/ ��/

Y  � ��� ����� /&�������% ��� 	��� � (�� �# �&�� � % ��# � � 	���& ����� �� ��/� � ��� ��# �%��� ��� 	���
�� �������/ ��

W = Y − X
� .&����� ��� � ���� /������ ��

pX,Y (x, y) = e−y ��
��� ������

0 < x < y < ∞ �
� � ���� �" �� !  ��� �%�� '!%"��� �$

X �

p(x) =

∫

p(x, y) dy =

∫ ∞

x

e−y dy = −e−y

∣
∣
∣
∣

∞

x

= e−x


 � ���� �" �� !  ��� �%�� '!%"��� �$
Y �

p(y) =

∫

p(x, y) dx =

∫ y

0

e−y dx = ye−y

" � ���� �" �� ! &�%'����%�� '!%"��� �$
X

� ��!%
Y �

p(x | y) =
p(x, y)

p(y)
= y−1



�� ���� ��� �� ������ �����

' � ���� �" �� ! &�%'����%�� '!%"��� �$
Y

� ��!%
X �

p(y | x) =
p(x, y)

p(x)
= ex−y

� � ���� �" �� !  ��� �%�� '!%"��� �$
W �

p(w) =
d

dw
P[W ≤ w] =

d

dw

∫ ∞

0

∫ x+w

x

e−y dydx

=
d

dw

∫ ∞

0

(

−e−y
∣
∣
∣

x+w

x

)

dx

=
d

dw

∫ ∞

0

e−x(1 − e−w) dx = e−w

$ ��&�� ���! ���&������� ��� � ��� ���� 	��	& ������� � $�� �&������� � ��/ 
 -��� ������ 	�# �� %��# &���� *�&������ ���� � (�� ���� ���� /�������� 	�# �
# ��� �� ��� ��# ��� � % ����������� � 2� �&������ �- %�� �+�#��� - %�� ��� �����	& ������&� X = x

-
Y

������ %��#
x

�� ∞ - �� 	�� � ���� %��# ����� ��� �% ��� ���
&�� � (��� �� ����� ��� ��# ��� �% ����������� 	�# � %��# � 2� �&������ 
 - %�� ���
�����	& ��� y

-
X ∈ (0, y)

- ���	� ��� ��� ��# ��� �% ����������� � ����� �/ � ���� �
��� 	��/ ������� /������ �%

X
�����

Y
%�� ����� / ������ ���&�� �%

Y
� �� ���

���� ��� /������ �%
X

�� &��%��# �� ��� ��������
(0, y)

� .�� .�	���� � �' %��/ ��	&����� � % ���� /������� ����� �/ � ���� � ��� 	��/ ������� /������ �%
Y

�����
X

%�� ����� / � ����� ���&�� �%
X
� 2� ���� � - � ��� - ����

Y > X
��/ ��	��/ -

���� ��� /������ � %
Y
/�	��� �+������������ .�� .�	���� ��" �" %�� / ��	&������ % ���� /������� ����� �% � ���� � ��� ������ �% ����������� %�� �&������ � � (������ ��# � �� &�/������/ ��� # ����/  ���� &��/ �� ������ �&������ � �� ��� /������ � ��� � ���/�# ������� X

- ��# ���# �� ��� �/% �� ����� �� &���/ �� 	�� 	��	& ���� ��� �+��	������ 	

E(X) =

∫

xp(x) dx.

�(�� �������� �� �����	�/ � � �&# �%
X

�� / ��	���� �� 
 ���� ��# ��
X

������
# ��� ���&����� �� ���� �% � ����

(X, Y )
��/ ��� �+� �	������ ��

E(X) =

∫

xp(x, y) dxdy.
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(f)

x
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$ ��&�� ���! 	 �� �	 ��� ������ � %
R2

�����
(X, Y )

���� � �� � 	 ��� # �������
/������ � %

X
� ��� 	 ��� # ������� /������ �%

Y
� �9 �	 ��� 	��/ ������� /������ �%

X
�����

Y
%�� ����� ���&�� �%

Y
� �� � 	 ��� 	��/ ������� /������ �%

Y
�����

X%�� ����� ���&�� � %
X
� �� � 	 ��� ������

W ≤ w



�
 ���� ��� �� ������ �����

(�� ��� %��#& ��� ��� - �% 	�&��� - ��& ������� � �&� ����
X

/��� ����� �� ����
� % � ���� - ����� �� ����� ������� ��� �� � ���

p(x)
��/

E(X)
	

pX(x) =

∫
(
pX |Y (x | y)

)
pY (y) dy = E

(
pX |Y (x | y)

) ����!�

E(X) =

∫ (∫

xpX | Y (x | y)

)

pY (y) dxdy = E (E(X | Y )) .
����3�

(�� �������� /������� ��# � �+��������� � $�� ��� �&# �� x
-
pX |Y (x | y)

�� �
%&�	���� � %

y
- ���

g(y)
� (�� # �// �� ���# �� *�&����� ���! �� ∫

g(y)p(y)dy
-

���	� ��&��� E(g(y))
- ���	� �� ��� ����� ���/ ���# � .�# ������-

E(X | Y )
�� �

%&�	���� � %
Y
- ���

h(Y )
� (�� # �// �� ���# �� *�&����� ���3 �� ∫

h(y)p(y)dy
-

���	� ��&��� E(h(y))
- ���	� �� ��� ����� ���/ ���# �

���	� �� � �� ����9��;� � �
;	�;��9 �
	#������ , �� ��� ,�� � ��!����

(N, X)
" � �� �!���  �* ��� ���� ���� � � *� ���

�!��  �� � �� ��� �!���  �* � ���� ���� �! . .�� �.�  ��� � ���  � 	#����� ,��
�!������� ��� ���� �� �� � ���� �

N ∼ 4� 
(λ)

���
X |N ∼ � �

(N, θ).

	�!�� � � ,�,+ ���� � ����
E(X)

��� �� ����!��� ��

E(X) = E (E(X |N)) = E(Nθ) = θE(N) = θλ.

���	� �� � �� ������ � �
;	�;��9 �
	#������ , �," , �/ ��� ,�0 ��  � �!��� ��� ���� �* �  � �� � 	#����� , �� �� ��!�����
��� ������ �* � ���� �

���
X =

{

0
* � �����  �����

1
* � �����  � ��

X
��� � ��  ��!�� � ��  �!� � � � � � � � �  � �� �� - ��

P[
������  � ��

] = pX(1) = E(X).

'���� �! � �� ! ��� � ��
pX(1) = E(X)

�( ���
Y

�� ��� � !����� �* ��� 2���3� !�



��� � ����������� � �������� �� � ���������� �� �"

 � ��� 	�!�� � � ,�,+ ����

E(X) = E (E(X | Y ))

= E(X | Y = 2) P[Y = 2] + E(X | Y = 3) P[Y = 3]

+ E(X | Y = 4) P[Y = 4] + E(X | Y = 5) P[Y = 5]

+ E(X | Y = 6) P[Y = 6] + E(X | Y = 7) P[Y = 7]

+ E(X | Y = 8) P[Y = 8] + E(X | Y = 9) P[Y = 9]

+ E(X | Y = 10) P[Y = 10] + E(X | Y = 11) P[Y = 11]

+ E(X | Y = 12) P[Y = 12]

= 0 × 1

36
+ 0 × 2

36
+ E(X | Y = 4)

3

36

+ E(X | Y = 5)
4

36
+ E(X | Y = 6)

5

36

+ 1 × 6

36
+ E(X | Y = 8)

5

36
+ E(X | Y = 9)

4

36

+ E(X | Y = 10)
3

36
+ 1 × 2

36
+ 0 × 1

36
.

6� � � ���  ��� �� �� - ��
E(X | Y = y)

*�  
y = 4, 5, 6, 8, 9, 10

� 5 �� �� ��!��� � ��
� � � �� � � �� � � � � �� �� � �� �* ���� �� ��!��  ��� � ���

w = E(X | Y = 5)��� ���
z

������ ��� ��#�  � �� �* � �� � �� � � ��� � ��� ���� ������� ��� �� ���
�� �� " � �� � �  � �� �* � �� � �� ��� �� �� ���� � �� � !������ � ��% '*

z = 5
( " ")�!

'*
z = 7

( " �  	)"" 
& 
 �% '*
z

� � ������ � ���( � 5 ��  �*� �

w = 1 × 4/36 + 0 × 6/36 + w × 26/36

(10/36)w = 4/36

w = 4/10.

' *��  � � �� �� ��!��� � �� *� � �� ����  ���� � �� �� ��� �� - ��

E(X) =
3

9

3

36
+

4

10

4

36
+

5

11

5

36
+

6

36
+

5

11

5

36
+

4

10

4

36
+

3

9

3

36
+

2

36
≈ .493.

2 ��� � � .�  � *�  ���� 
 � �� �� !�� ��� � ��� � � �� �� ���� �

	
� � � ������� � ��� ������� � ����� �������
2� �� �%��� &��%& � �� /��	�� � �� # ���&�� ��� /����� �% ����	������ ������ ���
���/�# �������� X

��/
Y
� (�� 4 /������ �� �� ���� �/�� � ���/ �+�#��� � 2�



�' ���� ��� �� ������ �����

	������� ��� ������� ��/ � �/��� �% ������ ��/ � ����� �% ��� ���� ������ � (��
� ��� ������� ����� � % �� �� ���

��	�� ����	�� ��	�� �� ��� ����� ����	�� ����� �� ��� �	�
���� � �� � �� � ��  �� ������
� � �� � � � ��  �� ������
� � �� � �� � ��  �� ������

$ ��&�� ���3 ���� � ��	� ������� ������/ ������� ����� ����� ������� � 2� ��
���/��� %��# ��� ���� ���� � ���� ������ ��/ � ���� � �/�� ��� ���� 	������
����	����/ � ��� ��	� ����� - ����� ��� ������������  ������ ����� ������ ��/
����� � �/�� �� #&	� ������ � .�������	���� ���/ � ��� �� �&����%� ��� ��������
� % �&	� ������������� �
$ ��&�� ���3 ��� ���/&	�/ � ��� %����� ��� ���� �% 4 	�/� �

	���� 	 �� �� ��� ��� 


• 	��� � 	
 ���/&	�� � ����" � ���- � # ����+ �% �	���������� �% ��	� ����
� % �������� � (�� ��# �� �% ��� �������� ��� ����� ����� ��� # ���
/ ������� � % ��� # ����+ � (��

(i, j)
�� ���� �� ��� # ����+ �� � ���� �%

������� i
����&� ������� j

� $�� �+�# ��� - ��� &���� ����� ���� ���
����� ������ �� ��� �����	�� �+ �� ��/ � ���� � �/�� �� ��� ���������� �+ �� �

�� %�� ��� # ��� 	�## �� # ���&��� �% ����	������ ��� &������% &! ��/&���!�����% �
� ��;�	�
; � �� � (�� &������% &! �%

X
��/

Y
��

Cov(X, Y ) ≡ E((X − µX)(Y − µY ))

2� 4 - 
�� # ���&��� ��� 	�������	� �� � ��#��� � (�&� - 
�� 	�� �� ��� ��� 
���/&	�� ��� # ����+
��	�� ����	�� ��	�� �� ��� ����� ����	�� ����� �� ���

��	�� ����	��  �������� � � ������ � ����� ���  �� �����
��	�� �� ��� � ������  ��������� � �������� � ��� �����
����� ����	�� � ����� ���� � ��������� � �������� � �������
����� �� ���  �� ������ � ��� ������ � �������  ��� ���
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$ ��&�� ���3 	 ������� ��/ � �/��� �% ������ ��/ � ����� �% ��� ���� ������



�! ���� ��� �� ������ �����

�� ���	� ��� / ������� ������� ��� ������	�� ��/ ��� � �/ ������� ������� ���
	�������	�� �

(�� # ���&��# ���� �� �� �� ��� �� 	����# ����� � (� 	����� �� # ����# �����
�� ��& �/ #& ���� �� ��	� # ���&��# ��� � �� � � ��� �� ��� ���� ��	�� ���
	�������	�� �

� 
�� 	 ���� �� ��� ��� 

��	�� ����	�� ��	�� �� ��� ����� ����	�� ����� �� ���

��	�� ����	�� �� ������ � �� ����� ��� ��� ��� � � �����
��	�� �� ��� �� ����� �� ������� ��� ������ ��� ������
����� ����	�� ��� ��� ���� ��� ������� � �� ������ ��� �����
����� �� ��� � � ������ ��� ������� ��� ����� �� ����

*�	� 	�������	� ��� ��� #& ���� ���/ � ���  �	�&�� ��	� ������� ��� ���#& ���� ���/ � �� � 2� %�	� - ���� ���	����� �� � �� �	��� 	��� �% ��� %����� ���
������# �
���
��	 � �� � �!�

X
�%'

Y
�! ��%'� �������!" � �� !% Cov(aX + b, cY +

d) = ac Cov(X, Y ) �� ���$ �
Cov(aX + b, cY + d) = E ((aX + b − (aµX + b))(cY + d − (cµY + d)))

= E(ac(X − µX)(Y − µY )) = ac Cov(X, Y )

(�����# ��� ���� � ���� Cov(X, Y )
/�� ��/� �� ��� �	���� �� ���	�

X
��/

Y
��� # ���&��/ � 1 �	����%��� # ���&�� �% ���� 	������ ��& �/ ���� � &��%& � ������������ �� ��� # ��� 	�## �� �&	� # ���&�� �

� ��;�	�
; � �� � (�� &���!�����%  ������
X

��/
Y

��

Cor(X, Y ) ≡ Cov(X, Y )

SD(X) SD(Y )

�� # ���&��� 	���������� � (�� 	����������� �� �� �� ���

� 
�� 	�� �� ��� ��� 

��	�� ����	�� ��	�� �� ��� ����� ����	�� ����� �� ���

��	�� ����	�� � � � ��������  ��� �����  �� ���� ��
��	�� �� ��� � �������� � � � ������ � � ���� ����
����� ����	��  ��� ����� � ������ � � �  ��������
����� �� ���  �� ���� �� � ���� ����  �������� � �



��� � ����������� � �������� �� � ���������� �� �3

���	� 	��� �#� ��� ���&���� �#�������� ���� ����� ������ - ����� ������ - ��/
� ���� � �/�� ��� ������ ���� 	����/ � ��� ��	� ����� - &� ��� ���� �� ����� �����
	����/ � ��� ����� � �/�� �

(�����# ��! ����� &� ���� 	���������� �� &�� �	��/ � ������ 	������ ��
# ���&��# ��� �	��� �
���
��	 � �� � �!�

X
�%'

Y
�! ��%'� �������!" � �� !% Cor(aX + b, cY +

d) = Cor(X, Y ) �
� ���$ � .�� *+��	��� '� �

����������� /���� �� # ���&�� ��� ��� �� �% ����	������ � �� ���� # ���&���	�&������� ���&�/ � �������� ���� � (�� � ��� ��� 	��&#�� �% $ ��&�� ���) ����/��� ���� ���� 	�&���� ���&�/ � ���� - &� � ��� ��# � �	����� ���� ��/ ������� ���� � (���� /��� ���� ��� ��� ���� /��	�� �/ � ����� 	����������� - ���	�
# ���&�� ��� �+���� � % ��� 	�&������� � ��� ������ ��� 	���������� - ��� �������
��� ������ 	�&���� ���&�/ ��� ���� ��/ ��� ���� ���� �	����� � , ������� ���&���% ��� 	���������� 	��������/ �� ����� � ��� �������� ���� �� � (�� ���� 	��&#�
�% ��� ��&�� ���� � ��# � ����� ���&������ � (�� � ��� ����� �% ��� ���� 	��&#�
��  ��� /��	�� �/ �� ��� ��� ��� �������/ 	�&����� �% ������ �  ������ ��� 	�����
������ �% �5! - ��� ����� /��� ��� ���� �� ��� ���� ��� ���� ����� �% ��� ��	��/
	��&#� � (�� ��	��/ ��/ ����/ ������ �% ��� ���� 	��&# � ���� /��� ���� ����
%����� ��# � ��������� ������� � % ����	������ � 1 ���� - ����� 	����������� ���
# �����/ ��� � $ ������- ��� ���� ����� �% ��� ���� 	��&# � ���� � � /��� ��� ��
���	� # ��� �% ��� � ����� ��� ������� 	�&�����/ ���&�/ � ���� &� �� ���	�
����� ��� ��� �&������ � (�� ���� 	��&#� /�# ��������� ���� 	����������� ���
��� ���/ /��	������� � % ��������� /��� ���� - �� /��� ���� � ��� �&������ ������������ # ���&��� ������ ����	������  ������ ���/�# �������� � �&���# ���# �� �� ���� �� ��� ������� ��� ���/�# �������� ���� ��� ����	������
�� ��� - ��� �&�� ������ �
� ��;�	�
; � �� � (�� ��� ���/�# �������� -X ��/

Y
- ��� ���/ ��  � �%'!� !% �'!%� �%

p(X | Y ) = p(X)
- %�� ��� ���&�� �%

Y
� 2%

X
��/

Y
��� ��� ��/�� ��/���

���� ���� ��� ���/ ��  � '!� !%'!%��
2%

X
��/

Y
��� ��/�� ��/��� ���� �� �� ���� ��&� ����

p(Y |X) = p(Y )
�

(�� �������������� �� ���� ���� ��� ��� �% ��� ���/�# �������� /��� ���
	����� ��� ��������� / �����&���� �% ��� ����� � 2%

X
��/

Y
��� ��/�� ��/���

�/�� ��/���� �� � ����
X ⊥ Y

�
X 6⊥ Y

� � 2%
X

��/
Y

��� ��/�� ��/��� ����
Cov(X, Y ) = Cor(X, Y ) = 0

� (�� 	������� �� ��� ��&� � 1 ��� - �%
X ⊥ Y

����



�) ���� ��� �� ������ �����

cor = −0.9

cor = −0.5

cor = −0.2

cor = 0

cor = 0.3

cor = 0.5

cor = 0.8

cor = 0.95

cor = 0.96

cor = 0.67

cor = −0.37

cor = 0.62

$ ��&�� ���) 	 	�����������
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p(x, y) = p(x)p(y)
� (��� ���� ��&����� �� &�&���� ����� ��  � ��� /�������� �%

��/�� ��/��	� �
 � ��� 	�� %&�� ��/�� ��/��� � ��� #&�&���� �+	�&���� � ���

X
/����� ���

�&�	�# � �% � / �� ���� ��/ ���
A = 1

�%
X ∈ {1, 2, 3} ��/

A = 0
�%

X ∈
{4, 5, 6} � A

�� 	����/ �� �%'�&���� �������  �	�&�� �� ��/ �	���� ��� �		&���	��% � �����	& ��� ����� � (���� �� � ���	��� �������� %�� ��/ �	���� �������� 	

A = 1{1,2,3}(X).

1{1,2,3}
�� �� �%'�&���� $ #% &���% �

1{1,2,3}(X)
�� ������ � �� � �		��/ ��� ��

�������
X

�� �� ��� �&�	���� � ���
B = 1{4,5,6}(X)

-
C = 1{1,3,5}(X)

-
D =

1{2,4,6}(X)
��/

E = 1{1,2,3,4}(X)
�
A

��/
B

��� /�� ��/���  �	�&�� P[A] = .5
&� P[A |B] = 0

�
D

��/
E

��� ��/�� ��/���  �	�&�� P[D] = P[D |E] = .5
�


�& 	�� ���� 	��	� ����
P[E] = P[E |D] = 2/3

�  � ��� 	�� %&�� /�� ��/��	�
� ��� 	�&������� A

��/
B

��� /�� ��/��� - &� ������� 	�&��� ��� ����� �
$�� �� �+�#��� - ��	��� ��� � ��� ���� ����� �� ���� '5 �

X
��/

Y
����

��� �# �&�� � % ��# � �� ���/ ��/ ��� ����� ������ �% ��� 	��� - �����	�������
(�� / � ����	� ���

W = Y − X
� �� %�&�/ p(x | y) = y−1 � � �	�&�� p(x | y)/�� ��/� ��

y
-
X 6⊥ Y

� . �# ������-
p(y | x)

/�� ��/� ��
x
�  � �� ���� # ���

�����	 ��& �/ ���� ��� ��# ������ ��&� X
���� &� �������� ��&� Y 	� ��� ��&� X

��/
W 	 1 �� ���� ��/�� ��/���	

p(w | x) =
d

dw
P[W ≤ w |X = x] =

d

dw
P[Y ≤ w + x |X = x] = e−w

���	� /��� ��� /�� ��/ ��
x
� (����%���

X ⊥ W
�  � �� ���� # ��� �����	��& �/ ���� ��� ��# ������ ��&� X

���� &� �������� ��&� W 	
���	� �� � �< ����9��;� � �
;	�;��9 �
	#������ ,�� " , �� " ��� ,�+ ��  � ���!� ��� ���� ���� � *� ��� �!��  ��� � 6 !�����
���� ��� ��� ��� � ���  .� ��� �!���  �* ��� ���� ���� � � �!��  �� *� 

k
�!����� .�

��� � 
 �� �� � �� � ���  .�� � ��
N1

" � � � "
Nk

� 1* � �� ���� ��� �  .� �  ��� � � �� ����
�.�  � ��� " � �� � �� �� !�� ��� �� ��� ���� �

Ni ∼ 4� 
(λ)

� 1�� �"
λ

� � �� ����
*� �.�  � ��� � 1*

λ
� ���� �" � * �� �� �� � � � � �

λ
" � ��� ��� �!���  �*

��� ���� ���� � � �� ��� �� ��� !� ������ ��� !� ��� �!���  �* ��� ���� ����
� ������  ��� " �� ��!�� ���� � � ��

Ni

�� �� �� �� ���������� " � �� ���  ) � ��
���� ��" �� �� � � �� � � �

λ
" ��!�� ��

p(n1, . . . , nk | λ) =

k∏

i=1

p(ni | λ) =

k∏

i=1

e−λλni

ni!
=

e−kλλ
P

ni

∏
ni!



!� ���� ��� �� ������ �����

�!� *
λ

� !����� � ���� �� � � �� �  ��� � ��� �  � ���� .� ���� � 1� �� !�� �� �
 ����� .� ���� * " *�  ���� ��� " � ��  ��� �� ��� � �� � ��� *� ��� ��� � ��  ���

λ
��

�� ����� � �� ��� � � ��  � ���� � * �� ��� !� �� �* ���! � ��  ����� �� ����� ��
λ

*�  � ! �� � � ! �� �� ��� � � � 1� ���� ���� ��� ���� *  �� �� �� ��� � "
N1, . . . , Nm

"
���" � � �� �*� ��� � � ��� !�

λ
��� ���  �*�  � ��� !� ��� �� .� �!�� �*

Nm+1, . . . , Nk

"
�� ���

Ni

�� � � ��������� � 1� *��� "

p(n1, . . . , nk) =

∫

p(n1, . . . , nk | λ)p(λ) dλ =

∫
e−kλλ

P

ni

∏
ni!

p(λ) dλ

6� " � �����  ���
Ni

�� � � ���������� � ��� � �!��� � � � �� � � �� ��  � �� �����  �
1������ " � �� ����� � � � ! ��  ����� .� � �!� � � � ��  ���� " �� ��!�� ��� ���

Ni

��
� � �� �� � � �� ��� ���������� � .� �

λ
�

	
� � ��� ������

�� ���� �����/� ���� - �� *+�#��� ��
 - �� �+�#��� �% 	�#�&��� ��#& �������� ����# ��� � ���������� ���� ���/ ��- ��#& ������ 	��  � ���� %& � �� ���������� �� � % �����#� 	 	��	& ������ ����������� - ��������� ��������	�� ���	�/&��� -��/ ����&����� ��������� � (���� ��� �+������/ ��/ �+�#�����/ �� ��� ��+�
������� �&��	����� �

��� �� ������	
� � ���� 	�	� 	��

� ���������� 	�� � %���  � ����# ���/ � 	�#�&��� ��#& ������ � . �#& ���������� ����	����� &��%& � %�� ������ �� 	�#���	���/ ���� ����� ����������� 	�����
 � ������ 	��	& ����/ � ���/ - &� 	�#����/ �% �# ����� ������ ���� ��� ������
# �# �	��/ �� 	�#�&��� � $�� ������	� - �� *+�#��� ��
 �� �����/ �� ���� ���
��������� ���� ��� ������� �� � 	���� ��# � ����� ������ 3 �� �� �� ��� ��# �

&� ���� � 1 ����&�� �� �� ���� ���&�� �� 	��	& ���� ���� ��������� �+�	���- ��
/ �/ �� � ��#& ������ �� ��� *+�#��� �

*+��	��/ ���&�� 	�� ���� � ����# ���/ � ��#& ������� � ��� Y � � ���/�#
������� ��/ �&����� �� ���� �� ����# ��� ��� �+��	��/ ���&� �% ��# � %&�	����
µg ≡ E(g(Y ))

� �� 	�� � ���� � 	�# �&��� ������# �� ��#& ���� Y
# ��� ��# �� �

(� ���� ���	� � % ��� ��#& ������� �� &�� ��� ��������
y(j)

%�� ���
j
��� ��#& ����/���&� � %

Y
� ���

n  � ��� �&# �� �% ��#& ������� � (���

µ̂g = n−1
∑

g(y(i))



���� ��� ������� ! �

�� � ����� �� ����# ��� � %
µg
� 2� %�	� - ��� ��� �% ����� ,&#��� ����� &� ����

lim
n→∞

n−1
∑

g(y(i)) = µg.

.� �� �� /� � ������ ��/ ������ ��#& ������ �� ��� � # ��� ��/ # ��� �		&��������# ��� � %
µg
�

� ���������� 	�� � 	�# �&��/ �� ���	��� 	���� �% �+� �	������� � .&�����
�� ���� �� 	��	& ���� P[Y ∈ S]

%�� ��# � ���
S
�  ����

X ≡ 1S(Y )
� (���

P[Y ∈ S] = E(X)
��/ �� ����� �� ����# ���/ �
�&# �� �% �		&���	�� �%

S�&#�� � % ������ = n−1
∑

x(i).

*+�# ��� ���� ���&������� � ��� ��� ��# � �% ����� �
���	� �� � ��
 ������ � �
;	�;��9 �
	#����� , �� �� ��!����� ��� ������ �* � ���� ��� ���� �* 2  ��� � ��  � � � �� 4
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• � �� �� 4 �� ��#�� %�� %��� 2% ����� ��� �� � ���� ������ ��� �� � �

• �� ��� 	������ ��� 
 ����� � �� �� � (�� ���� � ��� ��� ��� �� # ���
��# �� �� ��	������ �� ���� �� ������ ��� �� � �

(�� ��� �+�#��� 	�/� � %�� ��# �� � .�� ������� ��& ��� ��&� '5� �� *+ �
�#��� ��) �&������ �1 ���� � ��� ��� ����# ��� �����% - �� �� &��%& � �� ����# ��� ��� �		&��	� �%
µ̂g

�� �� ����# ��� � %
µg
� 2% ��� ��#& ������� ��� ��/�� ��/��� ����

Var(µ̂g) =
n−1 Var(g(Y ))

� �% ����� ��� # ��� �% ���# ����
Var(g(Y ))

	��  � ���� �����
# ���/ � n−1

∑
((g(y)− µ̂g)

2)
��/

SD(g(Y ))
	�� � ���� ����# ���/ �

n−1/2
√∑

((g(y)− µ̂g)2)
� � �	�&�� SD

�� /�	����� �� ���� ������ ��
n−1/2 �.��

��� ������� ��# �� (�����# �� - �� ����� � ��� %��/ ��	����� ��
n

�� ��� - %��
�+�#��� - � �� %��/ ��	����� �� �		&��	��. �# ���� ��������� ������� �� ����������� - &� ���� �� ��� ��#& ������ ���
�		&���	� �� ����		&���	� �% �� ����� - ���� ��� ��#& ������� ��� � ����& ��������� - �� �� ���� � # ��� �+���	�� %��#& �� %�� ��� ������	� ��/

SD
�

���	� �� � ��� ������ � �
;	�;��9 �
��� ���! ��� � � �� � � !��� � � � 	#����� , �,��

5 �� � �!��� � � ����� �  ��� �*
X

" � �� �!���  �* �!������� � � ���� �  � �� �
���

θ
�� ��� �  !� � � ������ �* �!����� � '	#����� , �� *� !��

θ ≈ .49
" �!� �



���� ��� ������� !"

���� � ��� �� � � ������ � �� �� ��� �� ����
θ

�(

X ∼ � �
(
� ���� , θ)

Var(X) =
� ����(θ)(1 − θ)

SD(X/
� ����) =

√

(θ)(1 − θ)/
� ����

��� " �� ��� 2���  � � � � � 5 ��� �� * � ���� � �� �� "

θ̂ = X/
� ���� ∼ �

(θ, (θ(1 − θ)/
� ����)1/2)

� ��� ���� ��� ���� � � ��� �� � ��  ��� ��� ���! ��� � � �� � �!��� � � � ���
� ���� = 50

" �  /�� " �  ,��� " ���� 5� ��!��  ��� �� � � ,��� � � !��� � �� � � �
� ���� = 50

" � ��� ������  ,��� � �� � ���� = 200
" ��� ���� ������  ,��� � ��

� ���� = 1000
�

5 ��  ��!��� � � ���� � �� � ��# ���� � &� ! � , �,� � 1� &� ! � , �,� � ��  � � �
�� �� �)� !� " ���� � �� � ���!	� �#�� �� �� .�  � �� ���� 5 �� ��# *� � ���� = 50���� � ���� ��� ��� �� �* ��� ,���

θ̂
�� ��� ) !�� � �� !� ��� '� �� �� �� ��� � ���

�� � !�� ��� ��# ( " � ��� ��� �* ���
θ̂
�� *� �� ������� ��� !� ��� ��� ��� '� �� !���  

� �� ����  ���� �* � �� ��# ( " � �� ���� � ����� � �� �* � ��
θ̂
�� *� �� ������� ��� !� �0�

��� ��� '� �� �#�� �� �* � �� � ����  �( � 1� ����� �� � " � �� ,���
θ̂
�� *� � ���� = 200� � �� ��� � !� ��� !� �� �* �� �!��" ��� ��� ,���

θ̂
�� *� � ���� = 1000

� � �� ���
� !� ��� !� �� �* �� �!�� ��� � � 5 �� *���� �* � �� !� � �� �* ����� *  �� ��� � ���� .5

� � �� *� �!�� *� 
SD(θ̂)

� � ��� � ���� ��  ����� �� � *���� �* ��� !� � " � ��
SD���  ����� �� � *����  �* � �� !� / � 6�� ��� ����� *� &� ! � , �,� *�  � *! � ��  

����  �� � � �* ��# ����� �

� ��� �� ��� 4 	�/� %�� ��� ��#& ������� ��/ $ ��&�� ���5 �
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• ���� �� %��#� � # ����+ � (�� %��# �� ���� �� 	� ����� � �� 
���
 ����� �
��� ��� ������� �� ��� # ����+ ��/ ���� � ��/ � 
��� ��� ��� �&#��� �%
��� � ��/ 	��&#�� �

• ��� 	����	�� ���� 
 �� ��� ��# � �� � ����	�� 	� ���� 
 �+	��� ���� ��
 ������ # ��� ����� �� �� 	��� ���	�� 	� ���� 
 �� � �

• 1 $ ��	 ��� �� ��� ��� �� / ������ � /��� ��� � 2� ���/&	�� � ��	������ -
�� ��� - � ��� � ���� ����&�� ��� # �// �� � (�� ��	������ 	������� ���
	������ ��� � % ��� /��� � (�� ���� ��/ �	���� ��� # �/ ��� �% ��� /��� �
*+���/ ��� �����	���� � ��� ��/ ���� ���  �+ ��� /����/ ����� 	����/



���� ��� ������� !�
�� �"� !�" � (�� �������� 	������ # ��� �% ��� �&��� ��� �% ��� /��� � 1
%�� �+���# � /��� ������ ��� ������/ ������� .�� *+�#��� 
 �" %�� �������
&�� � % �+����� ��/ � %& ���� �+��������� �

��� �� �����	
� ���	�� 	�� � �� �������

. �#& ������ 	�� ��# ���# �� � &��%& � �� /�	�/ ��� ������� � �����	& ��� �+ �
� ���# ��� �� ���������� �� �� 	������� �# ��� ������� ����� �� �+����# ����
�� ��������	�� ���	�/&��� � $�� � �	�����&� �+�#��� - 	����/�� 1�� ������� -
����� - � % ��� �� -��� ��&/���� - "�� �% ��� ��&/���� ��� # �# ��� �% � ���������� %��������� �������� ��/ 3�� ��� ��/�� ��/���� � (���� �� �� &�	�# ��� ���	�
���� %�� � ��/ � % ��� ��&/��� ��������	� ������������ � (�� 	��/ �/���� ���
�&����� -  ��/ * � ���

θG =
���������� �% ������ �&��������  

θI =
���������� �% ��/�� ��/���� �&��������  

θ =
���������� �% ��� ��&/���� �&��������  

1 ���� �� 	�## ������/ �� ����# ���
θ

��/ �� �� �����/ ���� ��� �������� � ���
��#��� ��� ��&/���� � (���� / � ����� ���	�/&��� ��� �������/ �

�� 6��/�# �� ��# ��� ��� ��&/���� � *���# ���

θ̂1 =
���� ������ �% �����/ ��&/���� ��� %����  


 � 6��/�# �� ��# ��� ��� ��&/���� � *���# ���

θ̂G =
���������� � % �����/ ������ �&��������  

θ̂I =
���������� � % �����/ ��/�� ��/���� �&��������  

θ̂2 = .3θ̂G + .7θ̂I

" � 6��/�# �� ��# ��� "� ������ ��/ 3� ��/�� ��/���� � *���# ���

θ̂G =
���������� � % �����/ ������ �&��������  

θ̂I =
���������� � % �����/ ��/�� ��/���� �&��������  

θ̂3 = .3θ̂G + .7θ̂I
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-
θI

��/
θ &�/�� ���	� �� /� ��� ��#& ������ � � ��� ��
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• �		 �� ������� � %&�	���� �� � # ����+ � 2� ��� 	�/� ���� - �		 �� 	���

������� ��� %&�	���� ���� �� / �# ������ � �% ��� # ����+ ����� ���� �(��� �� - �� ���&��� ��� # ��� �% �% ��	� 	��&# � �% ����� ����

(�� �+���� - ����� �� $ ��&�� ��
� ���� � ������ ���	��	�� / � ����	�  ������� ��� ����� ��� 	�/&��� �(�� ��+� �+�#��� ���� � ��� ��#& ������ ��� &��/ �� ����&��� ������� ��
�+����# ��� ��� ����� 	���� ��� �&� �
���	� �� � ��7 ����� �
5 �� ���!�� �* �� ��� � �# �� " � 2�

2

" � � �� 	� �� �� ��������  � ��� ����
����� �� ��  ��� �� �.�  ��� ���� �� ��! � � �� � *� ! ��� ��� ��� ��  ���� �� ! �� �*
� ��� 
�� ���� ��� ���� ����� � �� 4 � 5� ��� � � �	 ��� 	
��
 ����� � � ��
��  �� � ��� "  � � ��!��� ��  � �� &� ! � , �/ , � 5� ��� ���	 	
��
 � .�� � � �*
�# ��� ��� � � � 5 �� ���� � � ��� �� �����  �� � �� �* 2�

2

� � �� ��������  � ���3
�! �� �� ��!�� ��� ���� ����� *  �� ,��� �� ,��+ � 5 �� ���� ���� � � ����� ��
��  ��� �� �  � �� ������ � � �  �� !�� ���!� � ��� �� � 5 �� � �� �  ���� � *�  ���
��  ���� � �! ��� �* *��� � * !� �� � 2�

2

� � �  �� ��� !�� ��� ���� �  � �� ���� �
��� ��������  � ������ �* ���� �� �  �� ��� � !� " �� �� ��  ���� � ��������  �
2�

2

� �� �.� ��!� ���  ��!�� � � � ��  ���� � ��� 	� �� �� �����  ��! � � �!� � ��� �
�� ��  �� � �� �� � � �� �� ��� � � ��� 	� �� �� � �� ��� � 2� �� � � � �!�  � �� ������
�� ��� ��� � 1� � ���� � �� � ��� �� ��  ���� � 2�

2

� �� �� !�� �� ��  ���� � ��� ��
�  �� �� � ��� � �! � � �� �� � �� ���� � ���� �* ��� �#�  � �� �� � �

5� ��� � ��� !� ����� �  �� �� !���  � ��.���� 2�
2

" ��� ��� ��� ����� �� �� �3
�!�� �� �# ��  ����� � �  ����� !��� � 1� � �  �� ���!�� " ��� ���� �* � ����� �� !�� ��



!) ���� ��� �� ������ �����

1 2 3

0.
35

0.
50

0.
65

$ ��&�� ��
� 	 ���� ��#& ������� �%
θ̂ &�/�� ����� � ���� �� ���	�/&��� %�� 	���

/&	���� � ����

�  �� � !���  �� �� � � �� ���� � � ���� �� � �# �� �� *� � �� ���!�� �* 2�
2

� � ��
��������  � � �!� ��� ����  � ���� � �.  � ����� �* � �  ����� !�� � �!�� !���� ���
!�����  � ���� ���! � � � �.  � ����� " �� " �� �� � .�  � � �� !�� " �# ��  ����� �� � �
��.�� �� � ���3�� � ������  � � ' � � ���3�� � ������  � � ����� " �� ��� ��� � *��
����  � � � �����  " � �� ����� �� � �� �� " !�!� ��� � ���� � " �� �� � �� � ��� �� ��� �� � �
2�

2

��� �� ����� �� ��� �  �� �� ��� ������  � ����!�� ��� ������  � ���� ��
� �� ����� " ��� �!�� 2�

2

� �� ������ " � �� �� � ��� �� ����� �� ������ � 6���
������ ��� �� �  �� � � ������  � � � � �#���� 2�

2

����  � � ������  � � � ��!�
��� ���  �  �� �� ����� �� � �!� �� � � � �  �� ���!��� " � ���3�� � ������  � � � ���
�������� �� ��� �*���� �� 	�� ��� ��� ������ �� �� ��!�� �# ��  ����� !���  �.��
�� � ���! � � �� �� � � �� �

5� ���� ��� " � ��� ���� ,��� �� � �� �� �� �* � � ��� �� � ��� 	�.  � ������ �
����� �� � ��� � �6 � �� �� ����� �* 	��  �� '�� 	( ����� �!��� � ��  ���� ��
!� �� � ������ ���� �� ���� &'2	 " �  �	!! � �	 ��

2 �
% 	 �# $ !% � ��.� �� ��� �� ���

�  �� ���.�� ��� � �� � ���� ��� �� ' � � �� ��� �� ������� ��� ���
� �$� � �	���
��
� � ���� �# ��� ��

�&'2	 � �. ��� � ������ ���� �� � ��� ��� � �  � � ����� � � !��



���� ��� ������� !5

(a)

Time

co
2

1960 1980

32
0

34
0

36
0

(b)

Time

re
si

ds
1960 1980

−
4

−
2

0
2

4

2 4 6 8 12

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

(c)

Index

cy
cl

e

(d)

Time

co
2

1960 1980

32
0

34
0

36
0

$ ��&�� ��
� 	 ������� 	��	���������� �% �

2
�� ��&�� ���



3� ���� ��� �� ������ �����

�  �� �� ��� ��� ��� �� ��� -�� �� � �!���� � ����� ������ �� �� 3
� � �� � 5� ��� ��� 2�/3� � ���� �  �  � ������ *  �� � �  � �� �* .�  � �� �
���� ��� ����� !� �� 0�� � � �����  " � �� �� �� �� �� /� � �

�&��� *������� �� ��  � � ��� � �3� �!� � � �* 2�/ � �. �� ������ "
� ��.���� �2�/� � �!��� �� � ����� ������ �� �� � � �� �

��� �� ��� ����� �  ��! �� � �� &'2	 ��!����� ��� ���  �
� �� � � �-���� ������ � ���! � � �  3��� � �� �� &'2	 �����  �3
� !�� �� ���� �* � ��� ���� ��� ����! � *! ���3*!��� � ��� " ����  ����
���������3��� �� � � ������ � &'2	 &� �� ����  � � ����� ��� �� ���
����������  ���� ���� �� �� �����  �� � �� �* ��������  � 2�/ �# ������
� ��� � �3������3-  �� �� ��! ��	

6�� ��� ���� �� *� ��� ! �� ��� �� � �*� ��� � � � 1� � &'2	 �# ��  ���� " 2�
2

�
 � ������ ��� ���� �  ������� ����� � 5 �� ��.� � �* 2�

2

�� �� ��� ���� � ���� �!� ���
����� �� � �� � 2�

2

�  � ������ �� ������ �� ��� � ��� ���!�� �* 2�
2

� � ��
��������  � �� ���� � ����� -�� ��.� �" �� ��� ��� � �� ��.� � � ��� � �# ������ � ���
� �3/ ,�� �� ��! �� � � ��  ����� � �  ���  .�� �� �� ��  � � � ���� � 4���� �  �� �� � ���
�  ������� ����� � ����� �� �� ���� � ��� �� ��  � � � ���� �

����!�� � &'2	 � �� � ��� ��� ����� " 2�
2

���� �!� ��� �  *�� � !� �* � �� � ��
��� ����� �� ��  � ��� ����� � ������ ���!� � 2�

2

� � �� �  � .�  � ���� �� � ��
� " � *��� " � �� ��) � �# ����� � ����!�� �� &'2	 �# ��  ����� �

5 �� -  �� ��.�  � � &'2	 � ��� ��  � � '  ���� '�� � �!� " � ���� " ����� �( "
6� ���  ���� ' �� �  ��� " � ��.�  ( ��� 2� �*�  �� '��� .� �����  � �( � ' �� �* � ����
����� ��� ���3�  �� �� ������ � �� ��� �� �� ,��� �� " ��� ��� ��� ������ �� �� �3
�!�� � &'2	 �# ��  ���� � � *� ��� " ��� �!�� �� �# ��  ���� ��� � � ����� ��
�.��� ����  � �� �!�� ��.�  � ��" �� ���� ����� � �!�� &� ��� � �!� ��*� � ���
�# ��  ���� �� !�� �� *!���� ��� �.��� ���� � ��� �� �� �. ��� ��� ���� ����� �*
	��  �� '�� 	( � ��� � �� !�� �� �� ��� ��� � 1� �� � � ! �� " � ��� ������ �� �����3
��  ��� ���� ��� �# ��  ���� ��!�� ��.� � ��� � ������ �* !���.�  �� � ����.�  
�  �� �� � � �  ����� ��!�� �# �� ������� �  ������� ��� �� ��  � �� 5 �� �������  �3
� � � ��� ��  �� � !� �� ����!��  � �!��� � � � 5 �� ���� *� � ��� �������  �� � � "
� �� �� �� �� ��� *�  � �� ��" � � .� � �� ��� � �� �* ��� 	#����� ��� �# ��� ��� �� ��� �

, � 5 �� �# ��  ���� ��!�� �� �� �� �* � � ��� " � . ��� ��� 0 ��  � � � �� � �� �
���� ��  ��!��  ��� .� ��� 2�

2

�  ������� 
 � �� ����  ��!�� �� � �� ��  � ��
5 �� �# ��  ���� ��� ��� ���� ��  !� *� ,� ��� � � 1�.��� ���� � ��� ���� 3
-�� ,� ������ � � � ��� � �!�� &� ��� � 5 �� ���.� �  � !�� ������ �* � ����
� ��� " ����! �� ��*�  � ��� �# ��  ���� �����" � � .� � � ��� ��� $ �� ���
�� 
 	 ��� 
 �



���� ��� ������� 3�

/ � 5 �� ���� � �!����� ,���  ���� � � �� �* � �� �# ��  ���� � 5 ��� �� � �� ������
�* ���	 � �� � �

0 � 5 �� ���.� �  �!�� ������ �* ���� � �� � ��� �� � � ��
�%�� �
������
��� � ��
�%�� ���������� � 5 ��  � �!�� ��  � �� �� ��� � ��� ������ �*
���� � �� *� �.�  � ������� � � �* '��  "��� " � ��� � � �( � 5 �� ����� 	���

������� � ����� � �!�� � ���� � �� � ���  # " �  
		
� " - ���� � �� �� �� � 5 ��
� ���� � �� � � � .� � �� 
 	�	���� �������� � ����	 �
 �

� � ' � �� �� ���!� � ������ � ��� ���� � �#��� �� �!� � ����! �� � �� �   �  �
5 �� � � !����� ����! ������ � � ���  �� � � ��$ ����� �
������ ���
� ��$ ����� ���������� �

� � 	���  � ��� � � � ��� �� �� ����� �� � � ��� *  �� ����� ��� ,� �.� ����� �
5 ��  � ���  .�� ������ �� �� ��� ���	 � 5 �� -  �� � � �� .� �!�� � � ��� � ���
�� � ��$ ����� �
������ ��� ��� ���� � � �� �� � �� ���  .�� ��  ������� � ' ��
� �� ������� � � ��� � ��� 	� �� � ����	 �
 �

� � 1�.��� ���� � �# ������ ���� �� ��  � � � ���� ��!�� �  �� �� �� �.�  ���  ��� �*
/� ��  ��� � �� �  ������� ����� �� �� �.�  ��� �* �������� � ��� � 5 ����
.� �!�� � � �� ���� $���
 ��� $���� � 5 �� � �!��� � � ���  !� � �� $����
� ,��� " , ��� " , ��� '���� � �� ��� ( ��� ,�,� � 	��� � �� ��!�� ��.� �� �� �
�  �� ��  ��� � ��� ��!�� �� � �� �� �� � ��  ��� *  �� $���
 � $���� � &� 
����  � � � ��� " � ����  ���� � � �  �� � *  �� ��� �

($���
, 0.1 ∗ ($���
 − 1))� ��  �!� � � ��� ��� �� � $��� �
������ " � �� � � �� �� *�  � �� �  �������
� ��� �

+ � ����! ����� �   � � �* ������ ��  � �# ������ �� ��.� �� 6� � � !��
�� � 5 ��� �� ��	��� � �!� �� ���� � �� � ���� ��� ��� ����! ����� �  3
 � ��!�� �� � �� �� �� � ��  ��� � 5 �� ����! ����� �   �  � � � �  �� � *  �� ���
�
(1, ��	� ��) � ��  �!� � � ��� ���  �� � ������ �
������ ��� ������ ���������� �

� � ��#� �� � �!���� ��� ���!� � ������ �* � �� � ��� � &� ��� -  �� ��� � ��  �
�� � � ���� ��.� ����! ������ ���� ��

� ��
�%�� �
������ � � � � � �� ���
� ��
�%�� ������� ��� � � � � � �� ���



3
 ���� ��� �� ������ �����

&� �!����!��� ��� � � �� ������ � ��� � � � �� ������ � ��� ��� �!�3
� � ��� �� ��� �  �� �� *����  $��� �
������ � $��� ���������� � � �����
� � � !����� � ��� ��� � ��� 	� �� � �	������� �

 �

� � ����! �� ������ � � �� ���!� � ������ �!�� � ��� �� ����! ����� �   � �
1� � � � !����� ��

� ��$ ����� �
������ �� ���
� ��$ ����� ������� ��� �� ���

,� � 5 �� � �!��� � �� *� ���� ��� ��  � ��� ����� ���� ��� �� � ��)��
$� "!
�� �!� � � ��� ��� �� �� ���  �� �

������ � ��� �
������ � ��� �

�� ��� � �����  � � � � �-���� �� �� ��  *� �  ������� � ��� � ��� *� ����  � �
� ��� � 6�� 6��� � � #�� *�  ���� �� � �� !� �3����� � &� � ! �! ����� ��  � "
�� ��.�  ������� ��� �3���� � � � � ���� " &� ! � , �// " � ��� ���� � � � ��� 
�� �� �� � � ������� �  ������� ��� ����  � � � ��� �*��  ��� !� � ��� � �

5 �� �� 	 � � ��� �� �� *!�� ��� � � ���� � *� � &'2	 �# ��  ���� � �!�� &� ��� "
�� ����� �� � �� ����!�� �* � �� �������  �� � � ���� �!�� �� �# ��  ���� ��!�� ��.�
�  ���� ����� �� �� ������ �* �!����� �

��������������������������������������������������������
� � 	 ���� �������� �� ��� ��
� ��	�� �� ����

� �� �� ��� ����%�� $ ������ �� 	 ����� ��� ��
� ����� �� 	�� � �$ ����� �� 
 	 ����� �� � ����� �� � ��� �� �� � ���� � �� � ����� �
����� �� � �� � �� � �� ��� �� � � ��� �� � ���� �� �
����� �� � ����� ��� � ����� �� � ���� �� � �� �� �� �
���� 


�	���� �� �
������ �� ����	 � �� �



���� ��� ������� 3"

2 4 6 8 10

1.
0

1.
5

2.
0

year

gr
ow

th
 r

at
e

$ ��&�� ��

 	 ���� ��#& ������� � % � $1�* �+� ���# ��� � (��
x
��+ �� �� ����� �

(��
y
��+ �� ���� � ��� # ��� ���� �� ���� ���# ��� �� ����

i
� ��# ��� �� ����

�� �% 	������ � ����� ������ ����/ ����� ��/ �����# ��� ������ �&�� �� ����/ ����� �
.���/��/ /��������� ��� ����� �� /����/ ����� �



3' ���� ��� �� ������ �����

� ��$ ����� �
������ �� ����� 	 �� � 
 	�	���� �������� � ����	 �
 

� ��
�%�� �
������ �� ����� 	 �� � 
 	�	���� �������� � ����	 �
 

� ��$ ����� ���������� �� ����� 	 �� � 
 	�	���� �������� � ����	 �
 

� ��
�%�� ���������� �� ����� 	 �� � 
 	�	���� �������� � ����	 �
 


� �	�
��� ��� �� �� ��� ������ �� $ ������
��� 	 � �� � ����	 � 
 �

���	 �� ���	 �� 	 $ ����� � ��������	��� � 

� ��$ ����� �
������ ��� ��� �� ���	 �� ��	��� ��
� ��$ ����� ���������� ��� ��� �� ���	 �	�	����� �
 �	���	����
��

� �	�
��� ��� $����
$���
 �� � ��
$���� �� � ��
$��� �
������ �� ���� �� 	 �� ��� 	 �	��������	 � � $���
 �

 ��� 	$���
��
 
 ��	���� � ���	 � 

$��� ������� ��� �� ���� �� 	 �� ��� 	 �	��������	 � � $���� �

 ��� 	$���� ��
 
 ��	���� � ���	 � 


�������������������������������������������������������������
� ����%��� ��� ������ �� $ ������
��	��� ��  ��
������ �
������ �� ����� 	 �� ��� 	 �	����� 	������� �
����	 � �� � ��	��� 
 �


 	�	���� �������� � ����	 �
 

������ ���������� �� ����� 	 �� ��� 	 �	����� 	������� �
����	 � �� � ��	��� 
 �


 	�	���� �������� � ����	 �
 

��������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������
� �������� � ����� �� ��� � ��� � ��� ��� 	������ ��� �� �



���� ��� ������� 3�
� � ��
�%�� �� �� �� � �$ ��� 	��%� $ ��� ��� �� � ��	 � � ���� �
� � ��
�%�� �� ��� � �� � $��� ��� � � ��
�%�� �� �� ��
� �� �
�%���� �$ ����� � ��$ ����� �� ��� � � ��
�%�� �� ��� � �����
� ����� � ��� � ��$ ����� �� ��� �� 	������� � ��
�%�� �� ���
� ��
�%�� �
������ � � � � � ��

� ��$ ����� �
������ � � � � � � ������ �
������ � � � � �
� ��
�%�� ���������� � � � � � ��

� ��$ ����� ������� ��� � � � � � � ������ ���������� � � � � �

� ��� � ��� ��� ���� �� ��� ����� � 	������� � ��
�%��
��� 	 � �� � �	������� �
 
 �

� ��
�%�� �
������ � � � � � ��
� ��
�%�� �
������ � � ��� � � � $��� �
������

� ��
�%�� ���������� � � � � � ��
� ��
�%�� ���������� � � ��� � � � $��� ����������

�

� ��� �� �� ��� �$ ����� ��� � 
�����	 �� ��	 �� ��� ��� �� �
� ���� 
� ��� � � $� ��
��	%�� � �%� ��� ������ ��	 ���
� ��������� � ��� 
������ � ��� �%� �%$ �
� �	� � �
� ��$ ����� �
������ �� � ��
�%�� �
������ � ������ �
������
� ��$ ����� ���������� �� � ��
�%�� ���������� � ������ ����������
��������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������
� �� �����	 �� � ����� �� 	� ��$ ����� ����� ��$ ����� ��� 
 ��� ���
� 	 ��� ��

��� �� �
������ �� � ��� �� 	 �� � ������ � �	��������	 � 

��� �� ���������� �� � ��� �� 	 �� � ������ � �	��������	 � 


��� 	 � �� � �	������� �
 
 �
��� �� �
������ � ��� � � ��

�� ���
��� 	 � ��$ ����� �
������ ��� ��



3! ���� ��� �� ������ �����

� � ��$ ����� �
������ ��� �� 

��� �� ���������� � ��� � � ��

�� ���
��� 	 � ��$ ����� ���������� ��� ��
� � ��$ ����� ���������� ��� �� 


�

� ��� �
������ �� �		 �� 	 ��� �� �
������ � � � ���� 

� ��� ������� ��� �� �		 �� 	 ��� �� ���������� � � � ���� 

� �
������ �� ���� 	 �		 �� 	 ��� �� �
������ � � � ��� 
 

� ���������� �� ���� 	 �		 �� 	 ��� �� ���������� � � � ��� 
 


	 ��� 	 � ��� � ���� �
������ � ��	�� �� � � �����
 	�� �� �� 
 �
���$� ����� � � ���$� �	����� ���� � 


����� 	 � ��� � ���� ���������� 

����� 	 � ��� � ���� �
������ � � �
������ � ����� 

����� 	 � ��� � ���� �
������ � � �
������ � ����� 

����� 	 � ��� � ���� ���������� � � ���������� � ����� 

����� 	 � ��� � ���� ���������� � � ���������� � ����� 


	
� �

(��� ��	���� �����/&	�� � %�� # ��� �% ��� 4 	�## ��/� �� � ��� ���/ �� ����
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������� � �� � ��+ ��� ��� �� ��������� /���  �	�&�� �� 	��  � ������/
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��� �+ �� ��� # �/ ��� ��� %�� ���� ���&� � (�� �������� �+ ���/ �� 	����
# ��� � % ��� ���� � % ��� /��� � 1 %�� �&��� ��� ��� ���&�� %��� �&���/� ���
�������� � ���� ��� ��/ �	���/ �� ��/ �� �/&�� ������ �

• ���� � 	��%	 �� �� 4 �� �������� %�� � $ �� #��� 2� # ���� �� ����� ���
�� � %&�	���� � % 	��%	 � � $��#& ��� ��� �+ ���# ��� &��%& � ��/ � ��� �����
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• ��		 �� # ���� ������ �� ����� ���# ��� �% � ���� �� 2� ���� 	��� - ���
���� �� ��� - ���&��/ �		��/ ��� �� 	��%	 � �

• 
$ �� # ���� ���/ �������� �� 	��&#�� �� (���� �� �� ������&� 	�# �
# ��/ �$ �� �

$ ������- ��� �� # ��� � ��&�� ��# ���� �� $ ��&�� ���
 �
� �� ��� 	  � � � $�� � 
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 	 ���
 �
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 � ������ �
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��� ��� � � ����� �� 


� �� � ��� 	 � � �% ���� ��� � � ���� ��� 

����� 	 � � � 




��� � ���� ��� ���� ��� ����� ������� ) �

(�� ,��# �� 	&���� ���# �� �� ���� � �� ��� ������� ���� ��� # �������
�� ��� �%�� # ���� &�	��/ ������� �� / �����&���� �% � ��	���  �/� %�� �� ����
�����+ �# ���/ � ,

(19.15, 8.37)
� � ��� �� ��� ���� ��� 	��/ ������� / �����&����� �% ���	���  �/� %�� - ����� ���� �/�# �� 	��	&# %����	� �� ��  ���������

(i− 1)/12
��/

i/12
�&������� �� ,

(�% ���� ��� , � ���� ���) � 2% �� ���� �
# �� �� �/�# �� 	��	&# %����	� ���� �����+ �# ����� ���� ��� �� 	�� ����# ���
��� ���	���  �/� %�� # ��� �		&������ ��/ ��� ��� ����	�� ����# ����� ����� ��
�# ����� � ��99 �
	 �	� �; ��
�	 ��	�	 �	�
; ���
� �; 	�� �9 ���	�
; �

	
� ��� � 	 �� �� ��� 
���� ���� ��
2� �� ��& ������� �����&� ���� ����� ��#���� ��� � ����� ��� �# ��� - ���� # ���
/��� �� � ����� ��� ���� - �/ - ���� �����&���- ���� � ��� ��&�� /��� �� ��
����&���� ��/ �� ��� ����� ����� � (���� ��& ����� ����������� ���� �������
# ����# ������ �����# ��� � ��� %��# �% (�����#� ���� - � ��" �/ ���' � ��
����� ����� ������#� ���� �� �� �� &�� ���# ����&���&� ��� ���� �% ���
� ��� � (��� ��� �+�# ��/ � # ��� /����� � .����� 3 �5 �
� ��; �� ��; � �< �	 ;9�	 � 	� !� � � 1 ���������

y1, . . . , yn
�" ��#�$ �����

����% �% %��# �� � � � ��%'� "� � �! �" %���
n

"��$ �#" �� �$ "
f

�" �# ���
�"

&'
yi ∼ f

"�� ����
i = 1, 2, . . . , n

�#
� ' ���

yi

�% ��� $(�(���� �#�� �#�� ) � '� '
f(y1, . . . , yn) =

∏n
i=1 f(yi)

'
*�� ���������

(y1, . . . , yn)
�% �����# � '��� " !�' �� � ����

y1, . . . , yn ∼ � '� '# '
f

����� � '� '# ' %��#% "�� �%'!� !%'!%� �%' �'!%��&�� �� '�"����#�!''
+ �� ����#(����� %����%���% ��,�% #�%���� � ��- �� ������� ��#�$ %�$.

���% ) $ �� ���"���% ���� �-��� ) �# $�� ����"���% ��/� � ��� ����$�� ' ��
�$ �� ���� #�%�(%%�� ���� �# ��"�� ��� �����%��# ���#�� �� �(� "������� �.
���#(����� ��,� � ��� %(�� ��� ) 0���#$ � �� �� ' (&112) -���� ��% � �,������
#�%������� �" ��#�$ %�$���� � ������ �% -��� �% #������# #�%�(%%�� �"
��� 34 ��%(% �# ��� 5(���� 6��(����� 4(����'

4(���%�
y1, y2, . . . ,∼

� '� '# '
f
' 7��

µ =
∫

yf(y) dy
�#

σ2 =
∫

(y −
µ)2f(y) dy

� � ��� $�� �# ������� �"
f
' *��������

µ
�#

σ
��� (/�-



2� ���� ��� �� ������ ��� ��

�# -� ��/� ��� %�$��� � ��#�� �� ���� ���(� ���$ ' �� - ��� �"�� (%�
ȳn ≡ (y1 + · · · + yn)/n

) ��� $ �� �" ��� � �%�
n

��%�������% ) �� �%��$ ���
µ
'

4�$ � �(�%���% �� ��%�#�� ���

• 0�� � %�$��� �" %�	�
n
) ��- ���(���� �%

ȳn
�% � �%��$ ��� �"

µ	
• 
��%

ȳn
��� ���%�� ��

µ
�%

n
�����%�%	

• ��- ����� $(%�
n

� � � ��#�� �� ������� � #�%���# ����� �" ���(����	
*�����$ % &'&� �# &'&� �����#� �%-��% �� ���%� �(�%���% '  �"��� %�����
���$ -� ��# %�$ � �����$ ���� ��%(��% �� �(� ��� $�� �# ������� �"

ȳn
'

������� � �� � �!�
x1, . . . , xn

�! ��%'� �������!" � ���  !�%"
µ1, . . . , µn �

�� !% E[x1 + · · · + xn] = µ1 + · · ·+ µn �
� ���$ � �� %(� ��% �� ����� ��� ��%�

n = 2
'

E[x1 + x2] =

∫ ∫

(x1 + x2)f(x1, x2) dx1dx2

=

∫∫

x1f(x1, x2) dx1dx2 +

∫∫

x2f(x1, x2) dx1dx2

= µ1 + µ2

����!! �� � �� � �!�
y1, . . . , yn

�! � ��%'� "� � �! $ �� 
f

� ���  !�%
µ �

�� !% E[ȳn] = µ �
� ���$ � *�� ��������� "����- % "��$ *�����$ % &'� �# &'� '
������� � �� � �!�

x1, . . . , xn
�! �%'!� !%'!%� ��%'� �������!" � ���  !�%"

µ1, . . . , µn
�%' �� "

σ1, . . . , σn � �� !% Var[x1 + · · · + xn] = σ2
1 + · · · + σ2

n �
� ���$ � �� %(� ��% �� ����� ��� ��%�

n = 2
' 3 %�� *�����$ &'� )

Var(X1 + X2) = E((X1 + X2)
2) − (µ1 + µ2)

2

= E(X2
1 ) + 2E(X1X2) + E(X2

2 ) − µ2
1 − 2µ1µ2 − µ2

2

=
(
E(X2

1 ) − µ2
1

)
+
(
E(X2

2 ) − µ2
2

)
+ 2 (E(X1X2) − µ1µ2)

= σ2
1 + σ2

2 + 2 (E(X1X2) − µ1µ2) .



��� � ���� ��� ���� ��� ����� ������� 2�

(� �"
X1 ⊥ X2

���

E(X1X2) =

∫∫

x1x2f(x1, x2) dx1dx2

=

∫

x1

∫

x2f(x2) dx2f(x1) dx1

= µ2

∫

x1f(x1) dx1 = µ1µ2.

4�
Var(X1 + X2) = σ2

1 + σ2
2

'
���� ���� *�����$ &'1 ���(���% �#�� �#��� -���� *�����$ &'� #��%

�� '
����!! �� � 	�
 	 ��

y1, . . . , yn �� � ������ ���� �� � ���
f ��� ������ ��

σ2 � �� �� Var(ȳn) = σ2/n �
 ���� � *�� ��������� "����- % "��$ *�����$ % &'� �# &'1 '
������� � 	�� !���"�#��$ %& '(�)* !��� +	 ��

X �� � ������ ��������
� �� � ���

µ
��� ��

σ � �� �� � �� ��, ε > 0-
P[|X − µ| ≥ ε] ≤ σ2/ε2.

 ���� �

σ2 =

∫

(x − µ)2f(x) dx

=

∫ µ−ε

−∞
(x − µ)2f(x) dx +

∫ µ+ε

µ−ε

(x − µ)2f(x) dx +

∫ ∞

µ+ε

(x − µ)2f(x) dx

≥
∫ µ−ε

−∞
(x − µ)2f(x) dx +

∫ ∞

µ+ε

(x − µ)2f(x) dx

≥ ε2

∫ µ−ε

−∞
f(x) dx + ε2

∫ ∞

µ+ε

f(x) dx

= ε2 P[|X − µ| ≥ ε].

*�����$ % &'&� �# &'&� ��� ��� �-� $�� ��$ �� ������$ % �" %����%���% '
*��� �����#� �%-��% ) �� ���%� ���������%�������) �� ��� �(�%���% � ���� 2� '



2� ���� ��� �� ������ ��� ��
������� � 	�� !�� � � 	 � 
 � ��� �*�" ��&+	 ��

y1, . . . , yn �� �
������ ���� �� � ��� � ������ ��� � �� � ���

µ
��� ������ �� σ2 � �� �� � ����,

ε > 0-
lim

n→∞
P[|ȳn − µ| < ε] = 1. �&'&2�

 ���� � ����� 5�������� �% ���(����� �*�����$ &'&&� ��
ȳn

'

lim
n→∞

P[|ȳn − µ| < ε] = lim
n→∞

1 − P[|ȳn − µ| ≥ ε] ≥ lim
n→∞

1 − σ2/nε2 = 1.

������ ���%�� �" *�����$ &'&� �% �����# ��� 4���� 7�- �" 7���� �($.
���% '
������� � 	�� !����(� � 	 � 
 � ��� �*�" ��&+	 ��

y1, . . . , yn �� �
������ ���� �� � ��� � ������ ��� � �� � ���

µ
��� ������ �� σ2 � �� �� � ����,

ε > 0-
P[ lim

n→∞
|Ȳn − µ| < ε] = 1;

����-
P[ lim

n→∞
Ȳn = µ] = 1.

�� �% � ���# ��� %��� � �" ���% %����� �� �,���� ��� #�� ����� � ��-��
��� � 77� �# ��� 477� ' 4�� 4����� � '1 '
������� � 	�� !��(�� ! � �� �� ������� +	 ��

y1, . . . , yn �� � ������
���� �� � ���

f ��� � ���
µ

��� ������ �� σ2 � ��
zn = (ȳn − µ)/(σ/

√
n) ��� ��- � �� ��, ������ a < b-

lim
n→∞

P[zn ∈ [a, b]] =

∫ b

a

1√
2π

e−w2/2 dw.

� ��� �� � ��� ���� ������ ��� ��
zn �� �

(0, 1) �
*�� 7�- �" 7���� �($���% �% -��� $ �/�% %�$(�����% -��/ �# -��

����� %�$���% ��� � ����� ��� %$ ��� ' �� %��% ���� �% ��� ($��� �" %�$(�����
���- % �� �% ��� %�$��� %�	� ���- % ) �n → ∞� ) ��� ������� �" ��� %�$(�����%
�� ��� ������� �" ��� %�$��� ���% ���%�� �# ���%�� �� ��� ��(� ���(� �X̄n →



��� � ���� ��� ���� ��� ����� ������� 2�

µ
� ' 0�� �%���� ) � �,�$��� &'&&) -���� -� (%�# %�$(����� �� �%��$ ���

P[
4������ - �%

]
� 5���% ) ��� �%��$ ��� � ���$� $��� �# $��� ���(���� �%

��� ($��� �" %�$(�����% �����%�# "��$ �� ) �� ��� ) �# ��� �� &��� ' *��
5����� 7�$ �� *�����$ ����% (% �� �/ �� ���%� %�$(�����% $��� ���%���'

5�����(�����) ��� 5����� 7�$ �� *�����$ %��% ����

lim
n→∞

pzn =
�

(0, 1).

��% ��������� ���������� �% ���� ) "�� �����
n
)

pzn ≈ �
(0, 1),

-���� � �(� $ ��%
pȳn ≈ �

(µ, σ/
√

n).

� �,�$��� &'&& -� %�$(����# ��� ��$� �" 5���% "�� � ���	 
 �� ) ��� )
�# &��� ' *��%� %�$(�����% ��� #������# � 0��(�� &'�� ' *�� (�� �� ����
%��- % � ��%�����$ �" &��� %�$(�����% ) ��� (%�� � ���	 = 50

' 0�� � %����
%�$(����� - ��� � ���	 = 50

���
X1, . . . , X50

�� ��� �(���$�% �" ���%� %�$ .
(�����% ' ����

Xi ∼ ��
(.493)

) %�
µ = .493

�#
σ =

√
.493 ∗ .507 ≈ .5

'
*����"��� ) �����#�� �� ��� 5����� 7�$ �� *�����$ ) -�� � ���	 = 50

X̄n ∼ �
(µ, σ/

√
n) ≈ �

(.493, .071)

*��% �% ��� ���$ �� #�%��� ������# � ��� (���� ���� �" 0��(�� &'�� ' ��
%�� ���� ��� �

(.493, .071)
�% � ���# �����, �$ ���� �� ��� ��%�����$ ' �#

���� �% � ���(%�
θ̂ = X̄50 ∼ �

(.493, .071)
) �����, �$ �����' *�� 5����� 7�$ ��

*�����$ %��% ���� ��� �����, �$ ���� - ��� � � ���# "�� � ������
n
' � ���% ��%�

n = 50
�% ����� ��(�� ' �4����� � '& '� - ��� # �%�(%% ��� �(�%��� �" -��

n
�%

� ����� ��(��� '�
4�$ ������)

X̄n ∼ �
(.493, .035)

-�� � ���	 = 200

X̄n ∼ �
(.493, .016)

-�� � ���	 = 1000.

*��%� #�%����% ��� ������# � ��� $ �##�� �# ��-�� ����% �" 0 ��(�� &'�� '
*�� 5����� 7 �$ �� *�����$ $�/�% ����� %����$ ��% ���(� ��� #�%����(.

��� �"
ȳn �zn

� � ����� %�$���% 
&'

E[ȳn] = µ �E[zn] = 0
� )
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0��(�� &'��  � �%�����$ % �" ����% %�$(�����% ' 4���# �(���% ��� ���$ �� ��.
���, �$ ����% �����#�� �� ��� 5����� 7�$ �� *�����$ '



���� � ��������� 2�

� '
SD(ȳn) = σ/

√
n �SD(zn) = 1

� ) �#
� '

ȳn �zn
� ��% ) �����, �$ �����) � ���$ �� #�%����(��� '

*�� ��%� �-� �" ���%� ��� �����#� /�- "��$ *�����$ % &'� �# &'1 ' �� �% ���
����# ���� ���� �% /�� �� ��� 5����� 7�$ �� *�����$ ' ������ %(����%��
�$�������� "��$ ��� 5����� 7�$ �� *�����$ �% ���� ��� #�%����(���% �"

ȳn�#
zn

� ����� %�$���% ��� #����$ ��# %����� ��
µ

�#
σ � � ����� "���(��%

�"
f

$����� '

���� ���	
����

&' 4��-  �"
µ

�% � ����������� $ ��%(�� ��� "�� �� ������
n ≥ 2

) �#
#�% ��� %��%

A1, . . . , An

µ(

n⋃

i=1

Ai) =

n∑

i=1

µ(Ai).

� ' ���* ! ��(� � �#� � �!!&

��� %�$(���� ���� #��� ����% ' 5�(� ��� ($��� �" & �% ) � �% ) ' ' ' ) � �% '
�� � ��( �,���� �� �(� &��� �" ���� ($��� ' ��- ���%� -�% ��(� ��%(��

�� -��� ��( �,� ����#�
��� ���(� ��- �"�� -�(�# ��( �,���� �� ��� $��� ��� &��� & �%�

�( � � %�$(����� �� �%��$ ��� ��� �%-�� '
� ' ��� � � � � 
 � �&� � ��� � ���# ��$� � ��� ������% ����� ����� ��$ ��%

� #�� ���� ��(����% �# ��� ����(���� �� ������ ��� -���� -���# ��
����(��� ��(����% �� �� � ��$ � "��$ ����� ������% ' *� ����(�� �
��(���) � ������ $(%� �����/ �� "��$ � �# ���� ��(���' �" � ����� ���%

A ≥ 2
��$ ��% � ��(���

A
) %�� $ �� �����/ �# ���� ��(���

D
'

�����/% ��� $ �#� - ��� "��$ & �� � ��$ ��% ' 4��� �� ���%� & ��$� $(%�
� � ��"� � ���# � ��� �����/�� ��(���) � $�� ����%� �� �����/ - ���
� $ ��$($ �" & �# � $�,�$($ �"

min(3, A − 1)
��$ ��% ' �" ������ 
��%

D ≥ 1
��$ ��% � ��(���

D
) �� $ �� #�"�# ��$ %��" ����%� �����/

(%�� � $ ��$($ �" & �# � $�,�$($ �"
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(105, 10)
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�
�� ���� � ����� ����"� �� ���

��"�� �� �� ������! ��" 
�
�������  ������ � ��� ���

�
���� �� ��

�
���� � ��

��� �� � ���� ��! �� ��
�
��� � ������ �! � �� ���� �



� �� � ���� ����� �� ���� �� �
� �� �� ������� �	�	
�	
��

��� �� ��� ��  ��� ��! �� ��
�
��� � � ���� �� � �! � ��� � �� ������� �� �� ��!� ��� ������� � �� ���� �� ��� �� �
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�
����"�� ��� ����

�
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� #� �! ��� � �� ��� ������ �� ����� � �� ���� �

���� � ���� �� � ��� �� ���� ������ �� ���������� �� �� ���������� � �� ��� � ��� ���� �� � �� � �� � ��	 � ���� ����! m ∈ [5, 6]
� �� �� ��� � # ��� �
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�
��  ��� � ��"�� ���� �� �!

��� ��" ��� � �� ���� � � ��� �������� �� � �� ��� � �� 	 �� ��� ��  ! ����� �� �
)*�(	��&& ��� ��! p ∈ [0, 1]
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p��� ������ �� ��� ���� ��� �� � � � ���"��! ��� ��" � ��� ������
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�� ��� ����  ���� ��� �� ���� q
��� (1 − p)n
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�������� ���� � ��� ��  ���� ��� �� ��� ��"�� �� ��� ����� �������� ���� ������ � ���  ��� �� ������ ��� �� ��� �� �� � ��� ����� ��� � �� � ����$ ��� ���� � ����� �� ��� �������� �� � � ��� �������� ��� ����� �!
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�
��
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� ����� ���
p��� �������� � qp(y1, . . . , yn)

� �� �� �! � qp
�� ��� ���� ��

�
����� ���� ���

�
������ � # ��� ���! � ����� ��� �� �� qp(y1, . . . , yn)

������ � � ����� ������!� �� ��� ��"������ ��� ��� ��" �������� ����
� ������  �

�� ���� ���
yi
� �� ����� ��" ����� � ��� �� ���� y(1), . . . , y(n)

� ����

y(1) ≤ · · · ≤ y(n).

� � ���
q0 ≡ y(1) ��� q1 ≡ y(n)

�
� �

y(2)
�����"� y(n−1)

������ ��� n − 1
���������� �� [y(1), y(n)]

� �� �
���

i = 1, . . . , n − 2
� ��

q i
n−1

≡ y(i+1)

�

! � ��� p ∈ ( i
n−1

, i+1
n−1

) ��� qp
�� ��! ������ �� ��� �������� (q i

n−1
, q i+1

n−1
)
�

��
p

� � ������ ���� �� ���� qp
� ����� "���� �  �� ��� ��� � � ���

����  �� � q.5
� ��� � �� ��� � (q.25, q.5, q.75)

� ��� � �� � �
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��� ��� �����

�������� � � � ������������� ������� �� � �� ����� � � q.1, q.2, . . . ��� ���
��

�
��� � q.78

� ��� �" ���  ��������� �
�
��� �

�� ��� �������� � # ��� ����� � ���
p ∈ ( i

n−1
, i+1

n−1
)
� ��� ����������� ������� � � �" � ����� ��� �� 
� ���� 
��� !���� (3.25, 7.75)

�
��� ������ (y(1), . . . , y(n))

������ �� �� � �� ��� ��"������ ��� ��������� �� ��� �� ������� ������� ������ ��� ����� ������� y(i)
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�����! ��� ��� �� � � ��� �� ��� ��� "��� �� ��� ������" ���� �� ���� ���� �
#�

��� ����� � ��� � ��� ���� � "�� ����� �� ���������� �� ��� ���� �

# �&	��
�� & ��� ���� ����  �� �� ����"��� �� � � ��! ��� �� �� � ����������� � � �� � ���� �� � � ���� ���  ����� �� ��� ����"��� ������ ���
�
����

�� ��� ���� �
����% �& � 	� !	��	� �
�	 	� +

 �� � ��� �� ��� � ���� ���� ���� � ��� ���� ���� �� � 
� �� ���� � �� ��
� ��� ���� ��� � 
 �� ������� �� ��� ���� �� ����������� �� ��� � ��� �!
" ���� �� # �� ����� � ��� �� �� � ����� ��� � $� � ��� ��� � ��� ���� �� � %� �� ����
���� ������������  � $� � ��� ���� ��� ���� �� ���� �� �� � � �� � %� �� ����
���� ������������  � ����������� � � ����
��	� �! ����� �� ���� � 
 ��
& �� !�� ���  ��� ' ��'� ��� (



� �� � ���� ����� �� ���� ���

��� ���� ����
� � �� �� 	 ��
� �� �� �� 	 ��
� � �� �� 	 ��

#� ���� �� �� ��� � ������ ��� ������ �! ����� � ��� �� � #� ���� � � ���� � ���� ��
� ����� � ��� ������ ��� �� � �"� � " ���� �� # �� ����%�� �� �� � � ������ � ���� �
#� ���� � � ���� � ���� �� ��� ��� � � �� �� � � �� � � �� �� � �� �� � 
 �� ��� �� ���  ��
� ���� �! ������ ��� �� � ��� %� ����� ���� �� � 	��� � �� �� �� �� � ������ ��� �
!� � � ���� � �!  �� �� � %� �"�� �� � � 
 �� ��� � �� ���  ����� ��� �! � ��� �� !�� ����
�! ���  �� � ���� � 
��� 
 �� ��� � �� �� � � ���� � ��� ��� � ��� �� ��� � ��� �� �


 �� ��� � �� �� �������� %� ��� !� ���� ��� � ���� �

���� �� �� ���� � ����������� ����� 
���� �� �� ���� � ����������� ����� 
��� � 	
 ����� �� 
� 

�� � � �� � �� 

�� � � �� � ��  �
���� �� � ����������� ����� �� ���� ���

 ����������� ����� �� ���� ��� 
� ��� � ����������� ���� ������ 
 ����� ����� �	 
�� 
���� 


	���� �� 
 ����� �� 

	��������� ����� ��� 
 � 
 � 
 ���� ��� 
 ���� �� 

�

• �� ���� �	  ��� ��� ��� ������ "� ��� �� 	 � 
�� ������� � �! 	 �� � �� 
� 
�
� �� � �� ���� �	  ����� %� � � �


 �� ��� � �� �  �� ���� �� 
 �� ��� � �� %�� �� �� � �� �� ��� ���� � � ����� �� � � ���� ���
���� �� � �� �� � �� ������� ����� ��� � ��� ���� ��� �������� "� �� ��� ��� ����� �
� ��� ������ ��� ����� 
 �� &���� ����� � ��� �� ��"� �� ������ ��� ��"� �� � ��� �
%�� ��� � � �� �� � ��� ��� � ��� � ��� ��� � �� ���� 
 �� ��� � �� � ���� � �� ���� ��
���� ���� 
 �� ��� � �� %����� ��� ����� ��� ��� ��� �� �� ��� ������ � 
 �� ��� � ��
������ 
 �� ��� � �� %�� � ��� �� "� �� ��� � � ������ � �� � � �� ��!� �� �� �� � �� ���� �



��" ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

VC, 0.5

0 5 10 20 30

0.
0

1.
0

2.
0

3.
0

VC, 1

0 5 10 20 30

0
1

2
3

4

VC, 2

0 5 10 20 30

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

OJ, 0.5

0 5 10 20 30

0
1

2
3

4
5

OJ, 1

0 5 10 20 30

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

OJ, 2

0 5 10 20 30

0.
0

1.
0

2.
0

3.
0

� �"��� � ��  � ���"��� �� ����� "��� �� �! �������! � ����� ��� �� ��� ������ �� �� � � �� �� � ��� �



� �� � ���� ����� �� ���� ��$

VC, 0.5

0 10 25

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

VC, 1

0 10 25

0
1

2
3

4

VC, 2

0 10 25

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

OJ, 0.5

0 10 25

0
1

2
3

4
5

OJ, 1

0 10 25

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

OJ, 2

0 10 25

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

� �"��� � ��  � ���"��� � � ����� "��� �� �! �������! � ����� ��� �� ��� ������ �� �� � � �� �� � ��� �



��� ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

VC, 0.5

0 10 25

0.
0

1.
5

3.
0

VC, 1

0 10 25

0
1

2
3

4

VC, 2

0 10 25

0.
0

1.
0

2.
0

OJ, 0.5

0 10 25

0
2

4

OJ, 1

0 10 25

0.
0

1.
0

2.
0

OJ, 2

0 10 25

0.
0

1.
5

3.
0

� �"��� � �!  � ���"��� �� ����� "��� �� �! �������! � ����� ��� �� ��� ������ �� �� � � �� �� � ��� �



� �� � ���� ����� �� ���� ���
���� �! ���� ��� �� ��� � ����� ��� � � � � ��� ��� &� ��� �� � ��� ���� ��'� ����
�� ��� �� ���� ��� ���� ����� �


 �� &���� � �� �� ��"� ������� ���� ��� � � �� ��� ������� �� � ��� � ���
�� ��"� �� ����� � �� � � � !��� �� � ��� �� � �� ��� � �� �� %� ���� ����� ���� �"� (
� ��� � � �� �� ���� �  ��� �! ���� � ��� � ��� ��� ��� �� %� �! ��� �� ���� �  ��� �
��� ��� ���� ��� ��� � ��� "��� ! ��� ����� � �� ����� �� 
 �� &� ��� � ������
����� ���� � � %�� � ���� !���� � ��� �� � � ��!� ���� �� ���� �� � � �� �

� �"��� ���� � � �� � ��� � �� ��� ����� ���� � ��� ��� �� �� ��� �� �

���� � ��� ���� � ��� ���� ��� � �� ���� ���� ��� � ��� ��� ����� ���  ���
������ � � ����  ���� �� ���� ��� � �� ��� ����
������   ��� ��� ��� �����
�  ���������! ������ ���� �

���� �� � ���"��� ��� �  ������ � ��! �� � � ��!���� � �
���� ���! "��� � ����" ����� �� ����� �� ��� � ��� ������� �� ����� �� � ������� � ������ � � ��� ����"��� ��� �� ��� �� ���� ��� ���� ��

�� ��� ��� �� ���
�
��  ���� � ������ ��� � ��� ���� ����� �� � �� ���� �

� ����� �� �� � � � ��! ���� ��� ��� �� ��� �� ���� ������� � �� �� ����
��� � ����"�!� ����  �� � �� ��������� �

� &(&�	� � &	���	��(
����% �& � 	� !#�	 � ��&+
�� ���� �! ���� � #����� � 	����� ��%�� ��� � ���� �! ��� ��� � 
 �� ���� ���
�"� ��� %�� �� 
��� � � �� �� �� � ���� ������ � � �� ����� �� � �! ���� �� !�� ! ���
�� %� ��� �� �� � ����� � 
��� �� ��� ���� ���

� 	���� �! � ��%������� ��� �� � �! �� ����� � �� �� ��� ������� �!
��� �� ��� ��� %���� � 	������� � !�� #� ���� � 	� ���� ��� �����
����� �� �� �! ��� ��� ( %��! � �� ��� ��� ��� ���� ���� �� �� �' ���
%��! � %�� �� �� ��� �� ��� �� ����� ��

$�� ��� ��� ����� ��� ���� ! ��� ���� ������ ����� ��	� ���� �
����
���
 ������������ ���	 � � 
 �� & �� !�� ���� ��� ' ��'� ��� (

���� ����� ��� ��� ��	
���
 ��� ���
���
 �� � ���


 �� ������� ��� ' �� ��� �� ����� ����� �� �! %��! ��� ��� � ����� � ������� � ���
������� ��� �� �� ��� ����� �� �! � � � ���� �� �� �! ��� ��� ��



��� ���� ��� � � � ���� �� ������� ��


 �� ��� � �� �� � � � ����� ��� �! ��� �� ����� �� ����� �! %��! ��� ��� �� ���
����� 
��� ��� ����� ��� ��� � ���� !� �� ��� �� ��� �� � ���� ��� �� ��� ���
��� �� "����� �� �! %��! ��� ��� � � �� � ��� �%��� ���� ��� �� �� ��� �� � � ������ �
� �� � �%� �� ��� �� ����� � � � � ��� � ���� � �� ��� � � �� � !��� � �� ����� � 
 �� ��� � �� ���
� ������ � ����� ��� �! ��� ��� ���� %�� � ��� � � � � �� �� %�� � ���� � �� � �"�
� � � � ���� �� ��� �� � � � ��� �� ����� �� ��� �� � �"� ��� � �� ��%���� � ������ ����� ���
! ��� �%��� ��� �� �%��� ��� � ��� � �� �� ���%� � �! ���� � �� ����� ��� ��� �

 �� ��� � �� ��� � �"� ���� ��� ��� ����� �� � � � �� ��� � �� �� ���� � ��� ���
��� %�� � ���� � � �� �� � � %�� � ��� ��� �� ��� ���� ��� �� ��� ������ �! ��� �

 ��� ����� ��� ����� ���� ���� � �� � ����� �� � ��� %� ��� ������ %� %��� %��
� ���� ��� ��� �� ��� �

���� ��� �� ��	  ���� � � ������ �! ����� ��� ���������� � � ��� �� ��� � ���
x1

� � � � �
x20

%� ��� �� ����� ����� �� �! %��! ��� ��� �� ��� ����� 
 � ����' �!

x1, . . . , x20
� � �� ���� ����� ! ��� � ��� ���

f
�� ���� �� ��� ��� �� ����� �� � �!

� �� %��! ��� ��� � � �� ��� � � �� �� �����
f
� 
�� ��� &��� ���%� �

x
� ��� �� ��

�� �� �����
f(x)� 
 �� ���� � �� �� ��!� ���� �� � �� �� � ��

x
�� �� �����

f(x)
�


 � & �� ��� ��%� � %� �� "� � �� � � � �� � ��� ��� ��& ������ �� ��� ����� ���� ���
�� ��	 ���� ��� ��� ��� ���� � !���� �� � �� � �

���
n

%� ��� �����  ��� ��� !� � � �� ��� ��� ����� � ��� �� %� ���� ��� �
���%� �

h > 0
� 
�� ��� ���%� �

x
� �� �� �����

f̂�����(x)
� ��& ��� �� %�

f̂�����(x) ≡ 1

2nh

n∑

i=1

1(x−h,x+h)(xi) =

! ���� �� � �! ����� �� ��� � �� ���
h
�!

x

2h

f̂����� �� �� ���� ��� ������ �� �� ���� ���%�� !������ �

� �
f̂��� ��(x)

� �"� ���� � �� �� �� �� � �� ���� �� ��� �� ��� ���� �"� � (x−h, x+h)��� �� �%���� ����  �� ��� � �� �! � �� ���� �"� �� �� �� ��� %� %���� � ��
� �"� ��� ��� �� �� �� �� ���� �� ��� � ���� ��

x
��� ��"� ��� �� �� ��

��� ���� � ����� ��� !�� �� ��� ��� ��� ��� �� !��� �� � ���� ! ���
x
�

� �
f̂��� ��(x)

������ � ��� ��� ��� � � ��� ��� ��� �!
h
�


 � ��� � � �� � ���� ��� %��� %� ��� �� ��� ��� � �� �� �� !���� �� � ���� ������ � �
� ������ ! ���

x
� ���

g0
%� � ��� %�%����� ��� ��� !���� �� � � ��� ���

g0
� � ����

�� %� ����� ��� � �� ������� �� �� ��� ��� ��
0
� ��& ��

f̂(x) ≡ 1

n

∑

g0(x − xi)



� �� � ���� ����� �� ���� ���

#��� ���
g0

�� %� � ��� %�%����� ��� ��� � ���� ����
f̂
� � �� � ��� %�%����� ��� ���

%�����
∫ ∞

−∞
f̂(x) dx =

1

n

∑

i

∫ ∞

−∞
g0(x − xi) dx = 1 �� ���


 ���
g0

� � ��� � �� %� � �� �� ���� � !���� �� � �� ��� � ���� �� � �� � ���%��� �
�%�"� � �� !��� �

f̂����� ���� ! ��� ��'���
g0

�� %� ��� ���!� �� ��� ��� � �
(−h, h)

�

� ��� � � �� � ��� %��� � �� ���� ��

g0
� #���� � ���%� �

h > 0
��� ��& �� �

��� ��� ���
g(x) = h−1g0(x/h)

� � ���� �� � �� �� �� ���  ����
g
� � � � ! ���

g0
%�

� ���� ���� �! � �� ������ ��� � �� � � � �� !�����
h−1 ��������� �� ��'� ∫

g = 1
�

��� ��& �� ��� ��� ��� �� ����� �� %�

f̂h(x) ≡ 1

n

∑

g(x− xi) =
1

nh

∑

g0((x − xi)/h)

h
� �� ���� ��� ���� �� �� � � ! �� ���

f̂h
� ��� ������ � �

h
� �� � ��� ��� ����

���������� � � %���� ���� � ��� ��� ��� � ��� %��� � �� � ��!� � �� " ��� ��� ���
�� ����� !� � �"� �� � � � � ���� %���� ���� � 	��� ��"�� � !������ �! f

�� � � � �� ��
�� �� � 
 �� ��� � �� �� � � �� � � ��� �� � ��� ������� � ���� � �� � �� �������� %�
��� ��!���� %���� ���� � ���� � �� � ��� �� � �� �� ��� ����� � ��� ��� ��� ��� � ��
��!���� %���� ���� � ����� � %���� ���� ��'� � ������ � �� ����� �!

f
� �� ��� �

%���� ���� ��'� �� �� �� �� �� �� �� � ����� �� ��� �� � �� � ��!� � �� �� � ' �� �"� �� ��


 �� ��� � �� �� �������� � ���

� ������ �� ���� ���� �� � ������� ����������� � 
 �������� 
��� ����
 �� � ������������ ��� � � ����������� �� ����
 � �
��� � 	
����� �� 
� 
� ��� � ��� ����
 
 	���� � ��� 
 	���� ������ ���� 
 ����� �� 
� ��� � ��� ����
 
 ����� ����� ���	 
��	 
����	 
 	���� � �� � 


	���� ������ ���� 
 ����� �� 
� ��� � ��� ����
 
 ����� ����� ��	� 
��� 
��� �	 
 	���� � ��� 


	���� ������ ���� 
 ����� �� 

� ��� � ��� ���� � ��� ����
  
 	���� � �� � 
 	���� ������ ���� 

����� ���� ���� � 

� ��� � ��� ���� � ��� ����
 
 ���� ��� ���  
 	���� � ��� 

	���� ������ ���� 
 ����� ���� ���� � 

� ��� � ��� ���� � ��� ����
 
 ���� ��� ���  
 	���� � �
 � 




��! ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

(a)

calories

120 140 160 180

0
1

2
3

4
5

(b)

calories

120 140 160 180

0
2

4
6

8

(c)

calories

120 140 160 180

0
1

2
3

4
5

100 150 200

0.
00

0
0.

01
0

(d)

calories

de
ns

ity

100 140 180

0.
00

0
0.

01
5

0.
03

0

(e)

calories

de
ns

ity

100 140 180

0.
00

0
0.

01
0

0.
02

0

(f)

calories

de
ns

ity

� �"��� � ��  !� + � !" + � !#+  ����"��� ��
������� �

������ �� � ��� ��� ��" �!� + � !& + � !
 +  �����! ���� ��� ��
������� �

������ �� ���� ��� ��" �



� �� � ���� ����� �� ���� ���

	���� ������ ���� 
 ����� ���� ���� � 

• �� ���� � �� � � ��� �� ��!� ��� ������ !�� ���� ��� ����� ��� %�� �

• �� ���� � ��� ��� ��� � �� ����� ��� %�� �� �� �� %�
� ��� � ���
 ����� ����� ����  �

• ��� ���� � ������� � '� ��� � �� � ��� �� ����� �

• � �� � ��� ��� '� ��� � %� ��!� ��� � ���� ���� ����
g0

�%�"� � � ��
�
(0, 1)

��� ����

• �� ���� � �� � � ��� �� ��!���� ������ !� � ���� ��� %���� ���� �

• �� ���� � �� � ��� �� � � �� %���� ���� �� �� �� ��� ��� ��� � �� ��!����
%� ��� ���� ����
 ���� ��� ��� �

�	
�% #��
	& �(� ��	% ��	& � �"��� � �� �� ��� � ���������� ���� �� ���
������� ���� ����� � ��� ������ ��� ��� � �� ����������� �� ����"���� �����!� + �� ����� ���  � �  ���� �

���� ��� ��" �� ��� ����� ��� �� �������
�� �� � ����  ���� � ��� ��� ���� �� � ��� ��� �� ���  ��� �� ���� �� �� ���
"��� �� � ��� ��� ����� ���  ��� ��� � ���  ���� � ��"���! � ����� ��" � ��
����  ���� � ��� ��������� ����� ����� ���  ������ � ���

�
��! �� �� �� ��������� � �� �

�
� �������� ������� ��� ����� ��� � � ��� �� ���� ��  ����� ��

��� ���� � �� ����� ���� ������" � ��� � ��� ��  ���� � � �� ��� �� ��� �� � ���
� ���  ����� ����� � ��� ������  ���� ���  �� ��� "��� �� �! �������! � ����� �
��� ��� � �"��� � �� �� � �"��� � �� ��� � �� � # ��

�
� � � � ����� � � ��! ��� ���

 ������ ��� ���� ���
� �"��� � �� ��  ������� � ��� ��� ������ ��" �

�
��� �

��� � 	
����� �� 
� 
��� �� ����� � � ���������� ���� � ����������� ����� 
 � ��� � 


	 ���� � ��� 
 	���� ������� � 
 ����� ����� � 
��� �� ����� � � ���������� ���� � ����������� ����� 


	 ��� ��� ������� � 
 	���� � �� � 
 	���� ������� � 

����� ����� � 
 � ��� � 



��� ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

5 10 15 20 25 30 35

0.
5

1
2

(a)

growth

do
se

5 10 15 20 25 30 35

0.
5

1
2

(b)

growth

do
se

5 10 15 20 25 30 35

O
J

V
C

(c)

growth

m
et

ho
d

� �"��� � ��  ��� ����� "��� �� �! ��� � ��  �������" � �� � ����� "��� �� �! ���
� ���  �������" � ��� ����� "��� �� �! �������! � ����� � ���  �������"



� �� � ���� ����� �� ���� ���

��� �� ����� � � ���������� ���� � ����������� ����� 

	 ��� ��� ������� � 
 	���� � ��� 
 	���� ������� � 

����� �	��� �� � 
 � ��� � 

���% ��	& �� ����������� � ���� � ���
�
�� ����" � ��! � ���������� ��� ���������!� � ��� ���� ��� ����  �� � �� �� ��� ��� ��

�
�� ��� 

�
��� �� �!

�� �� �� � ������� �
���� �

����% �& � 	� !�* �� �#�
&&+
�� ��� ����� ����� � �! ���� � �� � ����� ��������� ���� �� �� ��� �� ��'�
���"� � ���� 
 �� ��� � �� � �� ��� ��� �� � ���� �


 �� �� �� �� �� ������ ������ ��� ����� �� 	��� �� ����� �� �� ��� � 
 ��
���� � ���� � �! � �� &� ��� ���  ��� � �� ��%�� �� � �! ���� � � ���� ���� � 
 ��
�%� �� � �� %� ���� � � ��� �� � �� � ��� ���� ��� ��� ���� ���%� �� 
�� ���� ���� � � ��
&���� ���  � ���� �� �� 
�� ���� ���� � �� �� � � %�� � 
 �� ��������� � ���� ���� �� �
��� ����� � �! � �� %�� � � �� ��� ��� � ���� !�� � ��� ���� � 
 � ��� �� ���� ���
��� ��� �� �� � � � ��� � � ��� ��� � � � ���� � �� ��� �� � ���� �� � ��� � � ��� ���
� � 
 �� ���� � ��� �! ��� %�� � � �� ��� � �� ����� ��� �� �� ����� ���� �! �� �� � � ��
���� � ��� �! ��� %�� � � �� ��� � �� ��� �� ��� ��� ����� ���� � 
 � ��� �� ���� �%� ��
�� �! � �� ������ ����� %������ �%� �� � ��� � � � � ��� � � � ���� �%��� �� �! � ��
������ �� ��� %������ �%� �� � ��� � � � � ��� � � � ��� � �� �� ��� �

	��� %�� ��� ��"� �� ����� � �� ����� ���� � ���� ������ �%�"� ��� %� ���
��� %�� � 
 �� ����� ��& ��� �� � �! ��� � �� '� � � ��� ��������� � %�� ���� ���
����� �� ��� ���� ��� �! � �� ���� �� ��� � ��� �� � �� !� �� �� ��� ��� %�� � � �� � � %�
��!���� � � �� � �� '� � ���� �� �� ��� ��� ��� ���� ���� �� ��� � ���� � �� ����
���� � �� � ��� ��� ���� ������ ��� ����� ���� ! ��� ��� ��� ��� �� 
 ��� ���� � �� �� ���
%� ��� ��� �" �� �� � �� ��� ������� �%�"� �� %� ��� ���� %�� ���� � 
 ��� ��� �����
�� ������ � �� ���� ���� ��� ��� ���� �� ��� � �� ��� �� ��� �"� �� ���� � ���� � � ����
���� � ���� ������ ��� ��� ��� ��� � � � ��� � ��� � ��� � ��� � � �� ��� ��

��� ���� ��� ��� ���� �� ��!� � !� � ��������� ���� �� �! ���� � 
 � ���
�� ��� �� � !� � ������� � � ��� � ��� � �� ��� ��� � �� ���� ���� �! ��� � ��
����� � �� �� �� � ���� � ��� � �� ��� �� ��� ��"� � ��� �! ��� � �� ����� �� ��


 �� �� �� �� �� ���� �� � ����� �������' � �� ����� � � ���� �� �� ���� ��
����� %� ��� �� %�� �� ������ � 
� ������� � ���� � ���� ������ � ���� �� ��
����� � � �� & �� � ���� � ������ � � �� � ��� ���� � �� �� �"� ����� � 
 ��� �"� ����
��� � � � ����� �� � � �������� �� ��� %����� ���� � �! � �� &� ��� � �� � ��� �� ��



��" ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

� ��� ��� �! � �� � �� ��� ���� �"� ���� %������ �%��� � ��� � %�� ���� �
�"� ���� �� �� ���� ���� ��


 �� ��� � �� �� �������� %� ��� !� ���� ��� � �� �� �

��� � ���� �� ��� ����
�����	 �� ������� �� ����� ��� � 
� ��� 
���� ��
� ��
 ��� ����	� ��	��
� �	� ��� � ���� �
��	� ������� 
 	���� ���� �� ����� �� ����� � 

������ ��� ��� �������� �� 	 � ��� ���� 	 ������ ������
� � ��� 	 ��

��	� �� ��� �� � ������ 
 � 
 ����  � ����
��	� �� ��	� �� ��� 
� � ���� ��� � ������
������ ���� �� ��� �� � ��	� 
 � 
 	���  � 
 ��� ��� �������

��� �� ����� � ������ ���� 
 ������� � 
 � ��� � 
 	���� ������ � 

	��	�� �	 
�	 
 	���� �������� ��������� 

�� % ��	& ��� ���� � �� ���� �� �� ������� � ���� �� � ���� � ��������! � ���� �� � ���������� ��� � �� ��� � ��� �� � ���� ���� ���� �� � ��� ��� ���
��! �� �� ���� ����! � �! ���� ��" �� ����"��� �� �����! ���� ��� � �� ��� ����� � � ���� ��� ������ ���� ��� �"��� � � � ����� ��! �� ������ ����! � � ��� �� � ��� � � �"��� � �" ��������� ��� ��� ���� ����"��� ��
�
�
��� ��� ������� �� � �"��� ���� �����  ���� �� � �"��� � �" �� �

������ � ��� ��� �
�
��� ���  ������� ����

�  ������ ��� ��������� � ���"������ �
���������� � ������� � ��� ���� �� � ����  �� ����  ���� ���

�
� �� �

��������� ���� ���
n = 213  ���� x1, . . . , x213����� ���� �!� � �!�� � ����  ���� ��� ����� � ���� � ����� �� ���"�� � ��

�
����� ��� ����� ������� (x(1), . . . , x(213))
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E[(z(1), . . . , z(213))]
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���"� �� ���"����� � ��� �  ��  ���� � ��� ���  �����" ��� �� �� ��� � �"��� ����  ��� �� � �� ����� ���"� � � ���"����� � ��� ����  �� � ��� � �� ���"��������"� ��� ���� ����� � �� �� ����� � �� � ����� ���� ���"����� � �� ���
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������ ��  ���� ���� ���� ���"� �� �"��� � ��� ������ ��� ���� �� �������� ��� ���"����� � ��� �� ����� �
���� ��� ������� ������� "�������! ���� #�� �� ��� � ���� ��� �"���
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 ��� ���! ��� ���� "������ ���� � ����� � ��� ����  �� � �� � �! ���� ������� ���� �

�� � ���� � ����� � ���������� � X ∼ ���
(λ)

� ��� �� ��� �� ������� ����� � �
λ
� #� � �! ���� ���� X ∼  ��(n, θ)

��� ��� ���� θ
� � � ��� �! ���� ���� ��� ����� ��

X ��� �����! �������� ������ �� �
�
������

����� ���  ���� �� ���� ��� � � �� ��
�
��� �� � ���� X ∼ �

(µ, σ)
� ���

�� ��� �� ���� ��� ����� ��
µ ��� σ

� �� ����
��� ����� � � ����� ��� ��!� �  ���������! � ���������� ������� �! ������
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θ
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(µ, σ)
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X �� ��� ������ � � ��� ��� ���" �� � ����� ������� � X ∼ ���
(λ)

�
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λ
�� ����� � ������� ������� �� �! ����� ����� ���

������� ���� � � ��� ��� ���" � # ��� X
������ ��� �� � � � � ��� ���� � �������

λ
�� ���� ��� ���� � � ������ �!

Pr[X = 3 | λ]
� ���  ���������!� � ��������� � �

λ
� �

������ ��� ��� ���� ��� � � ����� ��� ������� `(λ)
� �� �! ���

���� ���� ����� � �
λ

�� ���� ��� ����� X = 3
� � �"��� ��� � " � ��� � �  ����� ��� ���������� �������� �

�� � �! ����  ������ �� ���� ��� ���� �
�� � ���� �  ���� ����
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θ
� � �� �

X1, . . . , Xn ∼ � �� �� �
f(x | θ) � ��� �� ��� �� ����

θ
� ���  ���� �����! � � ��� ��� ���� �

f(X1, . . . , Xn | θ) =
∏

f(Xi | θ). �� ���
�������� � �� � � � �������� ��

θ
� � ��� ���������� �������� � #� �� ���� �

� ����
f(
� ��� | θ) ������ � � ��� ������" ���� ��� �� ����� ����� � �� �� �������� �� ��� ����� ��" � � � �������� ��

θ �� � �! ��� � ���� ��� ������������������ � `(θ)
��

`(θ | ����) ���� ����� �������� � � ��� ���������� �������� � ����!  �� ���� �� ����� ��� � ��� ����  �� � `(θ1)/`(θ2) > 1
� ���� θ1

�� ���� ��� ���� � ����� ���� θ2
�

��
`(θ1)/`(θ2) = k

� ���� θ1
�� ���� ��� ���� k

��� � � ����� ���� θ2
� ��

��������� � �  �� ������ �� � ������� ��� �
������ � ���! �� ���� ������ �������� � �
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X = 3
� ��� � �� �  ���� ��� �� ���� ��� � ��� ��������� � �����

X ∼  ��(10, θ) � ��� ���������� �������� �
`A(θ) =

(
10
3

)
θ3(1 − θ)7 � �� �
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����� �! ��! ��������!  ������ �

������ � �� � �"��� � ��� �� ��� ��� ��
����� � ��� � �� ���� � �� ��� ����� �������� �� � �"��� � ��� � ����

����� ��
θ ������ θ ≈ 0.3

�� ���� ��� ���� � �� � ��� ���� ��! ����� ��
θ�� ��� �������� ���� ����� � �� �� �� ��� � �� �� ���� ��� ���� ��� ��� ��
�
�

���� ���� ��� � �� � � �� ��
θ ≈ 0.3

�� ���� ��� ���� ���! �� ��� �� ��� �
� ����� ���� θ ≈ 0.1

��
θ ≈ 0.6

� ��� � ������ �� �� � ��� �����! ���! ��
�
� �

�� ��� ����� ���� � ����� ��
θ �� ���� ����� � ��� �� "������ ���� ������ �� �� ���� ��� ���� ��

�
� ���� ���� θ ≈ 0.3
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Y
� ��� ����� ������ ��

��� ���� ����� �!
����� ��� ����� ��� ��� � ������� � ���  ���� �� ��� � � ���� �� ��� �� �
��� � ��� ������� ��� �� �
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Y = 10
� ���  ��� ������������������ �

`B(θ) = P[Y = 10 | θ]
= P[

� ��� �� ��" � �� $ ���] × P[�� ��� ��� � ���
]

=

(
9

2

)

θ2(1 − θ)7 × θ

=

(
9

2

)

θ3(1 − θ)7

`B
� �� �� ����

`A
�! ��� �� ��� �������� �

������ (9
2

)
/
(
10
3

) �  �� ���� �� ���� �������� �
������ ��� �� � ����� � � ���  �����! ���� ��� �� � ������������������ ��� ����� ������! ��� �� � �� ���� ����� ����� θ

� �������  ��� ��
��� �� � �"��� � ��� � ���  ��� �� ��� ���������� �������� �������� � ��

�
��� �� ������ ����! ��� ��� �  ����� �� �� � ����� �����

�
���

Z1
� � � � �

Zk �����
k
� ��� ���� �� ��

��� ���� ����� �! �� �� � �����
��� ���� Zi

� ������ � �� � ������ ��" �� ������� ���
i
���

��� � ��� � # ���
� ���� �� ��� � � ���� � ��� � ���  � ���! �� ��� ����� �! �� ��� � ��
�� � ����� � ��������� � ��

�
����� ������! ��� �� � ���� � � ���  � � ��

���������� �������� �

`C(θ) = (1 − θ)θ(1 − θ)(1 − θ)(1 − θ)θ(1 − θ)(1 − θ)(1 − θ)θ = θ3(1 − θ)7
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`C
�  �� �������� �� `A ��� `B ��� ����� �

������ ������! ��� �� � �� ���� ������ ��� ���� ������! ���� � �"��� � ��� � �� ���� ����"� ��� ������  ������� �� ����� �� ���� ��� ���! ����� � � ��� ��� �� � ���� � ��� ����� ��� �� �
�� ���� ����� ����� θ

�
��� ��� � ����  �� ������  ��� ���� ���" ���! ��� ���  ���� ��  �� ��

��� ���������� �������� � ���� ������ ���� �
����% �& � �� ��&&������ � ���	 �+
	������ � �� � � �� � � �� � ��� � �� �������� ���� ! ��� �  ��� �� ���� ��� � � ���
���%� � �! ��� ��� ���� �� ��� ��� �� � � �"� � ����� �� !��� � ��� ��� �� �� �������
���� ! ��� ���� �� �� ���� ��� �"� � ���� �� �� ���� � �� ��� & �� ���� ��� �� �� �� ��
���� ��� � �� � ���� � �! �� ��� ���� � ��� ��'� ����� � !���� �� � ��

`(λ) ≡ p(
���� | λ)

= p(y1, . . . , y60 | λ)

=

60∏

1

p(yi | λ)

=

60∏

1

e−λλyi

yi!

∝ e−60λλ40

���� ���� ∏
yi!

� � ���� �� ����� �"� !���� � ���� �� � ��� ������ � �
λ

��� � �
���� ��"��� �� `(λ)

� ���� � �� ����
`(λ)

������ � ��� � �∑
yi

� ��� � � ��� ��� �" �� �� �
yi

� � ��� �� �� ���� ���� �� '��� ∑
yi = 40

� �� ��� �� ���� �� '��� ��� ��� �" �� �� �

yi
� �

`(λ)
� � ������ �� 
 �� ��� � ��� � #������ �� 
 �� ��� � �� ��� � ��� � 
 �� ��� � ���

� ���� ���� ��� '�� � 
 ��� � %����� �� ������ ���� ���� ��!� ���� �� � � ��
���� ��� ������ �! � � 
 �� ��� �� ��!� ���� �� � ��� ��� � ��� "� ��� �!

λ
����

���� �������� ���
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θ
�� � ���� �� ����

����
`(θ)

� � �� ��� �� ���� ��� ��� �������� �� � � � �� ����� ���� ���� �� � ���
��� ���� ��'� ������ � �� ��� ��� !� ���� ���� ��'� ��� ���� �
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�����  ��� � ������ � ���  ��� �� ��� ���������� �������� ���  ��� � �����!
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�� ������

����� ����� ���������� �� ��� ����� ����"�� �� �������� �
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!���� n �
��������� � ��� � P[n

� ��� | ����] = 2−n � P[n
� ��� | ����������] =

1
� �� ��� ���������� ����� �

2n � ���� � ��� ��������� �� ���� ��� � � ����������� ����� ������ " � ���� ����" �����
�
��������� � ��� � � ���������� �����

������ ���� � ���� ����" ��� �
��������� � ��� �

�� ���� �� � ��
argmax `(θ) ≈ .055 ��� `(.025)/`(.055) ≈ .13 ≈ 1/8

� �
��� �������� �"���� θ = .025 � �  ��� ��

θ = .055
� ����� � ����" � ����������� �"���� ��� ���� ���� ���� �����
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��������� � ��� ��� ���� � ���

�� �
��� � � ��� ��� ��� �������� �"���� θ = .1

� � �� �����!� `(.011)/`(.055) ≈
`(.15)/`(.055) ≈ .001

� � ��� �������� �"���� θ = .011
��

θ = .15
� �����

� ����" � �� �
��������� � ��� � � ���� ����� ��� �� ��� �� ������ � ����

θ
� �� ��� �������� ���� ����� θ = .025

�� ����� θ = .1
�� ���� ��� ����
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θ ≈ .055
�  ��
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������� � ��� ������ ��" ����  �� � ��� ��  ��� ��� � ��� �! ��� ��� � ���
�����

� ��� �� � ��� �� ����� �� ���  �� �� �� �� X1, X2, . . . , Xn
���� �  ���������! �����! f

� #�
��� �� ���� ���� f

� � �� ��� �� ���� ���� ����  ���� ����
�
��� ��! �� � ����"�� � � �� � ���� f

�� � � ��� µ ��� �� ��
σ �� �� � ��� � ���� ��� � ���

��� �������� ��� ����� �� ��� ���� �� ��� �� ���� �� ����� ����� µ
� ��

(µ, σ)
��� ��� ���! �������  ���� ���� ���� ��� ���������� �������� �

`(µ, σ) =
f(
� ��� |µ, σ) =

∏
f(Xi |µ, σ)

�  �� �� ��� �� ���� f ��� ��� �� ����� ����
`(µ, σ)

�
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��  �� � � ��� �� ���� ����� �� ��� ���� ��� �������" ����� µ
�

�
������������ X̄

� ���� � �
X̄

���� � � ��� �� ��� µ ��� ��� ��������� δi ≡ Xi −
X̄, i = 1, . . . , n

���� � ���! ������ �
� � ��

n
� ���"� ���� ��� ������� � �� �� ������� ���� �

X̄ ∼ �
(µ, σ/

√
n), �  ��� �� ����!

� � #�
��� ���� ��� σ2 ���� ��� ���� �!

σ̂2 = s2 =
∑

δ2
i /n

! � ��� ��������� ��� ��������

`M(µ) ∝ exp

(

−1

2

(
µ − X̄

σ̂/
√

n

)2
)
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X̄ = 8/145 ≈ .055

� � �� �
σ̂2 = (8(137/145)2 +

137(8/145)2))/145 ≈ .052
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���� ������ � � 
 ��� �� �� ���'�� %� &"������ �"� ���� ������ � � ���
"������ � 
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n = 60�! #	� � ����� !�� �� �� & �� � 
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µ
� � ��

�������� � �� �� ������� ��� ���� ��� � ��'� ������ !���� �� �
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��� �� �� �� ���� � � �� ����� ���
NT

i

%� ��� � ��� ���%� � �! ��� ��� ����
�� ����

i
� ��� �� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��� �!�� � � �� �� �� � ��� ���

NO
i

%� ���
� %� �"�� ���%� � �! ��� ���� �� ����

i
� � �� �� � ��� ���� ��� �� ����� �� ��� �� �� �

�  �� 	������ � �� �� ���� �
NT

i ∼ �� �
(λ)

� 
����� ����� � ���� ��� ���� ��



� �� � � ���� ����� ���

���� �� � � � � �� ��� ���" �� � �� � �� ��� ���"
�$$� � �

�$$� � �
����� � ��  ���� �� � � � �� ��� � �� ��� ���" �� ������� � �� �$$� ��� �$$� �

��� ������
θf

�! %� ��� !� ��� �� ��� �� �� � ���� ��� ���
θf

� � �� ��� ���� �� �
�! ��� ���� ���� ��� ��� %�!��� ��� �� �� � %�� �� !��� �� ��� � �� ��� ���� �
��������� ���� ��� ��� !� � � �� !� ����� �! ��� ��� �� �� & �� ��� ���� ���� ��"�
� ������ ��� ���� �� 
���� ��� ��� ��� ���� � ����������� ��� � �� ��" ��� ��� ���

θf
���� �� ��� ���� �

NO
i ∼ � ��

(NT
i , θf)

� 
 �� ���� ��� ���
NO

i

� � � ��
NT

i

� ���
��� �%� �"�� � 
 ��� �� ��� ���� �� �� � �%� �� ��� ��� �������� �

(λ, θf )��� ���� ��� � �� ��� ���� !� � ��� ��� � �� ��� ' �� ���� ����
NO

1992 = 0
�

� �� ����� ��� �%� ���� ���� � � �� ��'� ����� � !���� �� � �

`(λ, θf) = P[NO = 0 | λ, θf ]

=

∞∑

n=0

P[NO = 0, NT = n | λ, θf ]

=

∞∑

n=0

P[NT = n | λ] P[NO = 0 |NT , θf ]

=

∞∑

n=0

e−λλn

n!
(1 − θf )

n

=
∞∑

n=0

e−λ(1−θf ) (λ(1 − θf))
n

eλθf n!

= e−λθf

�� ���


 �� ��� � ���� ����
log10 `(λ, θf)

� �
 � �������
log10 `

������ �!
`
!� � "��������


 �� ����� �� ���� ��� ��� � �������� 
� �� � ��� ���� ���� � !� �� � � ��� ���"�

log10 `(λ, θf ) = −1
� ���� ��� ! ��� �%���

(λ, θf) = (2.5, 1)
�� �%� ��

(λ, θf ) =
(6, .4)

� �� ���
(λ, θf)

� �� �� ���� ���"� �� ��� �� ��� �����
NO = 0

�%� �� ����
� �� �� � � �� � ���� ��
 �� � ���� � � ��� �� �� � �� �� � �� �� �

λ = 0
��

θf = 0
�� �� ���

%� ��� ��� �� ��� ��!� �! � ��� ���"� �� ��� �� ��� ����� %���� � � ��� ���� �! ���
��� ���� �


 �� �� �� �������� � �! ��� ��� ��� � ���� ��� �
λ
� � �� ���� �� � ���� ���

��� ���� ���� �� ����"� � 
 �� &� ��� ���  ���� "� ��� �!
λ

� ����� � � ���



��� ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

��"� ������%�� ����� ��'� ����� � ��� ����� �� ��� �� ��� ���� ���� ��%�� �� ��� ��
���� �! �� %� ���"� ����

θf
��� �� %� � �� �� � �� � 
� ��"�� ����� !��� �� �� 
 ���

��� � ���% �  �� ���� �� � ���� %�� ��� ���� "� ��� �! λ
� ����� � ���� � �� ��� 

���� �"�� "� ��� �!
λ

� ����� � ���� ��� ��"� ������%�� ����� ��'� ����� � �!
� ��� ��� ����������� %� �� � �� �� �� �� �� "� ��� �!

θf
� �� !��� � ��%�� ������ �����

"� ��� �! λ
�� ����� � ��� �� � �� �� �� �� �� "� ��� �! θf

��� ��"� ��%�� ������ �����
��'� ����� � � �� ! ��� ��� ���� � �� �� � � �� �� � �� ��� �� ���� � �� ��� ���� �� �����
"� ��� �! λ

� � ! �� ��� ��� ���� �� ����� "� ��� �!
λ
�� � �� ��'� ��� ��� ��� � � �� �

%��� �� ��� �� �� � ��� �� ��� %����� ��� ���� �� �� �� "� ��� �!
θf

��� � �� ���
� � �% �� � �� ���� �&� %��'� �� ��� ��!����� �� � �! ��� �� �� � ���� �������� ���� ���
� �� ��� � � �� �� � �!�� � ������ � ���� ��� ��!� ����� ����� �� � � ��� � ��� ��� �� ���
�� �� � � ���

λ
���

θf
��� ���'�� � ��� ��� ���� � �� �� ��� ��� �� �� � ���� �%� ��

� �� �� � �������� � ��� �" �� �� ����
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� �"��� � ��!  ��" �� ��� ���������� �������� ���
(λ, θf )

�� ����  �� � ���
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#� ���� ��� ��� ��� ���� �� �� ��� ��� � ���� �� ���
�
� ���������� �

������� ��� ���"��! �
��
�
� ��� ��� ��� �� ���� �� ���

�
� ���! ��� ��� �  ! ��� ���

� ��
�
��� �� ��� �� ������ ��� � �� ���� �� ����  �� � ��� � �

���� �� � �
 ��� ���� ��� ������� � �� �� ������� �  ��� � ���� � � ����� ��� � ��!������� �� ���

�
� �� ��� ��! ��" �� � ��� �� �� ������� ����� �  ���� ����

θ
��� ��� ������ ��� ������� � �� �� ������� �!��" ���� ��� �� � ������� t

�
t ∼ �

(θ, σt) �  ��� �� ����! ��� ����� �� ��� ���� ��� σt
� �� ����

��� ��
��� � �� ������!� �"���� ��! �����  ���� ���� �� ���  ������ ��� � ��� ���� ������� ����� θ

���� �� `M(θ)
�

� �� ��� �� �� ���

��� ���� � ���  �� �� �� � ��������� ����!� � �� ��"� ��� �� ���� ��
�  ��� "���� �!

y
�� ������ ����� ��

θ
� ���� y

�� ���� ������� � ����
p(y | θ) � � �������� � ������ ��� ��� ���� ��� � � ����� ��� ������� `(θ)

� ���!� �
θ
� ��� ���� ����� � �

θ
�
`(θ)

�! ��� ���� ����  ������ ��� θ
�� ���� ���

���� � � ������ �����  ���� � �� �� ���� ����� � ���� ��
`(θ1) > `(θ2)

���� θ1�� ���� ��� ���� � ����� ���� θ2 ��� ��������� ��� ���� "��� � ��� �  ��� ��
θ1

���� θ2
� �� ���� � ��� �� ���� �� �  ��� � � ���

�
��!  �� �������� �� `(θ)

�
�� ��

`(θ1) = 2`(θ2)
���� ��� ���� �  ��� θ1

�� �
�
� � ��

�
� � θ2

�
�� �� ���� �� "�� �� ��� ����� ��

θ
�

������ �� �� ��� �� ��� ������� θ̂
�

�� �� ��� �� ���� ��� θ
���� ����! �� y

� �� ��� �� �
���� ��� ����� ��

θ
���

���
�
�

`(θ) �� ���"�� � ���� � ��� �� �
�
� �� ��

�
���� � �! �� �

� �� �� ��� � �� 
��� � 
�� �
���
 � �	
��	�

�� � ��! �������  ������ ����� � � ������ ����� ��
θ

���� � �� �� ��
`(θ)

� ��� ����� �
������ ��� �� �� � ��� ���� ��� �� ��� ��� �� � �� �� � �� θ ���������� θ̂

�
θ̂ ≡ argmaxθ p(y | θ) = argmaxθ `(θ).

��� ������� � �� ���� �� � �� ��� � �"��� � ��$ θ �� ��� ���� ��
�������

��
������ ��� �� ����� ����� `(θ)

���� �� y = 8 ������ �� �!�  �� �� �� �"��� � ��$ �""�� ���� ��� � �� �� � � ����� θ̂ ≈ .05.



� �� � ���������� ��$

# ��� `(θ)
� � ������������ � ��� � �� �� � ��� � � ����� �! � ������������" ����������" �� ��� � �� ����  �� � �� ��� ���������� �� `(θ) ∝ θ8(1− θ)137 � ������������� �

�
`(θ)�
θ

∝ 8θ7(1 − θ)137 − 137θ8(1 − θ)136

= θ7(1 − θ)136 [8(1 − θ) − 137θ]
�� ���

�������" �� � !����

0 = 8(1 − θ) − 137θ

145θ = 8

θ = 8/145 ≈ .055

��
θ̂ ≈ .055

� ��� � �� �� � � �
�
���� �� ��� � ��� � ��� � ����� ��� �� ��� ��� ��� � ��� � �� ���� �

��
�� �� �� ��� ���� � �� `

� ��� � �� ���������� � ����� ���
���� � ������ ��������� � �� ���  � ��� "�������! ��� � �� �� � ���  ���� ��� ���� � � ��  �!�� ���� ��� � ���

n − y ��� " � ���
y

�� "�� θ̂ = y/n
� �� ��� ����

�
�� !��

� ��� � � ���� �� ��� ��� � �� �� � ��� ���� ���� ����� �! � �� � ���������� ������ � � ���
�� ���� � � ���� ���� � ��� ��� ��" � �� �� �� �  �

���� log� � � ������� �������� � argmax `(θ) = argmax log(`(θ))
� � ��� � �� �� � ���� � ����� �! � �� �� ���" log `

� ��� � �� �� � ���� � `(θ) =
∏

p(yi | θ)
�
log `(θ) =

∑
log p(xi | θ)

� ��� �� � � ���� ����� �� � �� ��������� ��� �� ���� ���  ������ ���� ��� � ����� ���� �� ��� � ��� ��� �� ���� ���� ��� 

log `(θ) = 8 log θ + 137 log(1 − θ)�
log `(θ)�

θ
=

8

θ
− 137

1 − θ
137

1 − θ
=

8

θ

137θ = 8 − 8θ

θ =
8

145
.

�������� � �� ���  ���� ��
y1, . . . , yn ∼  ���(θ) ���� ��� � �� �� � �� θ

�

θ̂ = n−1
∑

yi =
�� �� � ���

��� ����
�
�� �� !�� �� ��� ��� ������ ��" �



��� ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

�� �� y1, . . . , yn ∼ �
(µ, σ)

���� ��� � �� �� � �� µ
�

µ̂ = n−1
∑

yi =
�� �� � ���

� � ��
y1, . . . , yn ∼ ���

(λ)
���� ��� � �� �� � �� λ

�

λ̂ = n−1
∑

yi =
�� �� � ���

� � ��
y1, . . . , yn ∼ �� (λ)

���� ��� � �� �� � �� λ
�

λ̂ = n−1
∑

yi =
�� �� � ���

� �� �� �������� � � � �	
��	
��

� ��� ��" ��� � �� �� � � ��� ����"� � �������� ��� ���� �� �������! ��� �������!� �
θ̂ � �� ���� ��� � � θ

� �� ����� ���� � �� ���� �� ���� ���� ����� ����� ��
θ
� �� ��� ����� ��

θ̂
� ���� ��������! ��"� ���������� � ������ � ��������! "����� �������� � � ��� ����� � ��� ���� ��� ����������� � ���� ��

�
���� � �! ��

������ ��� ������� ��  �� �� ���� ��� ��������� �� ���� ��� �� �
�
���� � �� � ��� �������� �

��� ���! ����" �"���� ��! ����� ��
θ

�
�
� ���� `(θ) > `(θ̂)/10

� �� ����
�
��������" ���� ����� �������! �� � ���� � �� ����� ����� �� �

�
� �

��
.1 ≡

{

θ :
`(θ)

`(θ̂)
≥ .1

}

�� ���� ��� ��� ���� ��� � ���  ��� "�������!� ��� ��! α ∈ (0, 1) �� ����� ���
���������� �� � � ����� α

�� � �

��
α ≡

{

θ :
`(θ)

`(θ̂)
≥ α

}

��
α
� ��� �� ��

θ
� ���� �� ���� ��� ���� �������! ���� � ��� ��������� ���

�� � �
θ
� � �� �  ����� �! ��� ���� � ����� ��� ������������� �� �����������

��� �� ��� ��� ������ ���� �!
α
� ��� ������ � ���! �  ��� �� ��� ��� � ����

� � �������
�
��������� � �� ������! ����� � �� ���

�
�
�
���� ������� ���������

��� ����������� ����� ��
θ
� � �� � ����� � �� �������! � �� ����� ��

α
� #�

���������! ��
α ≈ .1

���
�
���������� ��� �

���� �



� �� � ���������� �� �
�� � ��!  ������ ��� ���������� �������� `(θ)

�
�
�������� ��� ����� ���� � � �� � ������! ��

�
�����" ���! ����

θ̂
� ��� "�� �� � � θ → ±∞ � � ��� �"��� � ��" ��� � ��$ � �� ����

��� � θ ≈ θ̂ ⇒ `(θ) ≈ `(θ̂)
� �� ����� ��

θ
� ��� ��

θ̂
�� ���� ��� ���� ��� �� � ���� � ��� ��� ����� �  ����� �� � θ̂

��� ��
α
� �� ��������

��
α = [θl, θu]

�����
θl ��� θu ��� ��� ����� ��� �  �� ��� ���� � �� �������!� �� ��� ��������� �

�� ����  �� � �" �� ����� �
�
����� θ̂ = 8/145

� � �� ��� ��� `(θ̂)
�� �

����� ����� � �� �! ���" � � �� ���� �� ��������
�� �� �	 � � 
 ��� 
 ����� 

���
�
� !���� ����� ��!! � ���� θl ��� θu ��� � � ����� �! ����� ��� ����� �

� ���� �� �� �	 �� 
��� 
���� ≈ .013 ��� �� �� �	 �� 
��� 
���� ≈ .015
� ��

�
��� ���� ���� ��

.1 ≈ [.023, .105]
� � ���"� ���������� �������� ��� θ

� � �� ���� �"��� � ��$ �� �� ������� ��� �������� � ��� ��� ���� ���� �� ����  �� � �"
�
�� ��  �� ���� θ

�� �� �������� �� � ���� �� �����" � �� "������ � �� �� ���� ��� � ���  �� ���� θ
�� �� ������ ������ �����! ��� �� ���� � � �� ���� ����� �� ��� ���� � �  ���� ������ ���� � �� �

�� ���� ����� ��� ��� ������! �� ������ ��� θ
� �! �����! ��� ���������� ��������� �

�
�� � ��������"�! � ���  ����� � n → ∞ � ���� ��" �� ��������"�! ���������� ������� ���

θ
� #� �� ���� �� � �"��� ��� ��� � ��" � ���� �� � ��� ������������  ���� ������� �

����% �& � ��� ��
�%� � ���	���&� �
	������ � ��� ��� �� ����� � ������� �  ������ �� � �� ����� ��� ��� %�%�����

θ
�!

� ������ ��� ���� �! � ��� � �� ��� ������� �� �� ����  �� ���� �� � �� ����� ����
��� � ��� �! ����� ���� �"� � ��� ��� ��� ������ �! ���� � 
 � ��� ���� %� �������
���  ������ �� � � �� � !�� � ��� � ��� ���� ����� ��� ��'� ���� �� !���� �� �

`(θ)
� 
 ���

�� ��� ��� ���� ��� ����  �� ���� �� � ��� �� � ��� ������ ��
`(θ)

�

 �� ����� � �� 
 �� ��� � ��� � 
 �� ������ ���"� � !�� �  �� ���� �� � � ��� ���

���"� %����� ��� ��� ��� �� ��� '�� !�� � � �� � ��� � �  �� ���� �� � � � !�� � � ���
�  �� ���� �� � ��

.1 ≈ [.15, .95]
� ����� � ��� � ������ ��� ��� �� �� ������ �!

��!����� �� � � ��� �!�� � �  ������ �� �
`(θ)

�� �������� � ���� ��
.1 ≈ [.05, .55]� ���� �� ��� �� � !�� � ��  �� ���� �� � ��

.1

�� ����' !����� � �� �%� ��
[.25, .7]

�
��� �!�� � � � �� �� ����' �"�� !����� � �� �%� ��

[.38, .61]
�
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��� �! ���� � ���� ��� �� � ��! �������  ������� ��
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��� ���� ���� θ̂
� � �������� � � ��� ���� y1, . . . , yn

� �� �� �� ��� ��� �� ����� ��� ��� "�� ��� ���� �� ��� "�� � ��� θ̂
� ��

θ̂
� � ������ �������� ����� � � ���������� ������ ���

��� ���
� ��� ���� ���� ��

θ̂ ��� ������� Fθ̂

� #�
��� ���

Fθ̂

�� ����  �� ���� ����� �� ��� ��� ������ �� ���� ��� ���  ����������! θ
� � � �����" � "�� � ��

�
��  � ��� ���� ��  �� �� ��

n = 50, 200, 1000
�� � �� ���� ��� ������ � ���� ��� ������ !������ � � ������� θ̂

� ���� ����
θ̂
� ��� � ������ �� �� � � �� ���� ����

Fθ̂

� � �"��� ���$ ����� ��� ����� ��� ��� ������ �
��� �� ���� ��� ��� ��  ���" � ���������� ��

θ̂
�� � ��� ������ � ����� ���

�� ���� ��� ����� ��� ����" � � � ��� �
Fθ̂

� ������� ��!� �� ��� ����� ��
���������� �� � �� ����" ��� �������! ��

θ̂ � �� ���� ���� ��
θ
� ��

Fθ̂

�
��"���! �

����������� ������ θ
���� θ̂

� ��"��! �������� � ��������!� �� Fθ̂

�
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��"��! � � ���� � �� ��� �������� ������ θ
� ���� θ̂

� �� ���������� ���� ���� ���
�
��� � �� � �! ���� ��

�
��  ��� ���  ��� �� ���� ���� � � �� �� �� ����� ������  �������� ���� ���� θ̂1 ��� θ̂2

� �� ��� �
��  ��� Fθ̂1

��� Fθ̂2
��� �� ���

���� ���� ���� �� ���" � ���������� � � �� ��"���! �
����������� ������

θ
�
�� ��������� � ��� � �  �� �� �� �� y1, . . . , yn

���� � ���������� FY
� ���

���� �� ���� ��� θ ≡ E[Y ]
� #�

�
������ ���  �������� ���� ���� � ��� ��  ��� ��� θ̂1 = (1/n)

∑
yi ��� ��� �� �� � �� ��� θ̂2

� �� �� ���
�
� ���� ���� �

������ �� �� � ��� ������ � � ���� �� ��� ������ ��" ��  �� � ��� ��� ������� ���� �� ���� � �� ����� ��  �� �� �
n = 4, 16, 64, 256

� �� �� ������� ��  ���� � ����� � � ��� �� ��� ��� FY
�� �

(0, 1)
�  �� ���

�
���

�
� � ������ θ̂1 ���

θ̂2
� �"�� �� ��� �� ���� FY

� � � � � ��� ������"� ������"����� ��� ��
�
������ �����

�
���

�
� ��

FY
�

#� �� ���� ��� ������ �� ���� �� �� �� � � �"��� � ��� ���  ��� ��� �� ���� �"��� �""�� ���� ��� ��  ���" � ���������� �� ����
θ̂1 ��� θ̂2 ���

�
������� �� ��� ���� ����� ��

θ
� ��� � ���������� ��

θ̂1
� ��"���! �� ������������ ���� � �

θ̂2
� ��� ��� ����"� �� � ��� ��

�
�  �������� � �������� �
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! � � ��� ������ � ���� � �
# ��� ��� � �� �� � � ��� �� �� � ��� � � �� � ���� FY

� �  ����� ��� �
���� �� � ����� �� �� �������� � ���������� � ��� ������� � �� �� ������� ����� ���� �� ���"� ��  �� � θ̂ � �  ��� �� ����! ���� ���! � ��������� � ��������� �
�� ����

��� � �� � ���������� ��� � � ���� ��
�
��� �� �! �� � ��� ��� �� �

�  ��� �� ����!�
θ̂ ∼ �

(µθ̂, σθ̂).

�����
µθ̂ = µY

σθ̂ =
σY√

n

�� �"�
���� � � ���

�
�
��� � � ����! ���� ���� ���� ��� �� �� � �� �� ��� �� ���

��  �� ��
�
��  ��� � "��� �  ��� �� ����� �� ��� �� ���" � ���������� �� ���

� �� �� ��� �� ���� � ���
� �����!� ��� � � ��� ���� ��� ������ �� ��� � �� �� � ��

n = 5, 10, 25, 100
 ����� ��� ����� � ���

p = .1
� #� ��� � ��� ����"��� ��

���� ��� ������ ��� ������! ���� � ��� ������ �����! ���� ��� ��� ���� ��������� � ���  ���� ���� �� ��� ���� �� ������� � ��� � � ���� ���� ���� ���
��� ������ � � �� �� ��� ���� �� � �"��� � ��� �
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� ���� ��� ���� �� �  ��� �� ����� � ��� ���! "��� ��� � ��� n
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���� ��� ������! ��" � ���������� FY
� ��"��! ����� � ������" ��

��� ���� � ���� �� � ���������� � �� ���� � � �� ������ ��
�
�� ��� ��� ���� ��

�  ��� �� ����� ���
n = 5

�  �� ��� ���"� n
� ��� ���� �� �  ��� �� ����� � �� ���

"��� � ���� � ��� ������� � �� �� ������� � ��� ��" �� � ��� ��! n
� �� ��� ��

��� �� �� �� ���� ��� ���  ���� ���� �� �������� � �" � ��� � ��� n
� ����

 ���� ���� ��� �� ��� � ��
�
� �  �� ���

n = 256
� ���! ���� � � ��� �������� �������! � �

θ̂
� ��� ��� ���� �� �  ��� �� ����� �

�� ���� ���� ��� � ��
��  �� � � "��� � ���� �� ��� �� ���" � ���������� ��

θ̂
�

��� �� � � �� ���� ���� � "���� �  �� ��� ��� � � �� �
������ ���

�
�����

����� �� �� �� ��� ���� ���� � ����� �� � ����� ��� �! ���� �� �� ���� ���������� |θ̂−θ| � # ��� θ̂ ∼ �
(µθ̂, σθ̂)

� �  ��� �� ����!� ���� σθ̂

� ��� �� � ��� ��!
���� �� � ���������� � ����� $�� �� ��� � � � � ��� �� ±2

������� ���������� � ��� � ��� � ��������� �

Pr[|θ̂ − θ| ≤ 2σθ̂] ≈ .95



� �� � �������� ������� �� ��$

�� ����� ���� � ���� ��� ��� �������� �� � ��� �� ����� ��� ������� �����
����� $�� � � ��� ��� � � �� ���� ���� ���� �� �����! �  ��� �#� ���� ��� ��� ��� ��! �� ����" ���� ����� �������! � �����"�
`(θ) ��� �����"� Fθ̂

� � ���� ���� ��� �  ������! � ������� �  ������ ��� ��
�
���� ��� � ���� ��  �� ����� ��� ������ ��" �

��� ����� �

�� # ��� θ̂ ∼ �
(θ, σθ̂)

� ��� σθ̂ ≈ σ/
√

n
� �� �  ��� �� ����� ����� ������

�! ��� ������� � �� �� ������� � ���� �� ��� ���� ��� θ
�� � ��� �� �� ���

±2σθ
� ������ $�� �� ��� ��� � � �� ��� �������� (θ̂ − 2σθ̂, θ̂ + 2σθ̂)

� ���������� ���� ����� �������� �

� � # ��� � �� � � ��� �� ���� ����� �� ��� ���� �
�� � ���� ��� ��  �� � ��� �

��� �� �����
��� ���� � � ��"���� ���������� ��"�� ��� �  ��� � ����

`(θ) ≈ exp

(

−1
2

(
θ−Ȳ
σ̂/

√
n

)2
)

��������� � �! � ��� ��
.1 ≈ (θ̂−2σθ̂, θ̂+2σθ̂)

�
�� ��� ��� �������� ��� ����� ��� �� � �

� �� ���� ���� 	� 
������

�� ����� ��  ������� ��������� �� ����� ����������� ������������� �� �������� � ��� ����� �� ���� ����� �� ��� � ����� ���� �� ��������  
θ ! #� ���������

p(θ)
 ����� � �� � �� � ��  �� ������ ��� ���� ����� �� � �� ���

p(θ)
����� ���

���� "����� ��
θ

��� ���� � ��� ������ ���
p(θ)

�� ��� ��� ���� "����� ��
θ��� ���� ����� ������ ��������� �� ��� ����� �� ���� ����� ! # �����

p(θ)�� � ����������� ������������  �� ����� $� ����������� � ��� ���
θ

�� � ������
"������� ! % ����  

p(θ)
���� ��� ��� ����� �� ���� ����� ! # �� ��&����� � �����

��� �"� ��&����� ������ �� ���� �����  ���� ��&����� ����������� �������������� ! ��� ���� ���  ���� ��� ��� ���� � ���� ����  �� �� �� ��  ��� ��� $� ����� �� � � ! ' � ������ � �� ��� ������ ( �� �� ������� � ������ ��� ��� ����
��� �� �� !  �� ��� � �  ��� ������ � �� ������� ������! � ����� ���� �� ��
����� �� ���� ����� �� ���������

P(
�

) = P(') = 1/2 ! )�� ����� ���� �� ����
����� �� ���� ����� �� ��������� �����

P(
�

) = 1
��

P(') = 1
��������� ��

����� �� ���� ��� � ���� �� '���� ! # ���� � ��� �� ���� � ����� �� ���� ��
������������� �� � � �� ��� � �� ����� !��� ������ ��� � �� ���� ���  �������� ���� ������ ! # �� � � �����
������ � � �� �� *+ �� * �� �� ������ , * ��� � ������ ��� � ��� ��� , *+ �� ��
���� � ��� ! � �� ��� ����� ����& ��� ��� � �� �� −$1 + P[

���� � ���
] × $10 !



*�+ ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

��� ��� �� � � � �� �� ���� �� ���� ���� ���
P[

���� � ���
] ≥ .1 ! � � ������

���� � ������ � �� �������� !
� ��� ��� ��� � ���� ���� ���� �� ��� ����������� ������������� ���� � �

�������� !
• �� �������� ����� �� ���� � ��� �����  ����������� ���� ������ �����

�� ������� �� ������ �� � � � �������� ���  �� ��  �� ������ �� � ����� !
• # �� ��"������ �� �� ����� � �����  ��"������ ���� ������ �� ������

����������� ������������� �� ��� ��� ��� � �� ���!
• # �� � �� ��� �������� ���������  � �� � ���� ������ �� ������ ������������ ������������� �� ������ �� !
• #����� ����������� ������ �� ����������� �� ���� !
• ������ � ����� � ����� ���� ������ ����� �� �����"�� �������� �� �"������ ������ ��� � ������� �� ������ ������ ���  �� ��  �� ��� �� ���� !
• ������� ��� �������� ���� ������ ��� ��� ���� �� ������������ �� ������� �� ����� ��"���� ���������"� ������ ���� !
• #� �� ������ �����  ���� ��� � !�  ������� ��� ��� ����������� ����

������ ���� ����������� ������������ ���
θ

 �� ����� ��� � ������ ��
�������� ������ ��"����� ��"���"� ������ !

������ ����� �� � ��� ��� �� ���� ���� ��������� ����������� ������������� ! �� �� �� ����� ������ �� ��" ��� �� ������ ����� ���� ��� ��� �� � ������� ����������� ���� ����� ��� ������ ����� �� ����� �� �� ��������� �� ��� ! ����� ���� ��� ��� �� �� ������ ����� ������� �� ���� �� �"����� � �����������
���

θ� � ���� �� � ���� �� ��� � ������ ���� �� ���������� ������ ����� ��
p(θ)

 �� � ������� ������������ ��
θ ! ' � �� ����� ������ ����� �� ��� ��

���� ��� �� ��� � � ��� ��
p(y1, . . . , yn | θ)

 �� ����������� ������������ ��
y1, . . . , yn

��"��
θ ! � ���  �� � ������� ��� ����������� ��������� ��� ��������

�� ��"� �� � ���� ������������
p(y1, . . . , yn, θ) ! � ������ �� � ���� ������������

������
p(θ | y1, . . . , yn)

�� ����������� ������������ ��
θ

��"��
y1, . . . , yn ! # ��

p(θ | y1, . . . , yn)
���������� ��� ����� �� ���� ����� ���������� ��� � �� ��

���������� ������ ����� ��� �� ���� �� ����� �� �� ������� �� ��� ! p(θ)�� ������ �� � ���� ������������ ���
p(θ | y1, . . . , yn)

�� �� � �� ������ ������������� !



� �� � �������� ������� �� *�*

# ��� � �� ����������� �� �� � ������ ��������� ���� � ! �������� � �������
� ���� �������� ��� � ���� �������  ��� ��� �&���� * �� *+++ � �����  ���!
' � ������� ���� �� �� � ��������� �� ���������� ������ ����� ( �� ������� $�
���� ���� �� �� ��������� ���� �� ���� �� ����� �� ��� ���������� ������� !� ���� �� ��������� "������� � �� �

= 1
�� �� ������� �� �� ������� ���

�
= 0

�� ��� ! � ���� � ������ ������ "������� ' �� ' = 1
�� �� ���� ������

�� � �����"� ��� ' = 0
�� �� ���� ������ �� ������"� ! # �� ���� ��� �� ���� ���

�� $�� �������� �� �� ����� ���
P[' = 1 | � = 1] = P[' = 0 | � = 0] = .95 !� ������ ��� �� �� ����� ��� �� ������� �� �� ������� ��"�� ��� ��

���� �� � ����"�� �� ���� �����  ��� ��
P[
�

= 1 | ' = 1]�#� �"� �� � ������� ������������ �� � ��� �� ����������� ������������
�� ' ��"�� � ! ' � ��������� �� �� ��� �� � ���� ������������ ��

(
�

, ')
 ���

�� ����������� ������������ �� � ��"�� ' ! ' � � �� ��

P[
�

= 1 | ' = 1] =
P[
�

= 1
��� ' = 1]

P[' = 1]

=
P[
�

= 1
��� ' = 1]

P[' = 1
��� �

= 1] + P[' = 1
��� �

= 0]

=
P[
�

= 1] P[' = 1 | � = 1]

P[
�

= 1] P[' = 1 | � = 1] + P[
�

= 0] P[' = 1 | � = 0]

=
(.001)(.95)

(.001)(.95) + (.999)(.05)

=
.00095

.00095 + .04995
≈ .019. �

� !$�

' �� ��  � ������� �� ����� � �����"� �� ���� �� ��� � �� ����� �� �" ���
�� �������  �"�� ���� �� ���� �� $�� �������� ! ��� � ����� ��� ��� � ���������� ������ ��� ���� ��� � � ���� ������
����� !  �� � ����� �������� ���� ���� ��� ��� �� *+++ � ����� �� ��� ��� *
�� �"� �� �������  ��� ��� � ����� �� ���� � �����"� ( �� ��� ��� $$$ � �����
��� �� �"� �� ������� ��� �� �� ����  �� �� ��� �+  �� ���� � �����"� ( ��
�� ��� �� �* � ����� �� ���� � ����"�  ���� * �� � ������ ���� ��� ��  ��
�� ������� ! ' � � �� �� ������� ! ' �� �� �� ���� ��� ���� � ��� � ����� $�
��������� �� �� ����� ��� ������ � ��������� �� � ���� ����� �� �������� �� �����
��� �� � � ��� ������!# �� �� �� �������� � �������� �� ��� ���� ���� ' ��� ��� ��� � ����� ��
"����� �� �� ����� ����  ���� ���� ��� � ����� �� �� ��� ��� �� �� �������� �



*�� ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

��������  �
= 0

��� �
= 1 ! �� �� ������� �� �������� ��

`(0) = .05; `(1) = .95

� ��� $� ������ ��� �� ���� �� �� � ������ ��������� �������  ��� ��� �������� �� ������������"� ������ �� ��������� !
P[
�

= 1 | ' = 1]

P[
�

= 0 | ' = 1]
=

P[
�

= 1
��� ' = 1]

P[
�

= 0
��� ' = 1]

=
P[
�

= 1] P[' = 1 | � = 1]

P[
�

= 0] P[' = 1 | � = 0]

=

(
P[
�

= 1]

P[
�

= 0]

)(
P[' = 1 | � = 1]

P[' = 1 | � = 0]

)

=

(
1

999

)(
.95

.05

)

≈ .019

' � ��� �� ��� �������� �� �� � �������� � ��� �� �"��� �� ������� ! ' �
� ������� ��� ���� ��� � ��� �� � �������� � ��� �� �� ������� �� �� �����
���� ��� �� ������� �� ����� ! �� ��������� �� ��������� �� � ��������  �� ����
���� �� ������� �� �����  ��� �� �������� "���� �� �� ������� �� �������� !
# �� �������� � ������ ��� �� � ���� �� ��� ����� ���� ��� ��������� �� ����
� �������� ���� !

��� $� ���� � ��� ������ ��� �� �� � ���� ����� �� �� ���� ���� �� �������������� �"� ��������� ! ���
y

������ �� ����  �"�� ���� �� �������� ��
� ��� � �

y1, . . . , yn !

p(θ | y) =
p(θ, y)

p(y)

=
p(θ, y)

∫
p(θ, y) dθ

=
p(θ)p(y | θ)

∫
p(θ)p(y | θ) dθ

�
� !*+�

�������� � !*+ �� �� ��� � �� �������� � !$  ���� �� � ��� ������� ���� � ! � ����
�� ��� �������� �� ���� �� ��"�� ���

p(θ | y)
�� � �������� ��

θ
 �� ���

�������� �� � ������
p(θ | y) =

p(θ)`(θ)
∫

p(θ)`(θ) dθ



� �� � �������� ������� �� *��

��
p(θ | y) =

p(θ)`(θ)

c

����
c =

∫
p(θ)`(θ) dθ

�� � �������� ��� ���� ��� ��� ��� ��
θ !

�
# � ��������

� �� ���� ��� ��
θ

���� ��� ��� ��� ��
θ

( ����� ����������� �� �� �� ��� �������
θ !� ' � �&��� �� �� ��������

c
�� �� ������� �� �������� �� �� ��� ������ ��

��� �� ���������� �� *! � !� ! ∫ p(θ | y) dθ = 1 ! # �� �����
c

����� ��� ����  ��
��������� �������� ��� ������ �� ��������� �������� ��� � ��� ����� �����
� � ��� � ������� ��� ��

c ! ��� ����� ���� �� ����������

p(θ | y) ∝ p(θ)`(θ)

�
� !**�

���� �� ��� �������� �������� �� ���� ����������� ��
c !#� ��� ���

c
����� ����� �������� � !*+ �� �� ����� �������� � !** 

��� �������
c = [

∫
p(θ)`(θ) dθ]−1 ! ���� ��� � !*! ����������� �� ������ �������� !

����� �� � ��� ���������� � ���	����� �
	��� �� ��� ���� ���� ������� �� �� � � �� � � �� � � �� � � �� � ��� � ���� � � ��� ���� ����
��� ���%� � �! ��� ��� ���� � ���"� � � �� �

(λ)
� � ��� � �� ��� �� �� ������ ��� ��� ��

���� ����� � %�� � %� �� ���� �� ��� �� � ���� �! ��� �����	 �� ��� " �� ����� �! ���
�� �� ������� � ���� ��� � 
 ��� �� ������ ���� ��� ��� ���� ����� � ��� �� � ����
��� ���� �� � �� ��� �� �� � ��� ���� �� � ���� ��� �� � ��� � ��� �� ���� �� � ���� � �� ��
� � �� ���� ���� � 
 �� �� ���� ����� �� ��� %� ���� ��� �� ��� ���� � ��� ��� � �� �����
�� 
 ��� �� � ��� � � ��� �

p(λ) = 4λ2e−2λ � �
 � � � ��� ���
(3, 1/2)

��� ��� � ��
���� �� � � �� �� 
 ��� �� � ��� � �� � �� ��� ��� ���� ����� � !���� �� �

p(y | λ) ∝ λ3e−λ

!� ��� �� 	������ � �� ��� 
 ��� �� � �� � 
 �� ��!� �� � ���� �� ��� �� 	���� �� � � ����
��� ���� ��� � ��� ��� �

p(λ | y) ∝ λ5e−3λ � �� ���� �� � � �� �� � ��� �� ���� �� �
� ��� ���

(6, 1/3)
��� ���� �� �� � �� ����� �! ����� �� �� �� ����� 
 �� ��!� ��

c
��

�� � ������� ��� %� ��� �� ��� �� ���� ����� � �� ��� ����� ��� ��� (
c =

1/[5! × (1/3)6]
�

�� � ����� � !�" �� � �������� ������� �� � ��� ��� ���� �� �� ����� �������
��� �� �� �������� � �������� !  �� �� �������� ����� � �� ���� � ������ ����
� ���� ! ��� $� ��� ��� ��� ��� �� ���� ����������� ! �� �� �"� �����"������
y1, . . . , yn

 �� ������� �� �������� � ���� ��

`(λ) =
∏

p(yi | λ) =
∏ e−λλyi

yi!
∝ e−nλλ

P

yi



*�! ���� ��� � � � ���� �� ������� ��
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λ

prior
likelihood
posterior

� ����� � !�" � � ����  ������� �� ��� � �������� ��������� ���
λ

�� �� ���������
���� ��� ����� �� ������ �����"�����

y = 3



� �� � �������� ������� �� *��

'� ��� ��� ��� � ���� �� ��������� ���� �  � ����� � !�$ ��� �
�
� � � �� ��� �

����� �� ���� �� ���� ��� � !*!  
�
� � �

`(λ)
���

n = 1, 4, 16
 ���

�
�� � ��

� �������� ���
n = 1, 4, 16

 ������ � ��
ȳ = 3 !

* ! # �
n

��������� �� �������� � �������� � ���� �� ������������ � ����� !
' �� $� � ������ ��

n
���������  �� �� ���� �� ������ ����� �� ���

λ���������  ��� �� ���� λ � �� ���������� ���������! ' � �������� �
�������� � ���� �� ������������ � ����� ������ �� ���� "���� ��

λ
���

�����"�� ����� ���� � ���� � ������������ ������ !
� ! # �

n
��������� �� � �������� ������� � ���� �� ������������ � ����� ���

� ���� �� ������������ ����
`(λ) ! ' �� $� � ������ ��

n
���������  ��

�� ���� �� ������ ����� �� �� ���� ��������� ��� �� �������� � ��������
� ���� �� ������������ � ����� !  �������  �� ����� ������� ��� ���� ��
�� ��� ! �"�������� �� ���� �������� ��� � ��� ������ ����� ��� ��
�����  �� �� �������� � �������� � ���� �� ��� � ��� � ����� ��� ��
����� ��� �� ������� �� ��� ������ ! �� �� � ��������  �� ������� ��
����� ��� �������� �  �� ��� ������������ ���� �� ������� �� !
# ����� ��� �� ���� �� �� �� ����� �� ������������

log `(λ) = c +
log p(λ) +

∑n
1 log p(yi | λ) ! # �

n → ∞ ���� �� �� ���������� ���� ��
�� ���� � �� �� ���  �� �� ��� �"�������� � ���� �� ��� ������ ���
��� � ��� �� � ������ ���

log p(λ) !
�� ��������  �� ������  

ȳ
������� �� ��� $� ��� ��� �������� ��

n
��������� !#� ��� �� ���� ��� *!� ��� ���� ���� !+ ��� ��������� ��

�
+ �������� !# �� ��� ���� �� � �������� ������� ��

p(θ | y1, . . . , y60) ∝ λ42e−62λ

�
� !*��

��� �� �� ���
(43, 1/62)

�������! �� �� � ������� �� � ����� � !�+ ! ��� ����
�� � ����� � !�" !���� ��� � !*� ��� �  ������� ���������� �� ���� ��� �� � ����� ��� �� ! ���
��"��� �*$$$� ��� ������ �������� !
����� �� � ��� ����	�
 ������ � ���	 ��
�� ��� � ��� �! ��� ��� �� � �� �� ���� �� � ����� � �����	 ��� �� �� �� ��� ���� � ����
�! �" ��� ��� ���� �� ��� ��� � ��� �! ���� � ���� � � ����� �� 
 ��� � ��� �� �� �� ���
������ �� ��� ��� � � �� �� ��� ��� ���� ��� ��� � �� ��"� ��� � ���� � ���� � � � ��
�� �� � ���� � ���� �� �� ����� ��"� �� � ����� � �� � ���� � ���� ���� ��� �������
� �� � �� �� ��� � ��� �� � � ���  ����� �� � �� �� � � � �� ��� �� � ���� �� ��� ��� �� ��
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λ � ��

n = 60
 

∑
yi = 40 !



*�" ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

� �� �� ������� ���  ��� �! ������ �� &� �� ������� %� ���� � ���� ���� ������
�������� !� � ��� �� ��� ����� �� � �� ���� ��� �� �� ������ �! � �� ��� �� ��� ����
��� �� &� �� � ���� � �� �� �� ��"� ��� ������ ��%�� � ��� � � ��� �� ��� %�� ��� ��� �
�� ������ ���� � �� ��"� �"�� �� ����� � ���� � � 
 ��� ��� ���� �! �" ������ � ��
���� ��� ���� ��� ��� �� �� �� �� � � �� ��%�� �� � !� �

θ
� ��� ��� %�%����� ���� �

������ � � ���� �� � ���� � ����� � ��"� �� � ����� ��	��� �� ! ��� ���� �� � ���� ���� �� � ��� ���� � ����� �� ��� �� � �� �������� �� ��
��� �! ����� � ����� ��"� %��� �� ������ �� � ��� �� �! ��� ����� � ���� �� � ���� �
�� �� ���� � �� ��� ��� �� �� � �"� ���� � 
 �� ��!� �� � ��� ��� �� �� � �"� ���� ����� � ����
!� � ����� �! ��� ��� �� ���� � �! � ���� � ������ � �

4.2/145 ≈ .03
� #� � ��� ����

��� " ��� �! ��� ��� �� �� � � � � ���� � � �� ��%�� �� � �� ��� ��"� � !� �� %�� �! �� � �
"� ��� �! θ ≈ .03

� � �� �� � ��� ���� ��� ������ �� ��� ��� � � �� �� ��� ��� ���� ����� �
���� � ��� ����� ��"� %��� �������� %�!� �� ���� �! ���� �� �� � �� �� � � � � ���� �
� �� ��%�� �� � �� ��� ��� ��� �! �� �� %� ���

θ ≈ .06
� 
� � ��� ��� �! � �������

��� � ��� �� ��� ���� � �������� �� 
 ��� �� � �� � � �� � !� ����� �

p(θ) =
Γ(20)Γ(400)

Γ(420)
θ19(1 − θ)399

�
� !*��

� � ��� �� � ��� �� �� ���� �� � � �� � ��� ��
(20, 400)

��� ���� 
 �� ���� ������ !���� �� �
�

`(θ) ∝ θ8(1−θ)137 �	���� �� � � �� � 
 ��� �� � ���� � 
 �� ��!� �� ��� ���� ��� � ��� ���

p(θ | y) ∝ θ27(1−θ)536 � � ��� �� � ��� �� �� ���� �� � � �� � ��� ��
(28, 537)

��� ����

 �� ��!� �� �� ��� �� ��� � ���� ��� � ��� �� ��� �� ��� ��� ��� ���� ��� � ��� ���

p(θ | y) =
Γ(28)Γ(537)

Γ(565)
θ27(1 − θ)536

� � ��� � � �� ����� ��� �� 
 ��� �� � �� � �
���� ���� � !*! ��� � !*� �"� �� ���"������ ������� ��� �� ����� �������

�� �� ��� � ���� � λae−bλ �� ��� ���� ���
θa(1 − θ)b �� �� ���� � ��

�� ������� �� ��������  ��� � ��� �� � �������� ������� ��� �� ��������
c������������ ���� �� ��������� ! ' �� ��� ��� � ����������� ! ' � ��"����������

���� �� ���� �� �� �������� � �������� ��� ������ ��� � ���"������ �����
�� �� ��� � ���� ��� ������ �� ����� ����������� ���� ����� � ������ ! ' ��
���"�������  ��� ����� ������� � ����� ������� ��� ��� ���� ���� �� �������� ���  ��� ������ ��� �����"� ������� ����� ��� ��� �� ���� ��� ����
�� �� ��� � ���� !
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*"+ ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

� �� � ��� ��� ���

��� ���� �� �� ���� �� ����������� �������� �� �� � ��� ����������� ��� ������ ������"������ ! ���
y1, . . . , yn, yf

� � � ��� ��� ����
p(· | θ) ! #� �����"�

y1, . . . , yn��� ���
yf

 ��� ���� � ���������� ���
yf ! ' ��� ��� ���� ��� � �� ���� �

��� ����������� ���� !
����	 �
����	���� # � ���� ���������� �� � ������ ����� ���

yf ! �� � ��� � � �
� ��������� � ��

 � ��������� � ����
 � ��������� � ��� �� ��� ���� ��� �

�� � ���� ���������� ��� ���� � ������ �� !
��	�
��� �
����	���� # � �����"�� ���������� �� � ��������� �� ����� �� �� ������"�� �� � ������ �� "����� ���

yf ! # ��������"� �����"�� �� ����� ������ ��
� �����������! ��� ���� ���  �� � ��� ��� ��� �' � �����"��

(0, 5)
�� �

$+� ��������"� �����"�� ���
yf � ��� ����� � ���

Pr[yf ∈ (0, 5)] = .90 !�� � ��"�� ������� ���� ���  ��� ��� �������  � ��� ��������"� ������"��� ! � ����  ���� ��� $+� �����"���  $�� �����"���  �+� �����"���  ���
�� �� ! # �� ������  ���� ��� � ��� ��������"� �����"��� � �� �� ��� �
�����������! ��� ��������  ��

(0, 5)
�� � $+� ��������"� �����"��  ��� �� $�

� ����� �� ���
(−1, 4.5)

�� ���� � $+� ��������"� �����"�� !
�
����	��� ���	
���	���� # ��������"� ������������ �� � ����������� ������������� ���

yf ! ���� � ��������"� ������������  ��&����� � ����� �����
��� ���� � ���� ����������� �� �����"�� �����������  ��� ��������� ��
���� ����� !

�� �� ���� �����  �� ��� $� ���� θ ! # ���� ���  ��� $� �� �� ��������� ����
y1, . . . , yn !  �� ��� ���  �� ������� �� ��� �� �� ����������� ������ �� �"�  
��� $� ������� ��� �� �� ���� θ ! �� ��������� ��� $� ������� ��� �� ����
y1, . . . , yn, yf ∼ � !� !� ! �(−2, 1) !

' � � ��� ���� �� ����  ����� �� ���� θ

�
�� ��� ����  �� � ��� ��� �� ��

�� ���� �� ������������ �  �� ���
y1, . . . , yn

��� $� ��� �� �� ��� ! ' �� ��  ���
������� �� ������ ����� �� ���

yf
��� �� ��� ������� ��������� �� �� ���� ������ ��

θ ! �� ���� �����  
y1, . . . , yn

���
yf

��� ������������� ����� ������
��"��

θ ! �� ���� ��� �

p(yf | θ, y1, . . . , yn) = p(yf | θ).

' �������  ��� ���������� ����� � � ����� �� �� ���� ����� ��
θ

�����  ���
�� ��� ��� ��� ��

y1, . . . , yn !



� �� � ���������� *" *

# �������� � ���� ���������� ���
yf

��
ŷf = −2

 � ������ �� �� �� � ���  
� �����  ��� � ��� �� �� �

(−2, 1)
������������ ! ��� � ������ �� $+� ����������

�����"��� ���
(−∞,−0.72)

 
(−3.65,−0.36)

���
(−3.28,∞) ! #� ����� �� ���

��� �� �� ���� ��� ������ �� ����� �� ������ �� ������� � �� ������
"����� ���

yf
� ��� ����  � � ����� ��� �� "�����  �� �� ����� "����� ! # ��  

�� ������  �� ��������"� ������������ ��
yf

�� �
(−2, 1) ! �� ��� ������� ������� ��

�� �� ���� �� ��� ���� ����� ��� ������� �� �������
yf !

�� ���� ������� �  ����  �� ��� $� ���� θ ! ' � ��� ����� ��� �� � ��� �
���������� �������� �� ��� ����� ! � ���� ���

y1, . . . , yn
�� ����� ���

θ
 ��� � ���

����������� ����� ��
p(yf | θ̂) ! � ���������� � ��� �� ��� � ��� � ��� ������

� ��� ���
����������� ! �� �� ���� ��� �� �� ���"���� ��������  ��

y1, . . . , yn�������
µ̂ = −2

���
σ̂ = 1

 ��� ����������� ����� � � ������� �� ������� ��
�� �"� !��� �� ���� ��� � �� �������� ����  ����� �� ���� ���� *!! ��� *!� �� ���
λ

�� �� ����"�� ���� �� ��� ��������� ! #� �����
λ̂ = 2/3 ! ' � ������ ����� ����������"� ������������ �� ��������� �� � ����� � !�� ! ŷf = 0

�� � ������ �� � ����
���������� ! ' � ��� {0, 1, 2} �� � $�� ����� �� ���������� �����"�� �� ����������
���

�
� ������ �� ��� �	 
	��  ≈ .97

� ( �� ��� {0, 1, 2, 3} �� � $$ !�� �����"�� !

0 2 4 6 8 10

0.
0

0.
2

0.
4

pr
ob

ab
ili

ty

� ����� � !�� � � ������ ��������"� ������������
yf ∼ ���

(λ = 2/3)
��� ��

��������� ���� ���
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' ��� ��� ��� ������� �� ����������� �� � �� ��� ����������� ! � ����  � ������
yf

�� ������  �� ������ $� ������� �� � �������� �"�� �� �� ���� θ ! # �� ������  
�� ��� $� ���� θ ! �� ��� ��"�� �������  ����� ��� �� �� ��� � ��� � � ��
� ��� �� � ������ ������ �� �����������! ' � � ��� ��� � �� ����������� ��� $�
� � ���� ������ !  �� �� ����� �� ������ ��� � ��� � � ������� �� ����������
�� ������������ ����� ��� ���

y1, . . . , yn
�� ��� �� ���� θ � �� �"�� � ���

��������! �"�������� ��� �� ���� θ
���������� �����  �� ������ ��� �

�� ����������� � ���� �� �������� �� ��� ����� �� �� � ��� ! �� ��� ���������  
����� �� ����������� �� ������� ��� ��� �� ���� �� ���� �� ��������"� �����������! �� �� � ��� ��������� ������� � �� ������ ��� � �� ����������� �� �� �
����� �� � � ������� ! � ������ ��������"� �����"��� ��� ��������"� �������������
��� �� � ����� ����� � ������ ��� ��� $� ������� ��� �� ����������� ��"��"��
�� ����� �����

θ ! #  ������� ������� �� ���������� ��� ������� ��� ���
�����������! ' � ����� ������������ ��

θ
��� �� ����������� ������������ ��

y1, . . . , yn, yf
��"��

θ
���"��� �� ���� � ���� ������������ ��

y1, . . . , yn, yf , θ
 

��� �� ���� ���"���� �� ����������� ������������ ��
yf

��"��
y1, . . . , yn !�� ��������� 

p(yf | y1, . . . , yn) =

∫

p(yf , θ | y1, . . . , yn) dθ

=

∫

p(θ | y1, . . . , yn)p(yf | θ, y1, . . . , yn) dθ

=

∫

p(θ | y1, . . . , yn)p(yf | θ) dθ

�
� !*! �

�������� � !*! �� ���� ��
yf

� ������� ������� ����"�� ���� �� � ���� ������� ��
(θ, yf)

 ��� ��������� � ���� ����������� �� �� ���� �����"�� �� ��� ! '� ��� ��
������ ��� �� ��������"� �������

p(yf)
�� ∫

p(θ, yf) dθ =
∫

p(θ)p(yf | θ) dθ
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p(θ)

�� ������ �� � ��������
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y1, . . . , yn�� �� ��"� �� �� � �������� ������� ��
θ
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� ����� ��� �� ����� �� ��������"� ������������ ! �� �� ��� $� ���� ��� �� ���
θ

��� �� � �������� � ��� � � � ����� ���� ����� ��� �������� � !*! � ��� � � ���
� ��� ���� ����� ��� �� ����� �� ��������"� ������������ ! �� �� ���� ���  
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θ
��� �� � �������� ������������ � ��� � � ���� ���
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Y ∼ �� �
(λ)

� 
 �� ���� � ����� ����
���

p(λ) = 4λ2e−2λ � ��!� �� �� ����� ��� ��� ���� �� � ���� ��� �"� � ��� ��%�� �� � �����
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� � ��� ���%� �

y
�� �� ��� �� �������

pYf
(y) ≡ P[Yf = y] =

∫

pYf |Λ(y | λ)pΛ(λ) dλ

=

∫
λye−λ

y!

23

Γ(3)
λ2e−2λ dλ
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23

y!Γ(3)

∫

λy+2e−3λ dλ

=
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∫
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=
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λ5e−λ/3.
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=
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�� ��� ����� �� ��� ������� ������� ���� �� ������ ! � ���� �� ��"�������
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 ��� �������� ��"������ �"�� ���� ��� � ���������� �� ��� �������� ��
����� �� ������ ! 	� ��� �����  ���� �� � ����� � � ��� 	�
���� � � ���� � 	������  
�� �"�� �� � ����� � � ��� 
���� � � ���� � 	������ ! � �� ���������"� �� ������
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0
�� �� ���
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���� �� �� ��� ���� �� ���� ��� ���� ��������  �� �� �� ���
� �
0 ! �� ��  

��� ���� �� �� ������ �� ����� �
0

( �� ���  ��� ���� �� ������ �� ����� �
0��� � ����� �� �� �������� �� �� ��� ����� ! ' � � ������ �� ���� �������� ���

����� ���� ������� �� ������� ��� ��������� ���� �� � ���� ���� ������� !
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w = w(y1, . . . , yn)
��� ��� ��

������������ ��
w

�� �� ���
�� ����� �
0

��� ������ �� � � ��&����� �����
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w

����� �
0 !

� ! ���� ���� �� �����"�� "���� ��
w

 ���������� ����
y1, . . . , yn

 ��
��� �������  �� ��� ������������ ����� �

0 !
�� ���� ��� ��� �� �� ���� ���� ������ �� �� � �������� �� �� ����

���� � �� ����� � �� � "��� ����� ����������� �� � �� ������ ����� � ���
� � ������� ��� �� ��� � �� ���� ���� ���� ! '� ����� �� �� ��� ���� ����
�� �� ������ �������  �� ������������ �"� � ��� ���� �"���� ��� ������� ! ����������  � ���� �"� �� ���� �� ��� ����������� �������  �� ��� �������
�� ������ ��� �����  ��� � ��� ���� ������ !
��� ��	 ������ 	�� ��� � ����� ���� �� �� � �����  �� �� ��� ����� ��

� ��� ����� ! ��� ��� � �����  ������
Xi

 � � �������� ������ "����
���� ���������� ���� ��� � ����� �� ������ ! � � ���

X1, . . . , Xn ∼� !� !� ! � ���
(θ1) ! %�� ��� ��� � ��� ��� �� � �����  �� �� ��� ����� ( ����

����
Y1, . . . , Yn ∼ � !� !� ! � ���

(θ2) ! � ���� ���
θ1

���
θ2 ! ���

w = θ̂1 − θ̂2 !�
0

����
E[w] = 0 ! � ���� �� � ���� ��� ������������ �� �� �������

� �� �� ' ����� ����� �� �� 	� $� ��
θ̂1

���
θ̂2

 ��� ���� �� 	� ��
w !

# �� � �� ���� �� �� �
w
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 ���� ��� � � � ���� �� ������� ��

��� ��	 �� ��	� '��� � ��� ��� ������� � �"� � ��� ����� � ��� 	���� !
� ���� ���� ���� ������ ��

X1, . . . , Xn ∼ � !� !� ! �(µ1, σ1) ! �� �� ��� � ���
������� � �"� ��� � ��� ����� � ��� 	����  �������

Y1, . . . , Yn ∼� !� !� ! �(µ2, σ2) ! �
0

����
µ1 = µ2 ! ���

w = µ̂1 − µ̂2 ! ' � ����� �����
µ1, µ2, σ1, σ2

��� ��� � � ����� ���� ���� �� ���� ( ��������
w

��� � �
���������� ��� ��� 	� ����� ���� ! # �� � �� ���� �� �� �

w
���� � ���
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� ��������  �� � ����� ���������� �� ����� ��� ���� ������ ��� �� � ����� �
�� ������� ������� ��� �� ���� ��� �� � ����� � �� �� ������� ! �� ���
��� ���� � ���� � ������ ��� ��� ���� �� ����� ��"������ �� � �� ����
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'� ���������� �� � ��� ������  ��� $� �������� ������� � �� ���� � ��������
� ��������� ! ' � �������
� ���� �� ������ �� ��� �� �� � ��������� �� ���
��� � ��� �&����"� ��� �� ��� ! �� $�� �������� �� ��� � ����� � ��� � �
��������� ��� ��� � �� ���� �� �� ������ � �� ��� !

������ � # ����� ���� �� �� �������� ��� �������� �� � ����� ��� ����
��� �� ��������� ��� � ������� ! � ��� ��� ������ �� ����� �� �����"� �� ��
� ���������

�
������ ���� ( ��� �����"� �� ���
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YC,i
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YT,i
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YC,1, . . . YC,n ∼ � !� !� ! fC ; E[YC,i] = µC ; Var(YC,i) = σ2
C

YT,1, . . . YT,n ∼ � !� !� ! fT ; E[YT,i] = µT ; Var(YT,i) = σ2
T��� ��� � ������ � ����
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B1, . . . , B20 ∼
 � �# � �(µB, σ)

M1, . . . , M17 ∼
 � �# � �(µM , σ)

P1, . . . , P17 ∼
 � �# � �(µP , σ),
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µB ≈ 150; µM ≈ 160; µP ≈ 120; σ ≈ 30.



� �� � ������ � ����� � ����� ���

100 120 140 160 180

B
ee

f
M

ea
t

P
ou

ltr
y

calories

� ����� � �� � ���
��� �
����� 
� �
� �
�



��� ���� ��� � � ��	�������

� � ���'� ���� �� ������ � � �

B1, . . . , B20 ∼
 � �# � �(µ, σ)

M1, . . . , M17 ∼
 � �# � �(µ + δM , σ)

P1, . . . , P17 ∼
��# � �(µ + δP , σ)
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WC,1, . . . , WC,10 ∼
� �� �� � �

(µ, σ)

WT1,1, . . . , WT1,10 ∼
� �� �� � �

(µ + δ1, σ)

WT2,1, . . . , WT2,10 ∼
� �� �� � �

(µ + δ2, σ).
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Y = (Y1, . . . , Y54)
t,

B = (µ, δM , δP )t,

E = (ε1, . . . , ε54)
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Yi = µ + δ1X1,i + δ2X2,i + εi
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Y = XB + E.
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µ + δMX1,i + δP X2,i

� � ������ ������
� 
�
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µ + δ1X1,i + δ2X2,i
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�
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� 	�� � ���� �������� � � *�� ����� ��# �'� � �� �� � �+*��� �� �� #�
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 � �� ���$ �� � �$
� � � �� �� ����� �� ��� ���#$
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���� � ����� � � � ����� ���� �� � � �� '� ��� ��� !��+���� ��# 	�� �
��'� ���� �##�# �� ��� � �� �� � #��� �	
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= β0 + β1

����� ���� ��
+

� ��� � �� ����
*���# #��� ��� ��� #��� �������� �$ *� ��� � � � � � ����� ��#� �� ��� �������
�������� � � � � ���� � ����� � � �� ����� ���� �� � ��� ������� � � � ���� � ����� � �
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E = (ε1, . . . , ε30)
t

��#

X =








1
����

1

1
����

2��� ���
1

����
30








� �� ��#� � �
Y = XB + E.

�� ����
����� � � � ��� � � ���� � ��#� �� #��� �� � �� ����� � �� � �� ��# � �$ �



� �� � ������ � ����� � ����� ���

30 40 50 60 70

0.
25

0.
30

0.
35

0.
40

0.
45

0.
50

0.
55

temperature

co
ns

um
pt

io
n

� ����� � �
 � ��� ����� �
������
� ����� � �� ������� ���� � ��� �������

���� �◦� �



��� ���� ��� � � ��	�������

������
� � �� �������������� � �� 
� � ���� � ��� 	��� �
�� 
� ��� ������
�
��� � � ����� �
��� ��� �� ���� ��� ����� 	 ����� ���� ��� 	� ������� �


 � ��� � ��� 
� ���� �� � 	����
� � �� �� ���������� 
� � 
� ����� ���
�������
��
� ����� ��� � � ������
� �
� 
����� ���� �
 ���� �

� �� �� 
� ������ �� � ���� � �����
	����
� � �� �� �
�� 
�� ��������� � ����� 
� ���� ���� ��� ����������
�����	 �� 	� ������ �
��� � 	����
� � �� �� ����� �
�� �
�� �� ��������� �
�
������ � 
��� � �� 	 ���� 	� ����� ��� ��� �������

� ������
� �

� ����� � 
��� ��� �����	 �� 	� ������
� � �� �������������� � �� 
� � �������� � ��� ��� ���� �
� �
��������� �

Y = XB + E.
�� ����

�� ������� ����� � �� ��	������ ���	�� 
� ��� � ��
n
� ��� �� ��	������

���	�� 
� �
������� � ��
p
� ������
� � ��� � �
������ �
� ��� �
������
� 
�

���������� ������
�

Yi = β0 + β1X1,i + · · ·+ βpXp,i + εi

�� ����

� �������������

Yi ∼
�

(µi, σ)

�
�
i = 1, . . . , n

����
µi = β0 +

∑

j βjXj,i

��� ���
εi

� ��� � �� �� � �
(0, σ)

�
����� ���

p + 2
��������� �

(β0, . . . , βp, σ)
� ��� �������

� ������
� �

`(β0, . . . , βp, σ) =
n∏

i=1

p(yi | β0, . . . , βp, σ)

=

n∏

i=1

1√
2πσ

e−
1
2(

yi−µi
σ )

2

=
n∏

i=1

1√
2πσ

e
− 1

2

„

yi−(β0+
P

βjXj,i)

σ

«2

=
(
2πσ2

)−n
2 e−

1
2σ2

P

i(yi−(β0+
P

βjXj,i))
2 �� ��� �
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� � ��� � � ������
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log `(β0, . . . , βp, σ) = C − n log σ − 1

2σ2

∑

i

(

yi − (β0 +
∑

j

βjXi,j)

)2

�
� 
� � ���������� �
�����
C

� 
 � ��� ��� ���� 
� ������
�

1

σ̂2

∑

i

(
yi − (β̂0 +

∑

j

β̂jXi,j)
)

= 0

1

σ̂2

∑

i

(
yi − (β̂0 +

∑

j

β̂jXi,j)
)
Xi,1 = 0

���

1

σ̂2

∑

i

(
yi − (β̂0 +

∑

j

β̂jXi,j)
)
Xi,p = 0

−n

σ̂
+

1

σ̂3

∑

i

(
yi − (β̂0 +

∑

j

β̂jXi,j)
)2

= 0

�� ����

�
�� ��� ��� �
����
� �
 �������� ���� ��� � ��� � �� �� ��
(β̂0, . . . , β̂p, σ̂)
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B̂ = (XtX)−1XtY,

���� ��� �
����
� 
� ������
� � ��� ��
� ����
i ∈ {1, . . . , n} � ���

ŷi = β̂0 + x1iβ̂1 + · · ·+ xpiβ̂p.

���
ŷi

� ��� ������ � ���	 ����� � ��� ������� ���

ri = yi − ŷi

= yi − β̂0 + x1iβ̂1 + · · · + xpiβ̂p
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∑
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∑
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� !�%!$" �� �� �	 �� � � !�%!$"����!� �&" � � !�%!$"�
�#&  

• �� ��� �#� �� � ���� � ��#� ��
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• �� ���� ��� ��� �$ �� � � ��#� ��

• � ������� �� ��$ � ������ ���
X

��� �� � ����� � � � ��� ��# ��� ����� ���
�� ������ �� �

• � �� ������ � � � �� �� ��� ��#� � � ��� ��# � � ��* ��� ��� �� ���# � !�%!$" �� �� �
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� �� ���� ��� ����� �� �� �� ��� � ����� � ��� ��� �� ���� ���# �!&�� �)�&�� " ��
� �� �� � � �� ��* �� ��� ��� �� �� � ���� ���� � ��� � � �� � ����� � �� � � ��� ���� � 	�
�� � ��� �� ��� ����� ��� ���&�)&#� � � !�%!$"�
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Yi = β0 + β1X1,i + β2X2,i + εi

* �� ��
X1

��#
X2

� �� �# ���� � '���� ��� �� � ��� �$ �� �� ��� #�� � � �� ��#� �
�����

Yi = β0 + εi
�� � ���� ���#���

Yi = β0 + β1 + εi
�� � ���� ���#���

Yi = β0 + β2 + εi
�� � �� ��� �$ ���#���

� �� ���� �� ��� ����� ����

β0 =
���&�)&#�

=
���� �� �� �� �� ����� �� ���� ��� #���

β1 =
� !�%!$"�
�#&�&�� =

���� # )� �� ��� ���*��� ���� ��# ���� ��� #���

β2 =
� !�%!$"�
�#&� !( ���� =

���� # )� �� ��� ���*���
���� ��# �� ��� �$ ��� #���

���� ��� �!&�� �)�&�� " ��� �� ��� ��� ����� � ��

β̂0 = 156.850

β̂1 = 1.856

β̂2 = −38.085

� �� ���� �� ���� �� ��� ��� �� � ���� ���# ��% � ���!� � 	� �� ��� �� ��� � "� ��
��� ��� ����� � 	� �� � ���� �

β̂0
��� �� � �� ��� �� 
 �� �

β̂1
��� �� � �� ��� ��

� �� � ��#
β̂2

� ��� ��� �� � �� ��� �� � �� � � �� �� �� �� � !� � � ��� ��� ��$� ����
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β̂0 ∼ �(β0, σβ0)

β̂1 ∼ �(β1, σβ1)

β̂2 ∼ �(β2, σβ2)

� �� � "� � ��� ��� �� � �� ��� ����� �� ��� � "� � ��� ���� �� � !� � � ��� ��� �
� �� �� � �$ ����� ��� ��� ���� # ����� � �� � � �� ��� ������� � � � ����

β0
� ��� �$

����* �� �� � �� ��# �
� � ���� � � ���� ����� �� � � �� �
β1

� ����* �� �� ��� ��#
� � ���� � � ���� ��� �� �
 � � �� � ��#

β2
� ����* �� �� � �� ��# +�� � ���� � � ����
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� �	� � ��� �  � � �		 ���	 � , +!
�/�0� � 7

ŷi = β̂0 + β̂1

��
i ,���� - ���.

ŷi = γ̂0 + γ̂1

��
i ,���� - ��/.

ŷi = δ̂0 + δ̂1

��
i + δ̂2

��
i ,���� - ���.

9	 ��� ��	 >��	� 
� �	� �"� �!�� 	��� ���	 � �� �		 � �	��	 � � �	 �	 � �	 �!/ !��5��� 0	 � �:	 �	 !�	� , 2�"� �	 - ,
* � ��� �/� ��	 �	�� � , 2�" � �	 - ,
* ���� � ���� ��	
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��� &� � 
 �!� ��� &� � ������	 >��	� 
� �	� ��0��� !� �� / � �� ��� �� 	��� ���	 �
�!� �" �		 �!" �� ��/ �	  � �� � �����  
� �	� 7 � ��	 ��� &� �� ��� ���	� >��	� 
� 5
�	� ���� � �:	 � ���	� ��� � ��� ��	 ���	 �� � !� � ��� ��	 �����  
� �	� 7 �� 	���
�� � � �	� ���� , � ��� �� � !���	 � �	��� ! �� ��	�	 � ��� &� � 
 �!� ��� &� � ��
��� &� �� , +! �����	 - ,
 � ��� ��6 �� >� ����	� �� �� � ��" �	 �

σ̂
�� � ��� &� ��

� ��! �� � ��� &� � 
 ,

2�"� �	 - ,
* ��� ���	 � ��� ��	 �� �� �!" �!���	� ,

� ��� &��� �� �� ��� � � ��� ���� &� � 
� 	 � ��� ���� &� ��� 	
� ��� ���� &� �� 	 � �������� �

����� � � ��� &��� 	 ������ � � � �� ��� ���� � � 	
�� ��� ���� �� � 	 �� ��� ���� � �� � 	 ������ ��� � � �

• � ��� ���� � 	�� ����� >��	� 
� �	� , ��� ��! 0	 �!/ ���	  ��	
 �� �� /
>��	� 0/ �� 7 ��� 7 � � ���	 � � ��!�� �� !� �� >� ���	 � ,

�� ����� � - �� �� ������� ���� - ��� �
y = β0 + β1x + ε ,- ���.

�����
x
��� � ��� ���� ������� ������ ��� ���� ���

y
��� �
� 
���� 
���

�������� ������ ��� ���� � �� �� ���� �� �� ��� ���� �� ��� ���� ��� ���
��� �� �� �����
� 
���������� � �� �������� � �� ���� �� ��� ��� �

����� ��������
����� ��� � 4��

xf � � ��� �����
��� � ��� ��� � ������� ��� ��� � ���������� ���
yf � � 
���������� �

xf

�� ����� 	
yf

�� ��� � 
�� ���� ��� �

yf ∼ 
(µf , σ)

�����

µf = β0 + β1xf

µf

�� ������� � �
���� β0

���
β1

��� ������� � ���
(β0, β1)


�� � � ����� ����
���� ��� ���� � �� �� 
�� ���� �� ����� ���

µ̂f = β̂0 + β̂1xf
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����� ��
µ̂f

�� �� ����� ��� ��
µf � ��� ������ ��� ���� �� ���

�

�����
(β̂0, β̂1)

��� �� ����� ���� ��
(β0, β1)

� 	����
�� ������ �� ��� ��� �
������������� � � ����� ��� �
�� � �� ���� ���� � ��� ��

µ̂f ∼ 
(µf , σ��)

��� ��� �
σ�� ���
� � �� ��� ��� ��

xf

	 �� ���� �� ����� ��� ��� �����
� ����
��� �������� �

µf
�� ��� ������� �
� 
���� 
����� ����� �� � ����� ����� � ��� ��� �� ������� ��

xf

� ��
µ̂f

�� ��� �� ����� ���� ��
yf

� ��� �� ��� �����
��� ����
��� �
��� 
���������� ��� �� ���
�� ����

µf

� 
�� ���� ��� �

yf = µf + ε

�����
ε ∼ 

(0, σ)
� �� �� ��� ����� ����

yf

� � � �� �� ����
µf �� �� ������

�� �� ����� ±2σ
�� �� �

���� ��� ��
��������
σ�� �� ����� �����

yf
��� ��� 
��� ������ � ,�. ���

��
�������� ��
µf

���
� 
���� � �
���� �� ��� �� ����
(β0, β1)

��� ,�. ���
������ ���� σ

��� ��
ε
� �� 
�� �� ��� �� �����
� ���
� 
��� ����� � � ��� ��

���� � ������� �� �� � � � � ��� ���� � ��� ���� �� ��� ��
��� � � ��� �� 
�� ���
�� ���� �� �� 
��
� ���� ��� ���� ���� � �� ����

(β0, β1)
���� �

�������

�� ��� � ��� 
��� ����� � �
�� �� ������� � ��� ��� ��
��� 
�� ������ ��� �
������ � � ��� ���� ���� ��� � �� ��� �� �� ��� � ���� �� ���� � �������� ���
� ��� 
��� ����� �

� �� 	
��
	���
�� ,�. � �� ��� ���� � ��� ����� ��� ������ � �������� �� �������
�� ������ - �� ,�. � ,� . ��� ,� . �

,� . 	�� ������ ��� ��� ��� ��� �

,
. � ����� ��� ��� �� ��� ��� ������ ���������� ��� ��� ��� ������
� �� ����� ����� � ,� �� ��� ���� �� ���� &��� ���
����� �.

� � � ��� ��� � ���� ������� � ��� � �
������ �� �������� �� � �� ��� ����
�������� � ������ ������ ��� ���� �
�� ��� � ���� �� � ����� ���
� ��
����� �� ��

X
��� ���
� ��

Y � �� ��� ��� ���� ������ ���� ��� ������



��� ���� ��� � � �����		
��

- � ������� ��� ���� ����� ���� ���� ���� ��� �������
� � ����� - �- �
� �� ��� ������ ���������� ,� ��� ������ 	 ���� ��� ��� ��� . �� ����
�� ������ ��� � ������ �
������ �� ��������� �

� � ��� 
��� ��� ���� ������� ��� ����� ���� ��� �� ���� � � - �� ����
��������� ������� �� � ��� ���� �

0 � �� � ��� ���� � � � ���� ����
��������


w� ��� ���� ����� ��� ��� ������������ ��
w

����� �
0�

� � � ���� ��� ������ ����� �� ���� � � - �� ����� ��� ��� � ��� 
����� 
������
�� � ��� ��� ������ ��� ���� �

� � � ���� �� ����� �� � �� � - �� � ��� - �� �
,�. �������� ��������
� ���������� ��� ������� ������� ��� � ���


����� 
������ �� ������ ��� ���� �� ���� �� ��� � ��� 
�����

������ �� � ��� ��� ���� �

,� . � ��� ��������
 � � ��� ����
,
. � ��� ����� ���� ��������
 � � �� �

0

�� �����
,� . ��� ���� �� �� �� �� �� �
,�. � ��� �� ��� 
��
����
,� . � ��� �� ��� + ��� ��� �����

� � � ���� �� ���� � �� � �� � - �� � ��� - �� � � ����� - �� ���� � � ���� �� ������
�� ��� 
����� 
������� �� � ��� ��� ������ ��� ���� � � �� �� ����� ���
� ��� ������ ��� ���� � ��� ���� 
������ ���� � ��� � ��� ��� ���� �
��� � ����� - �� ���� � ���� ���� ���� ��� ��� ����� ��

δP

���� � � 	��
���� � � ������ ��� ����/ � ����� �� � �� � - �� � ��� - �� ������ ��� 
����� 
������ �� � ��� � + ��� �
��� ������ ��� ���� � 	 ����� � ��� ��� ������� � ��� ��� ������ 
������ �
���� ���� ��� ����� 
���� �� ���� ��� ���� ��� ����� �
,�. 	 ����� 
���� ��� ��� �� � ����� - �� ��� ������� ����� ���� ��� ��� ��� ����� - �� �
,� . 	 ���� ��� ��� �� + ��� - �� � ��
����� ���������� �� ��� ����� �

����� �

,
. ����
���� ������ �� �������� �� ����� �� �������� - �� �



� �� � �����
	�	 ��-

,� . 	 ���� ��� ��� �� + ��� - �� � ��
����� ���������� �� � ��� ���� � �

,�. 	 �� �� � � ��� ��� �� ���� �� ����� � - �� �
,� . ��������� ����� ���� ��� �� �� �
,� . � ��� �� �������� ���
����� � �������� �� � ����� - �� �
,� . �������������� �

� � 	����� ��� ��������� ���� ���� ���� ��� � ����� ���� 
��
�����
����� ������� ��� ������ ���� ��� ���
���� � ������� ��� 
��
������ ��� ���� ��� �

�� � 	����� ��� +�	 � �	�� ���� ���� ����� � - �� � ����� � ���� ��� ���
�� + ��� - �� � ��
����� ���������� �� � ��� ���� � � � �� � �� �� ���
���� � � ���� ��� ��� 
� �� 
����� ��� ��� ��� �

����� ���� ����� ����
��� � �� ���� ������� ��
������ �� ����� � ◦� � ����� ��� ��
� ����
��� ��� �
� �
� 
���� 
���������� �� ��
������ + ��� � � �� ��� ���
�� � ����� - �/ � ��� ��� �� ��� ��� ��� ��� �� �������� - ��� ��� ����
����� ���� ��

β0

���
β1

�

��� ������ ��� 
��� ���� ��� �������� - ��/
γ̂0 ≈ 30

�
γ̂1 ≈ −.07

���
σ̂ ≈ 3.9

�

�� � ���� � ������ � �� � ��� ����� ����� ������� ���� ��� � �� � ���
���� ���� ��� � ���� ��� ���� �������� �� ������ ��� �������� � �� ��
���� � �� (����� &�� &��� &��� ����� � ������� ��� ���� ��� � ��!(�� �''#��!! ��� ���� ��� ������ � �� ���� ��� ���� ����� �����
����� �� ������ ��� ���� ��� ���
� � 
��
����� � ��� ���� ��
���������� �� ��
��� ���� ���� ��� � ��� ������ � �
�� ��� ���� � �
�� ����
��� ��� �� � � ���� �� � �� �� ���� ��
����� �� �
� ���� 
��
������

�- � � �� ��� ��������� ���� ���� � � � ���� �� ���� ��� ��� �������� - �� �
,�. � ���� ���

µC

�
µT1

�
µT2

���
σ
�

,� . ���� ��� ����������
µT1 = µC

�

,
. ���� ��� ����������
µT1 = µT2

�

�� � ��
� ��� �� � ��� ���� ���������� � ���� �� 
����� ����� � �� ��� � ����

���� ��� �� ���� �� ���� ����� 
����� �� � � ������ � �� ��� � ����
����� ������� ���� � � ��  �� � �
� 
����� � � �
� 
���� � �� ��� ���
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� ��� � ��� �

������ ���� �� �� � ����� ��� ����� �� ����� ������ � ����

�����
�� ������� � 
� ��� ����� ���� � ���� ���� ��� ��� ���� ��
������ �� ���� 
��� 
����� �� � � �
���� �
� � �� ��� � ���� �����
������� ���� � � ��  �� � ���� ����� � ���� � 
����
���� � ������� ���

���� ��� ��� � �� ���� ��� ��
� � ���� ������ �� ��� 	������  ������
��� 
�� � ��� ���
� ���� � ��� ���� ���� ������
�� ����������� � ���� 
����
� � ������� �� ������� �� �������� �����
������� ��� ���� ����� � ��
� ��� �� �� �� 	��� � � � �� ����������� ��� ��� ������� ��� ������� � �� � �� 	��� � � � ����� ��� �� �� ���
��� ��� �� ������� ��� ������� � �� � ������ ��� ���� � � ���� ���
������ ��� � �� � 
������ ��� � ��� .3 2// ��-0.230 �� �� �� ��
� ���� �
� �
��� �� �� ��� �� � ����� - ��� � �� � ��� ��
��� ��� ����
���� ������ ����� ��
� � ����� �

Pi = 1
��

0 ,��� � ���� ��� �������. 	 Bi = 1
��

0 ,���
������� ��� � ����. �

39 40 41 42 43 44 45

b
p

HQ

� ����� - ��� � ���� ����� �������� �� ������� ��� � ����
�� ��� ��
� ��
� � ���� � ��������
� � ��� �

�� � ��
i = α0 + α1Pi + εi

��
� � ��
i = β1Pi + β2Bi + εi

,�. ��� �� ����� ���� ���
α0

�
α1

�
β1

���
β2

�



� �� � �����
	�	 ���

,� . �������
β1

���
β2

�� ���� � ��
α0

���
α1

�

,
. �� ����� ���� ��� �� � ���
HQ = 43

����� �� ��� �
HQ = 44

�����

������� ���
σ̂2 = 1

� ,���� �
�� ��� ��� ������ ����� ��� � ��� �����
�������� �������� ���� �� ��� ���� ��� ������ ��� �� �� �. � ���
������ � ������
� ����� ���� ��

α0

�
α1

�
β1

���
β2

�

�� � �� � ������ ������ �� �
���� �
 � ������ ��
� �� �
���� ��� � �

��� ������ �����

�� ���� ���� �� ������� 
������� ������� ���� ���� ��� ������ � 	
�
��� ������ �� ����� ��� � ��� ��� ���� ���

��� ��� ���

 '' '� �
� � % �
 '� '� �

��
� �
��� �� ��� ������ ��� �
 �
��� ������ �� ����������� �� ���
��� �� ��� � � � ��� ������ � ��� ������ ��� � 21
230 � 122 ,�3 
� � �� ��
����
��� � ��
������ �� ��� �
��� �� ������� ��������� ���� ������� ��� �
���� ��
� ������� � �� �� �� ����
���� �� � ������� ��� ������ � ���
������ ��� 23� -� � 1��2� �� �� ��� �
��� �� ������� �
��� �� ��� �� �����
����� ��� �� �� ����
���� �� �
���� �
 ��

��� � � ����� ��� ����
����
��� ��� � �� �
��� � � � � � �� � ��� ��� ������� ����� �� ���� �
��� �
���� �
������ ��� ��� �� ����������� ������� ��� �� �����
���� �� ��� �

,�. � ��� ��� ���� ���� � ��� � �� �� �� � ������ � ���� � �� ��������� �� ������ ��� ��� ����� ��� �� �� �
���� �

,� . ���� ����� ��� ��� �� � � � ����������� � ������ ��� ��� ������ ��� ����������� ��� ��� � ��� ��� ����� ��� �� �� �
����� � ��

��� ������� ��� ���� �� ���� ������� ����� ��
��� � ��� �� ��
�
���� � �� ��� ��� �� ��� �

,
. � ���� ��� ��� �� �� �
���� ��� ����� � ��� � ��� ��� ��� � �� ��� ���
� ���������� ��� � ��� �� ����� ���� ��� ���������� ��� � ���� �
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,� . ������ ��� �������� � �
��� ���� ���� ����������� �� ������ �
	 � ��������� � �������� ������� �� ��� �� ��� ��� ������ �
���� �
+ ��� ���� �������� ������ �� ������ � ���� ��� ��� �� ��� � �� �
��� ����� ��� ��� ������� ��� ��

�����  � 
�� ��� ����� ��� ���
�
�
��� �� ����

�� � 4��� � ���� ���� �� � ������� � � �� � �� ��� ��� � � �� ��� (β̂0, β̂1)
�

	��� �� ���� ���� ����� � ��� ��� ��� ����� �� � ����� - ����� � � ��������
���� �������� - ��� � ������ ��� � � �� ��� ���

β0

���
β1

�

�� � � �� ���� 
������ ���� ��� ��� �� � ���� � 	���� ��� � ���������� ����
���� ��� ��� �� ����� � - �� � ���� ������������ ����� ��� ������ ��
������ ���� ��� �� � ��� ��� ��� ��� � ��� �� ������� �����
���� ��
����

�/ � � �� ��� ��� ������
 ���������� �� �� �� � � ��� ��� �� ������� �� � �

�� � 	 ������
��� ������ � ���
�� 
����� �� ��� �� � ��� ��
� 
��� ��� ��
����
��� ���� �� �� ���� yi

��� ��� ���� �� �� 
���
���
zi

� �� ��� ����������
��������

zi = β0 + β1yi

�� ��� ��� �
�
β1

�� � � �������� � �������� � ��
������ ��

�� � ���'�& � $'(�&�
��� ,�. ���� � ����� ��� ���� ��� � 
��� �

� �� ��� �� � '# 	 �
 	 
 �

� ��
��� � � � �� �� � ���� �� � � ��
��� � �� � � ����� � � ��� �� �� ���
,� . �� ��� � �����

� �� � ) �� ��� � '# �

��� � �� �� � � � � �

+ ��� �� ��������� ����� �� ���� ��� ����� ���
β̂0

���
β̂1

�

,
. � ���� �����
�� ��������
� ������ ��� 
�
�����

SD(β̂0) = .13

SD(β̂1) = .22� ���� ��� � �����



� �� � �����
	�	 ���

��# �� #
�� 
 �� #
��� � � �� 
 (
## � �

� �� ��� �� � '# 	 �
 	 
 �

� �� � ) �� ��� � '# �

� � �� �� � � � � �

�� � �� � �� ������ �
� � �� &�' � ��# �� ��# ) 

�� � �� � �� ������ ��� �
� �� &!! � �� 
 �� �� 
 ) 


�

+ ��� �� ��������� ����� �� ��# ��� �� 
 ����� ���� ��� ���� 
��� �

�� � ��� 	��� �� ������� � ��� ������ � ���� � �� � ��� �� �� �� ����
��

60◦
��� ���
� ��� �������� � ��� � ���� � 4��

t1, t2, . . . , t100 � � �����
���
�� ��� �� ����

t1 = ,��� � �� � ���� . ��
t100 = ,��� � ���� �� ����. �

4��
y1, . . . , y100 � � ��� ��� �� ������� ���

z1, . . . , z100 � � ��� ��� �� ����
���
� ���� ��� ��� ����� ,�������� ���������� ���� ��� ������ . ��
��� ��

t1, t2, . . . , t100
� ���

yi �� ���
zi �� ��� � ������� �� ��� ���� � ���

�������� ���� ��� ��� � ����
� 	 ����� �� ��� � � ������� ��� ����� � ��
��������� ��� ���� ��� ��������� ��� ��� ����� � ���� ��� ��� �� ����
������ �� ��� ��� ���� 
������� ���� �� ��� �� ������ �

,�. �%�� �� ��!&� � ��� ��������
yi = β0 + β1ti + εi

����� �� ��� ���� �� �

,� . �%�� �� ��!&� � ��� ��������
yi = β0 + β1ti + β2t

2
i + εi ,- ��-.

����� �� ��� ���� �� �

,
. �%�� �� ��!&� � ��� ��������
zi = β0 + β1ti + εi ,- ���.

����� �� ��� ���� �� �
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,� . �%�� �� ��!&� � ��� ��������
zi = β0 + β1ti + β2t

2
i + εi ,- ���.

����� �� ��� ���� �� �

,�. �%�� �� ��!&� � ��� ��������
yi = β0 + β1zi + εi ,- ���.

����� �� ��� ���� �� �

,� . �%�� �� ��!&� � ��� ��������
yi = β0 + β1zi + β2z

2
i + εi ,- ���.

����� �� ��� ���� �� �

,�. 	����� �� ���� ���� ���� ��� ��� 	 ��� ��� ���
β̂0

�� ���� ,� .�
,� . 	����� �� ���� ���� ���� ��� ��� 	 ��� ��� ���

β̂2

�� ���� ,� .�
�- � ��� � �����������
���� ,��� ������� �� ���� � ��� � �� ��� �. �� ��������
�

������� ����� ����� ���� �� ��� ���
� 
�
������� ��� ��� �� ���� ��� � � 
���� � ��� ��� ���� ��� �� ������ ���
� ������������ ���
���� �� � ��� � ��� � ��� ��� ������� �� ��� ��� ���� ���� ���� �

������� � �� �� �� �� �� / ������� � � ��� ������ � ����� ��� � 
� �� �
� � �! � � 
� �� � � � ��� �! �

,�. ����� � ��� � 
 ��� � 
� � �� �� �� ���� � 
 �� � ���
���� �� � 
�
� ���� � ������� �� ��� ���������� �� ��� 
�� ���

β̂0

�
β̂1

� ���
σ̂
�

,� . �� ��� ���� ��� ��� ����� ����� � �� ��� �� � � ��� � � �! ��� �! �

,
. � ��� �� ��� 
��
��� �� ����
,� . � �� � 
 ������ � 
� � �� ��� ��� ��
� ���� � ��� � �� ���� �� ��� �

���� � ��� �� ��� ��� � ���� � ,�� �� ��� ��
������� ��� ��� �����
���� ��� �� ���� ��� ���������� ��� �� ��
� � �� � �� ����.

,�. � ��� �� ��� 
��
����
,� . 	�� ��� �� ����� ����� �� ���
��� �� �� ����� ����������� ������� ��� ���
��� � ��� ������� �� ��� ������ ���� ��� �����
���


������
��� ���� � ��� ���� ��� � ��� ���� ��� ������ ���� �



� �� � �����
	�	 ���

�� � � ��� �� ��� � � 
��� �

� �� �� ��� � 
 	 � 	  �

� �� ��*� ) 
 ) �� ��� � 
 	 # 	 
 �

,�. � ��� �� ��� � ������ ������������ �� ��
,� . ����� ���� ��� � ������ ������� �� � �

,
. � ��� �� ��� 
��������� ������������ �� � ����� ��
,� . ����� ���� ��� 
��������� ������� �� � ����� � �

,�. ����� ���� ��� � ���� ������� �� �� 	� � �

� ��� �� � ��� � 
��� �

� &��� �� 
###
� �� ��� � �� 	 � &��� �

��� � � �� 
 (� &��� � �

� �� �� ��� � �# 	 � 	  �

� �� ��*� ) 
 ) �� ��� � �# 	 # 	 
 �

� � �� �� � � � � �

� ��� �� � ������ ���
�

� 
 �� ���� � � �

�� �� � � �
�
�� � � ) � � �

� ��� ���� � 
 ����� ���� � ��� ���� �� ����� ����
�� � 	 ��������
��� ������ ��� ���������� ��������

yi = β0 + β1xi + εi

���
��� ���� �� � ��� ���� ��� �� ����

β1
� ��� �� �� � �� � ������ ���

yi �� �

������ ��� 
�� ������� ���
xi �� ��� ������ �� ����� �� ��
� �

��� 
�� �������
wi = xi + δi

�����
δi ∼


(0, .1)

� �� ��� 
�� �� ���
���������� ��������

yi = β∗
0 + β∗

1wi + ε∗i
� ��� ����

(β∗
0 , β

∗
1)

����� � ���� ����� ����
(β0, β1) � �
���� ���� ��� ��� ���

wi �� � ��� ���
xi �� � �� ���

��������
��� � ����� ��� ���� ��� � 
��� �
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� &��� �� 
###
� &# �� �
# (
#
� &
 �� �
# (
#
� �� �#
��� � � �� 
 (� 
 �

��� � � �� 
 (� 
 � �

�
�� �� ��� � �� 	 � &��� �

��� � � �� 
 (� &��� � �

� �� �� ��� � � �

� �� � ) �� ��� � � 	 # 	 � � �&
� �

� �� � &# ��� ) � * � &
 ��� ) �� ��� � � 	  �

� � �� �� � � � � �

�
�� ��� �� � ������ ���

�

� �� � ��� �
�
�� �

�� �� � � �
�
�� �

�
�� � �

�� �� � � � � 	 �� 	 �� �� &
 ��� ���� � �

�

� ��� �� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��� ��� � ������� ��� ��� � ��� �����
������ ��� � ���� �
� 	 &#$'%� # &!!'$ �� &
# 
�% � � ��� ���� ����
���� �

�� � ��� ���� ��� �� ���� �� ��
��� �� �� ��� ������� ������� � ��� � ������
������
 ���������� 
����� ��� ������� � ��� ��� ��� � ������ ��

β0

���

β1
�

,�. 	����� ��� � ����� ��
x
� ��� � � ���� � ������ ����� �� ���

��� ����� ���
�� ����� � ����� � � � �
�� � ��� ���
���� �� ����� �� �
,� . 	����� ��� � ����� ��

β0

���
β1

� ��� ��� ��� ��� �� ��� ���
�������� ����� �� ���

β �� �� �
� ��� 
���� � �� ��� � ���� � ����� ��� � ����� ���� ��
β1

��� ������ ����� ��
β0

� �� �.
2 �21/��
,
. ��� ��
� 
���
� ��

(β0, β1)

�
���� ��� ��� ��

θi = eβ0+β1xi/(1 +
eβ0+β1xi)

��� � ��
θi

������
xi

� ��� ����� ��� �������� ���� ��

����� � ����� ��� ������
 ���������� 
����� �



� �� � �����
	�	 ���

,� . ��� ��� ��� ���� ��� �����
���
x �� ���

β �� ��� 
���� �� ���
� ��� � ������ � ������ ����� � ������� � ����

θ �� ��� ��� 
���
�� � �� ��� 
��� �� �� �� ���� 
��� � �� ��
� ��� 
����� ��������
����� � ��� � � ���� �� � �� ������ ���� ��� ���

x �� ���
β ��
�� ����� � � ��� ��
� ����� �

�� � 	���� ��� � ������
 ���������� ���� ��� �� ��� 
����� ���� � � ��� �� ��
���� ���� ��� ��� �� ��� ��� ������ ���� �� 
����� ������ ��

36◦
� � ���

��� � ������� �� ��� 	������� ���
� � ��� ������� ����� ��
� ��
������� ���� � ��� �� ��� ��
����� �� ������� �� � ������� ��� ���
��

�/ � ���� ����
��� ������ �� ���� � � - ��� �
,�. � �� ��� ��� � ����� ���� �� �����
�� �� � ����� - ��� � ����� �� �

��� �� ��
,� . � �� �� ����� �$� ��� �) � ��� ��� �� ���� � ��� ������ ��������� �� � ��� �� ��
,
. �� ����� ���� �� � �������� � ��� ���� ������
� ����� ���� �����

� � �� ��� ���
���� �� ����� �$� ��� �) ��
,� . ������� ��� ������� ���� � � �� � � ��� �� ���
� ���� �� � �����
�

��� ��� ������� �� ��� � 	�� ���� �� � � 
� � ��
� �� ��� �������� ��
� ������ � �� � ��� ��� ������ � ������� �� ����� 
 � ��� ����

���� ����������
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������� �

� 	 
 � � 
	 � �����

� �� � ��� ������ 	�	�� � ���	��
��
���� ��� �� ���� � �������
�� ������ ���� ��������� � ��
���� � �� ���
�����
���� ������� ��� ����� � ���� � ��������� �

���
X � � � 
��������� ������ ������ � � ��� 
��

FX

� ������� ��� ������ / �� � ��� ����
fX(x) = d

db
FX(b)

∣
∣
b=x

��� ��������� ���� �� 
�� �����
��� ��� �� fX(x) ≡ F ′

X(x) = d
db

FX(b)
∣
∣
b=x

� �� ��
� � ���� ��������� �� � ����
��� ������
���� � ��� ��� ���� ���� �� ��� �� �� ���� ��� ������ ���� �� � ���

A�� ����� �� ��� ������� �� ��� ��� � � �� ��

P[X ∈ A] =

∫

A

fX(x) dx

��� ��
f ∗ �� � ���
���� ���� ��� ��� ����

fX

�� ��� 
������ � ���� ������
���� � ��� ��� ���

A
� ∫

A
f ∗ =

∫

A
fX

� �� �� 
��� � ��� �� �� ���� ������

P[X ∈ A] =

∫

A

f ∗(x) dx

����� ��� �������� ���� ���
����� ������ ��� ��� � �������� ��
fX

���
f ∗ �

����� ���
����� ����� ���� ��
� ����� �� ����� �� � ������ ����� � ���� ������

� ����� ��� �
�� � ��� ������ �� � ���� �� ������� ������� ��� ��� ���������� 
�� ����� �� ���� �� � ������ ���� �� ���� 
��������� �� ���� 
������ ����� ������ � �� ���
� � ��� ��� ��
X


�� � � ��� ������� 
������ �� ���� ��
� ������ ���� � �� ���� ��� � ����� ���
� �� ��� � ��� ��������� ���
����� ��
��� �� ��� ������ ���� ������� ��

X
� ���� � �� �����

� -



� � ���� ��� � � � ��� ������ 
� 
 ��

� ��� (#('� � ��� 	�� ���
����
f

��
� ���� � ��� � ��������
A
�

P[X ∈ A] =

∫

A

f(x) dx

�� 
��� � � 	
������ ������ � �� 
�
� � �� ��� � ��� ��� ������ ������ � X
�

	�� ��
� ���
���� ��� � � �������
fX

�

� �������� � �� 
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��� 
����� ���� �� ��� ����� �� � ��� � 
��������������� � �� �� ������� � ���� �
��� ���� ������� ��� �� � �� �����
� � � ��� � 
����� �� ������ �� � ��� 
�����
����
� �� ������� ��� ������� � ����� ��������� �� �

������� ��� ���
X

�� � 	���
� ��	����  �� ���
pX ! ���

g
�� �

�" �	�������# � 
�
�
�
# ���	���� � �� 
�
� ��� ��� ��
Z = g(X) ! $� ���� � ��� 
�

Z
�

pZ(t) = pX(g−1(t))

∣
∣
∣
∣

d g−1(t)

d t

∣
∣
∣
∣

%	

� ! ��� ��� ���
A
�
P[Z ∈ g(A)] = P[X ∈ A] =

∫

A
pX(x) dx

� ���
z = g(x)��� 
����� ������ �� �� ��� ������� �� ���

P[Z ∈ g(A)] =

∫

g(A)

pX(g−1(z))

∣
∣
∣
∣

dx

dz

∣
∣
∣
∣
dz

� �� ��
P[Z ∈ g(A)] =

∫

g(A) &
��'()*!+

dz
� ��������� &

��'()*!+ ���� � �
pZ(z)

�
, ��
� �

pZ(z) = pX(g−1(z))|dx/dz| �

� �- ������ .�
����
�� �� ����� ����� � ���� �������� � �� ��� �� ��� ������ ������ ������ �� ���
����������� �� ���� ���� ���� ���� � �� ���������� ��� ���� � ��������� ��� ��
���� ��� �� � ���� � ������� � ��� 
��������� ������ ������ � ��
���� � ��
������ � ��� ����
� ��� ���� ��� ��� ������ ���� ������ ��� ����� � ������
������ �� ����

X1

� � � � �
Xn � � � ��� ��

n
������ ������ �� � ���

n
���� ������� ��
���

~X = (X1, . . . , Xn)
�� 
��� � ����������� ������ ������ � �� 	���
� ��
�
	�

	 � ��� ����� � ��� � ~X
��� � ��� �� ��� � � 
�� � �� ��� �
��� ���� � ��� �


�������
� � ����� � � �������� �� ���������� ������ ������ �� �



� �� � ������ �� ����	 � �

� �� �� ���	
�
�	 � ������ ������	

� ���
X1

� � � � �
Xn

��� 
��������� ���� ~X
��� � ��� � � ������

p ~X(x1, . . . , xn).

	� �� ��� ���������� 
��� � ��� ��� �� ��� ���
���� ����� ������� � ���� ������� ������ � ���� �� � ��
A

�� � ������ ��
Rn ����

P[ ~X ∈ A] =

∫

· · ·
∫

A

p ~X(x1, · · · , xn) dx1 . . . dxn

��� ���� � � � ��
X1 ∼ ���

(1)
	

X2 ∼ ���
(1/2)

	
X1 ⊥ X2

	 ��� ~X =
(X1, X2)

��� ���� ��� �� ���� �� ���
P[|X1−X2| ≤ 1]

� 
�� � �� ��� ��� ���
���� ���� �� �� �� ��� ��� � ���� �������

p ~X

� ���� ���������
p ~X

���� ��� ������

A
����� |X1 − X2| ≤ 1

� ��
����
X1 ⊥ X2

� ��� � ���� ������� ��

p ~X(x1, x2) = pX1(x1)pX2(x2) = e−x1 × 1

2
e−x2/2

�� ��� ��� ������
A

���� ���
� �� ��������� � �� ���� �� � �� ���
X1

�
X2

� ��� �
� �� ��� ��� � �� �� ��� �� �� ����
��� �

P[|X1 − X2| ≤ 1] =

∫∫

A

p ~X(x1, x2) dx1 dx2

=
1

2

∫ 1

0

∫ x1+1

0

e−x1e−x2/2 dx2 dx1 +
1

2

∫ ∞

1

∫ x1+1

x1−1

e−x1e−x2/2 dx2 dx1

≈ 0.47 ,� ��.
��� ������ ������ �� (X1, . . . , Xn)

��� ���� �� � � � � ���� �� ���� ������
�� � 
���� ���� ������ ��

p ~X(x1, . . . , xn) = pX1(x1) × · · · × pXn(xn)

��� � ��
����
(x1, . . . , xn)

�
����� ����� �����
� ��� ��� ����� ��� ����� �����
� � � �� �� ��

(X1, . . . , Xn)��� ������ ����� ������ � ���� ��� ����
(Xi, Xj)

��� ��� ����� ������ � �������� �� ��� �� �� �� ��
��� � �� �� 
������ ��� ���� ���� ����� ��� ����� �����
�



� � ���� ��� � � � ��� ������ 
� 
 ��

���� ��� ��� � � ���� ����� �����
� � ��� �� ����� � � 
������� ��� ���
����
��������� ������� ������������ �� ~X = (X1, X2, X3)

� ���

P[(X1, X2, X3) = (0, 0, 0)]

=P[(X1, X2, X3) = (1, 0, 1)]

=P[(X1, X2, X3) = (0, 1, 1)]

=P[(X1, X2, X3) = (1, 1, 0)] = 1/4

,� ��.

�� �� ����� ������� ����
X1 ⊥ X2

�
X1 ⊥ X3

� ���
X2 ⊥ X3 ��� ����

X1

�
X2

�
���

X3

��� ��� ������ ����� ������ � ��� ����
��� � �

� �� �� � �����	 � ������ ������	

� ��� ~X
�� � ������ ��
��� � ��� ��� �
��� ���� �� ��� � ��
��� �

E[ ~X] ≡ (E[X1], . . . , E[Xn])

� ��� ~X ≡ (X1, . . . , Xn)
�� � ������ ��
��� � ������� �� � ������
� �� ��� �



��	�� 
� � ��	� � ���
ij ��� ����� �� ��� 
�������
� � ����� ��

Cov(Xi, Xj)
�

��� �������� ��

Cov( ~X) ≡ Σ ~X =








σ2
1 σ12 · · · σ1n

σ12 σ2
2 · · · σ2n��� ��� � � � ���

σ1n σ2n · · · σ2
n








�����
σij = Cov(Xi, Xj)

���
σ2

i = Var(Xi)
� ��� ���� ��

σ2
i

�� ��� �������

σii

�

� �� �� �����
��	 � ������ ������	

��
���� � �� �- 
�������� ���
����� �� ������ ��
���� � ��
g

�� �� ��� ���������
���� ���� � ��� ~X
��

R
����

E[g( ~X)] =

∫

· · ·
∫

g(x1, . . . , xn)p ~X(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn

��� �� �� ���� �� ��� ��
� �� ������ �� ��� ��� ������
� ��
g( ~X)

� � ���
g

��
� ����� ���
���� �� 
�� �� ������� � ��� � ��� �� ���� � ���� �



� �� � ������ �� ����	 �  

����� � ��� ���
X1

���
X2

�� 	���
� ��	����� ���
Y = X1 + X2 ! $� ��

� ! E[Y ] = E[X1] + E[X2]

� ! Var(Y ) = Var(X1) + Var(X2) + 2 Cov(X1, X2)%	

� ! ���� �� ����
��� �
�� �� 
�� ��� � ��� ����� 
��� �������� �� ������ ��
���� �

���'%�� � �� � ���
~a = (a1, . . . , an)

�� ��
n�
�� ���
��� ��
�
	 ��� ��� ��

Y = ~at ~X =
∑

aiXi ! $� ��#
� ! E[Y ] = E[

∑
aiXi] =

∑
aiE[Xi]

� ! Var(Y ) =
∑

a2
i Var(Xi) + 2

∑n−1
i=1

∑n
j=i+1 aiaj Cov(Xi, Xj) = ~atΣ ~X~a

%	

� ! � �� ����� � �� ��� ������� � ��- ,�� � � �. ��� ��� ,�� � ��. � ���
�� ��
��� / �

��� ���� ���� �� �� 
������� ������ ����� 
��� �������� ���������������� ��� �
k ≤ n

� ��� ��� ��
�
i = 1, . . . , k

� ��
Yi = ai1X1 + · · ·ainXn =

∑

j

aijXj = ~at
i
~X

����� ���
aij �� ��� ��� ������ 
�������� ���

~ai = (ai1, . . . , ain)
� ��� ~Y =

(Y1, . . . , Yk)
� �� ������ �������� �

~Y = A ~X�����
A

�� ���
k×n

������ �� ��� ����
aij

� ��������
�� �� ���
Yi �� ��� �����

��

Cov(Yi, Yj) = Cov(~at
i
~X,~at

j
~X)

=
n∑

k=1

n∑

`=1

Cov(aikXk, aj`Xj)

=
n∑

k=1

aikajkσ
2
k +

n−1∑

k=1

n∑

`=k+1

(aikaj` + ajkai`)σk`

= ~at
iΣ ~X~aj

���� �� ��� ��� �������� ����� � ��� ������� � �� � ���� ������� � �- �



� / ���� ��� � � � ��� ������ 
� 
 ��

���'%�� � �" � ��� ~X
�� � 	���
� ��
�
	 
� �� ���
�

n
 �� � ���

E[ ~X] =

µ
��� 

��	�� 
� � ��	�

Cov( ~X) = Σ� ��� A
�� �

k × n
���	� 
� 	���

k ���� ��� ~Y = A ~X ! $� ��
� ! E[~Y ] = Aµ

# ���
� ! Cov(~Y ) = AΣA′

� ����� �� ���� �� ��� �������� �� ����������� ��������� ������ � �������
��� ��� ���������� ������� � ������� ��� ,�� � �-. � ��� ~X = (X1, . . . , Xn) � �
��

n
���� ������� 
��������� ������ ��
��� � ��� ���

f ~X

� � ���� � ���
n
�

��� ������� ������ ��
��� ~Y = (Y1, . . . , Yn) = (g1( ~X), . . . , gn( ~X))
����� ���

gi �� ��� ��� �������� � ���
����� ��� ����� ��� ��� ��������� �����
g : ~X 7→ ~Y�� �������� � � � ��� ��

f~Y

� ��� ��� �� ~Y ����
J � � ��� ���
��� ��

��� ������ �� ������ ����������� �

J =








∂Y1

∂X1
· · · ∂Y1

∂Xn
∂Y2

∂X1
· · · ∂Y2

∂Xn��� ��� ���
∂Yn

∂X1
· · · ∂Yn

∂Xn








��� |J | � � ��� ������� ���� �� ��� ������ ����� ��
J
�

���'%�� � �� �
f~Y (~y) = f ~X(g−1(y))|J |−1

%	

� ! ��� ��� �� ���� � ��� �������� ��� �� �� ������� ��� �� ���� � � ���� ��� ���
A
�
P[~Y ∈ g(A)] = P[ ~X ∈ A] =

∫
· · ·
∫

A
p ~X(~x) dx1 · · · dxn

� ���

~y = g(~x)
��� 
����� ������ �� �� ��� ������� �� ���

P[~Y ∈ g(A)] =

∫

· · ·
∫

g(A)

p ~X(g−1(~y)) |J |−1 dy1 · · · dyn

� �� ��
P[~Y ∈ g(A)] =

∫
· · ·
∫

g(A) &�
�'()*�+

dy1 · · · dyn

� ��������� &�
�'()*�+

���� � �
p~Y (~y)

� , ��
� �
p~Y (~y) = p ~X(g−1(~y))|J |−1 �

�� �������� ��� ��� �� ������� � �� �� ���� ����� �� ���� � � ���������
����� �� ���� � � � ���
� �� ������� ���� � ���

X1 ∼ ���
(1)

	
X2 ∼ ���

(2)
	

X1 ⊥ X2

	 ��� ~X = (X1, X2)
��� ������� �� ���� �� ���

P[|X1 − X2| ≤



� �� � ������ �� ����	 � �

1]
� �� ����� ���� ���� �� ���� ����� �� ������ ��� � ���� ������� �� ~X =

(X1, X2)
� ���� ����������� ���� ��� ������ ����� |X1−X2| ≤ 1

� 
�� ��������
���� ��� � �� �� ����� ��� ������ �� Y1 = X1 −X2

���
Y2

� ���
� �� ���������
��� ������� ��� ��� � ���� ������� �� ~Y = (Y1, Y2)

� ���� ��������� ���� ���
������ ����� |Y1| ≤ 1

� �� �����
Y1 = X1 − X2 � �
���� ���� �� ��� ������ ��� ��� ���������� �� � �� ���� �
Y2 � �
���� ������� � �� �� ��� ��  ����

��������� ������ ����
R

n ��
R

n � ��� ���
��� ��������� ��
Y2

�� ���� ������� �
�� ��� �� ��� ��������� ����� ���� ~X

�� ~Y
�� � ���������� � ��� �������� � ���� 
��������
� � �� �����

Y2 = X2
� � ��� ����� ���������� �

J =

( ∂Y1

∂X1

∂Y1

∂X2
∂Y2

∂X1

∂Y2

∂X2

)

=

(
1 −1
0 1

)

|J | = 1

X1 = Y1 + Y2

���

X2 = Y2���� ��� ������� �� ���� � � �� ����
p ~X(x1, x2) = e−x1 × 1

2
e−x2/2 � ��

p~Y (y1, y2) = e−(y1+y2) × 1
2
e−y2/2 = 1

2
e−y1e−3y2/2 � � ����� � �� ���� � ��� ������

���� ���
� �� ��������� �

P[|X1 − X2| ≤ 1] = P[|Y1| ≤ 1] =

∫∫

A

p~Y (y1, y2) dy1 dy2

=
1

2

∫ 0

−1

e−y1

∫ ∞

−y1

e−3y2/2 dy2 dy1 +
1

2

∫ 1

0

e−y1

∫ ∞

0

e−3y2/2 dy2 dy1

=
1

3

∫ 0

−1

e−y1
[
−e−3y2/2

]∞
−y1

dy1 +
1

3

∫ 1

0

e−y1
[
−e−3y2/2

]∞
0

dy1

=
1

3

∫ 0

−1

ey1/2 dy1 +
1

3

∫ 1

0

e−y1 dy1

=
2

3
ey1/2

∣
∣
0

−1
− 1

3
e−y1

∣
∣
1

0

=
2

3

[
1 − e−1/2

]
+

1

3

[
1 − e−1

]

≈ 0.47 ,� �-.
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X1

X2

Y1

Y2

� ����� � ��� ���
(X1, X2)

� ��� ��� ���
(Y1, Y2)

� ��� � ��� ���� ���� �������
��� ����� ~X

��� ~Y
��� � ��� ���� ���� ������� ��� ����� |X1 − X2| ≤ 1

�

� ����� � �� ��� �����
�� �� ��� ���� ��� ����� �� �
��� � ����� �� �� �� ��� �
� 	
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	�
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�
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� 
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	�
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�
	���� ���� � � 
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����� � �� ��� � ����� � ��� ��� ������ ����
����� �� ������ ������ �� ��� ������ ��
���� ��� 
����� �� ��������
�
��� ������ ����� ����� ��� � ��� ������� �� ��� � ��� ���� � ��� � �����
�� ��������� ��� ��� ��� �� ��� ���� �� ����� ����� �

� �� ���������	�� � 	���	���	���
�� ����� ���
��� � � ������ ������ � Y

�������
pY

� ��� ��� ��
Y

��
� ��
���� �� ��� ��� ��

Y
�� 
��������� � ��� ����� ��� �� ���� ��� ����������� �� ���� � ��� ������ ������ � Y


�� � � ���
��� �� �� ��� 
�� � ����� ���	�� �
�
� �� 
�
� � �� 
�� �

FY

���
� �� ������ ��

FY (c) ≡ P[Y ≤ c] =

{∑c
y=−∞ P[Y = y]

��
Y

�� � ��
����
∫ c

−∞ p(y) dy
��

Y
�� 
���������

.
,� ��.

�������� � �� ������ ��� 
�� �� ���� � �� ��� ��� �� ��� � �� �� ��� ������ ��� �� ��� ����� ���� ��
Y

�� 
��������� � ���� ��� ��� ���� ��
b ∈ R

P(Y ≤ b) = F (b) =

∫ b

−∞
p(y) dy

���
� ���� � �� ��� ������ ���� ������� �� ��
��� ����
p(y) = F ′(y)

�

� ��� ����� ���� � ��

Y
�� � ��
���� � ����

P[Y = y] = P[Y ≤ y]−P[Y < y] =
FY (y) − FY (y−)

� ,�� ��� ��� ��������
FY (y−)

�� � ��� ��� �� �� ��
FY (z)��

z
������
���

y
���� � ��� � �� �� ��� � ������

limε↑0 FY (y − ε)
. � ���� ���

������� �� �������� � �� ��

pY (y) =

{

FY (y) − FY (y−)
��

Y
�� � ��
����

F ′
Y (y)

��
Y

�� 
��������� ,� ��.
�������� � �� �� 
����
� ��
��� �� ��� 
��� ���
� ����� ������ �� ���
��
� � ��
�� � ����� � ����

FY (y)
�� � 
��������� ��� ������ �������� � ���
���� � �� ���
�


���
Y

�� � 
��������� ������ ������ � � ��� Y
���� ��� ���� � �������� ��

���� 
��� ����� �� � 
��
FY

� ������ � 
������ ������ ��� �� ��� �� ����� � �� ���� � ��� ��� ��� 
�� �� ��� � �� ,�� � � . ������������ ��� ������ ��� 
�� �� ��� ��� ,�. ������������ �
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• ������� � � �� � � � � � �  �� ���� � ��� ���� ���� � ��� ��� ���� ����
��� ���� ��� ��� �� �� � � �� � ��� ��������� � �� � � ��
���� �

��� ����� ���������� �������������� ���
Y

�� ��� � 
� ��� � �� �	���� � �� 

��
� �� ���

MY

� ��� ��� ��� ���������� ���
���� �� ������ ��

MY (t) = E[etY ] =

{∑

y etypY (y)
��

Y
�� � ��
����

∫
etypY (y)

��
Y

�� 
��������� ,� ��.

MY

�� ��� ����� �� ��� ��� ��
� �	���� 
	� ��
pY

�
� �
���� �� ����� ��� ��� �� � ��� �� ������� ����� �� ��� �������� ��������� ��� ��� �� ������� �� ����� ��� ���
� ������� ��� � �� �� �� ���

���� � �� �������� � �� � ��� ��� �� ����� ������ ��
t = 0

� ,��� �� ��
��� ���.
��� ���� ��

MY (t)
�� ��� �� ������ ,��� ������� �� ��� �� ��� ��������
���������. ��� ����

t
� ���� � ������ ��� ��������
� ���
��
� �� �������

MY (t)�� �� ������ �� � ������������ �� � � � �� � ������� ����� �� ���� �
δ > 0

��
�
����

MY (t)
�� ���� ���

t ∈ (−δ, δ)
� ��� ��� ��� ���������� ���
���� ���� ���

���� ���� ��� ���� ��� ������� �

���'%�� � �� � ��
Y

��� ���
MY

��� ��� � � � ��� �
	� 

� 
� 	# �� ��

E[Y n] = M
(n)
Y (0) ≡ dn

dtn
MY (t)

∣
∣
∣
0



�/� ���� ��� � � � ��� ������ 
� 
 ��

%	

� ! �� ���� ��� ��� ����� ��� ��� 
���
n = 1

� ��� ��� �� ��� ����� �����
��

n
�� ��� ��� �

d

dt
MY (t)

∣
∣
∣
0

=
d

dt

∫

etypY (y) dy
∣
∣
∣
0

=

∫
d

dt
ety
∣
∣
∣
0
pY (y) dy

=

∫

yety
∣
∣
∣
0
pY (y) dy

=

∫

ypY (y) dy

= E[Y ]

��� ��
��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� ����

d

dt

∫

f(t, y) dy =

∫
d

dt
f(t, y) dy,

�� ������� ���
� �� ��� ��
������� ���� � �� �� ���� ��� ���
�� ���
�����
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MY (t)

� ������ ����� �� �����
���� � ���� �� ����� �� � ��� � ��� ������� �� ������ ���������� ���
�����
�� �� ������� ������� � ��� ��� � �� ����� ���� � ���� ������� � �� ����� ���
��� ���� � 	�� ��� �� ��� �����  �� ������� ������� � ����� � �
���� �� ���
���� ��� ��� ������ �

���'%�� � �� � ���
X

���
Y

�� � 
 	���
� ��	�����  �� � 
� ��� � �� �	
����� � �� 
�
�� ������ �� �
 �� ���

MX

���
MY ! ��

MX(t) = MY (t)
� 
	 �� �

t
� � 
� � � ��� �
	� 

� 
� 	# �� ��

FX = FY � !�!# X
���

Y
���� �� � ��� �

���	�� �
� !
���'%�� � �� � ���

Y1, . . .
�� � � ��� �� 
� 
� 	���
� ��	�����  �� � 
� ���

� �� �	���� � �� 
�
�� ������ �� �
 �� ���
MY1 , . . . ! � �� ��

M(t) = limn→∞ MYn(t) !�� �� � �� � �� ��� � 
	 �� �
t
� � � ��� �
	� 

� 
� 	# ��� �

M(t)
� � � 
� ���

� �� �	���� � �� 
�
�# �� �� �� �	� � � ���� � 
��
F

�� 
� ����
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� !

F (y) = lim
n→∞

FYn(y)
� 
	 �� �

y
 � �	�

F
� 

����
�� ���

� ! M
� �� � ��� 
�

F !
������� � � �� ��� � � � ��� ������ ���� ��� ��
������ ��� �� �� ��� � �� ��

��
��������� ���� ��� � � ������������ ���� � �� �� � 
�� 
�� ����� ��� ���� ��
�� ����� 
��	�
��	��
 � �� 
�
�� ,��� ����� �� ������� ��������� �. �������
�� � ����� ���������� ���
����� � ��� 
����
�������
 ���
���� �� ������ ��

CY (t) = E[eitY ]�����
i =

√
−1

� 	  � ������������ ���� 
����
�������
 ���
����� � ��� ���

����
�������
 ���
���� 
��� ���� 
����
������� ��� ������������ � �� 
����
�
�������
 ���
����� ��� ���� ��� ��� ���� ��� � ,������ � ������ � ��� 
�� � ��
���� ��� �������� ��� ��� ��
��������
�� � �� ��� ��� ������ ���� ��� �
 ����
���� � � ����� �� ������� � � �� ��� � � ��� ��� ��� ������ ��� 
����
�������

���
����� ��� �� ����� ��� � �� � � ����� �� ���� �����
�� � ���� �

��� ���� ����� ������ ��� ������� � � �/ ��� � �� �
���'%�� � �� � ���

X
�� � 	���
� ��	����#

a, b
�� 

�������# ��� ��� ��

Y = aX + b ! $� �� MY (t) = ebtMX(at) !% 	

� !
MY (t) = E

[
e(aX+b)t

]

= ebt
E
[
eatX

]

= ebtMX(at)

���'%�� � �� � ���
X

���
Y

�� ���� ������ 	���
� ��	����� ! � �� ��
Z =

X + Y ! $� ��
MZ(t) = MX(t)MY (t)%	

� !

MZ(t) = E
[
e(X+Y )t

]
= E[eXteY t] = E[eXt]E[eY t] = MX(t)MY (t)

�'%'!!�%� � ��� � ���
Y1, . . . , Yn

�� � 

� ��
�
� 
� !!�! 	���
� ��	����� ��
�
 �� ���

MY ! � �� ��
X = Y1 + · · ·+ Yn ! $� ��

MX(t) = [MY (t)]n
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,�. �� ��� � ������� ��� � ���� �������
p ~X

� ���� � 
������ � �� � ���� � ���� �� 
����� ��� � ����� ��
x1

� ��� � ����� ��
x2

� ��� ����
�������

p ~X(x1, x2)
�� � �����

(x1, x2)
��� ���� ��� ����� �� �

� ����� � � ����� ���� ��� ����� �� ��� �
��
�� ���
���� � ������
����� ��

x1
���

x2
���� ��� ��� ��������

p ~X

� ��� � �� ���� ��

����� ����� �� ���� ��� ����� �

,� . � ��� � ������� ���� ��������� ��� �� ��� ��� ������
A

��� ���
�� ��� �� ����������� �� �������� � ���

,
. ���� � ��� � ������ ����� �� �������� � ��� � ��� ���� ��� ������
����� ���� � ������ ��� ������ �

,� . � �� � �� ������ ��� ������ �� �������� � �� �� ��������� �

� � � ���� �� ���� � � ��� �� ���� �� �� ���� �������� �����
N

�� ���
���� �� ��  �� �������� ���� �� ���� �� � ����� ���� ���

X
�� ���

���� �� ���� ������� �� ��� ���� ���� � � ���
P[X ≥ 1]

�

- �
(X1, X2)

���� � � ���� ������������ ���� �� ������� �� ��� ���� 
��
� �� ���
p(X1,X2)

�

� � ��� ������ ��
���
(X, Y )

��� ���
p(X,Y )(x, y) ∝ ky

��� ��� �
k > 0���

(x, y)
�� ��� ��������� ������ ������� �� ��� ������

(0, 0)
�
(−1, 1)

�
���

(1, 1)
�

,�. � ���
k
�

,� . � ���
P[Y ≤ 1/2]

�

,
. � ���
P[X ≤ 0]

�

,� . � ���
P[|X − Y | ≤ 1/2]

�

� � � ���� ��� ��������� �� ���� � � ���� ����� ����� �����
� �� � ��� ������ ��� ����� �����
� �
,�. ����� � ��� ��� 
��� �� ����� ������ ������ �� ~X = (X1, X2, X3)

�
� ���� ���� ��

X1, X2, X3

��� ������ ����� ������ � ���� ��� ���
�� ���� ��� ����� ������ �
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,� . � �������� �� ��� 
��� ~X = (X1, . . . , Xn)
�

� � � ���� �� �������� � �� �� ���� � � � ������ ����
X1 ⊥ X2

�
X1 ⊥ X3

�
���

X2 ⊥ X3 ��� ����
X1

�
X2

� ���
X3

��� ��� ������ ����� ������ �
 � � ���� ����� � ��
/ � � � �� ��� ��� �� �� ������� � �� �� ���� �  �
� �

X
���

Y
��� ������� � ����������� �� ��� ��
����� ����� 
������ ���

(1, 0)
�
(0, 1)

�
(−1, 0)

� ���
(0,−1)

�

,�. � � � ���
p(x, y)

�
�� � 	 ��

X
���

Y
����� ���������� � � ��� ��� � ������ ���������

p(x)
���

p(y)
�

�� � � ��� ��� 
��������� ���������
p(x | y)

���
p(y | x)

�
� � � ���

E[X]
�
E[X | Y = .5]

� ���
E[X | Y = −.5]

�

,� . ���
U = X + Y

���
V = X − Y

�
� � � ��� ��� ������ �����

U
���

V
��� �

�� � � ��� ��� � ���� �������
p(u, v)

�
��� � 	 ��

U
���

V
����� ��������� � � ��� ��� � ������ ���������

p(u)
���

p(v)
�

� � � ��� ��� 
��������� ���������
p(u | v)

���
p(v | u)

�
� � � � ���

E[U ]
�
E[U | V = .5]

� ���
E[U | V = −.5]

�

�� � ��� ��� ������ ��
���
(U, V ) � � ����������� ������� � �� ��� ����

������ � ���
X = UV

���
Y = U/V

�

,�. � ��� ��� ������ �� ���
X�Y

� ��� ����� ��� ������ ��
���
(X, Y )���� �

,� . � ��� ��� � ���� ������� ��
(X, Y )

�

,
. � ��� ��� � ������ ������� ��
X

�

,� . � ��� ��� � ������ ������� ��
Y

�

,�. � ���
P[Y > 1]

�

,� . � ���
P[X > 1]

�

,� . � ���
P[Y > 1/2]

�



�// ���� ��� � � � ��� ������ 
� 
 ��

,� . � ���
P[X > 1/2]

�

,�. � ���
P[XY > 1]

�

,� . � ���
P[XY > 1/2]

�

��� ���� � ��� �������� � �� �� ��� ������ ��� ���� ��� �� ����� ������ ��

t = 0
�� ��� ��� ������ ������ � Y

� ���
MY (0)

�

�� � � ������ ��� ����� �� ������� � �� ��� ��� 
���
n = 2

�

�- � � ���� �� ������� � �� � � ���� �� ��� ��� �� �� ��� ����������
X ⊥ Y�����
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��

r = 1
' �# �$&�  % �� ���"$% �

N
$���" �# � ��� �� %��!�& ' �� �#�� ��� �

��! �# � ( %
r = 1

�
N

�� ���! �� #�( � �  �& �%�� !���%��$���� � ��# ��%�& �
 � %

θ
	 � � %�� 

N ∼ �  �
(θ)

' 
 �� � �
θ

�� $������ ' ��%� (�"$ � ��
N

�% 
 (�! �� �#��

θ
�� �& �"" 	 �& �"" (�"$ � ��

N
�%  (�! �� �#��

θ
�� "�%� ' �# �%���� �"��� �$������ ��

pN(k) = P(N = k)

= P(r − 1
�$�� �� � �� �# � %��

k + r − 1
�%��"�

��!
k + r ��# �%��" �� � �$�� ��

)

=

(
k + r − 1

r − 1

)

θr(1 − θ)k

��%
k = 0, 1, . . .

'
� �

N1 ∼   �� ��
(r1, θ)

� ' ' ' �
Nt ∼   �� ��

(rt, θ)
� ��!

N1

� ' ' ' �
Nt �  

��! �  �! �� ��  ��# ��# % ' �# � �� ��� �& �� �� � � �$ �� �� �%��"� ��
" ���# ∑

(Ni + ri)
#�(��� ∑

ri

�$�� �� � '
N1

�� �# �$&�  % �� ���"$% � �  ��% 
�# 

r1 ��# �$�� �� 	 ' ' ' 	
N1 + · · · + Nt

�� �# �$&�  % �� ���"$% � �  ��% �# 
r1 + · · ·+ rt ��# �$�� �� ' �� ��  ( �! �� �#��

N ≡∑Ni

�� �# �$&�  % �� ���"$% �
�  ��% �# 

r ≡∑ ri ��# �$�� �� ���$%� ��! �# % ��% �#��
N ∼   �� ��

(r, θ)
'

���'%�� � �� � ��
Y ∼ � ��� �(r, θ) �� ��

E[Y ] = r(1 − θ)/θ
���

Var(Y ) =
r(1 − θ)/θ2 !

% 	

� ! �� �$� � � �� �%�( �# % �$"� ��%
r = 1

' �# � �# % �$"� ��%
r > 1

� �""
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��""�� �� �# ��% ����� �%�$&  �� ��! �# �% & � � ' ��! � '� ' ��%
r = 1

�

E[N ] =

∞∑

n=0

n P[N = n]

=
∞∑

n=1

n(1 − θ)nθ

= θ(1 − θ)
∞∑

n=1

n(1 − θ)n−1

= −θ(1 − θ)
∞∑

n=1

d

dθ
(1 − θ)n

= −θ(1 − θ)
d

dθ

∞∑

n=1

(1 − θ)n

= −θ(1 − θ)
d

dθ

1 − θ

θ

= −θ(1 − θ)
−1

θ2

=
1 − θ

θ

�# �%��� �� � %�����  ��# � %& �� � ! %�(���( � �# � �� ���#��� �# �%! % ��
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�$&&����� ��! ! %�(���( �� � ��������""� $� �$" ' ,  % �� �� ����� '

E(N2) =

∞∑

n=0

n2 P[N = n]

= θ(1 − θ)

∞∑

n=1

(n(n − 1) + n) (1 − θ)n−1

= θ(1 − θ)
∞∑

n=1

n(1 − θ)n−1 + θ(1 − θ)2
∞∑

n=1

n(n − 1)(1 − θ)n−2

=
1 − θ

θ
+ θ(1 − θ)2

∞∑

n=1

d2

θ2
(1 − θ)n

=
1 − θ

θ
+ θ(1 − θ)2d2

θ2

∞∑

n=1

(1 − θ)n

=
1 − θ

θ
+ θ(1 − θ)2d2

θ2

1 − θ

θ

=
1 − θ

θ
+ 2

θ(1 − θ)2

θ3

=
2 − 3θ − 2θ2

θ2

�# % ��% �
Var(N) = E[N2] − (E[N ])2 =

1 − θ

θ2
.

�# � �$������� ��% ��%� ��� � ��# �# � ����( � ���& ��" !���%��$���� �% 
���  � 
� � ���  � 
� � ���  � 
� � ��! ���  � 
� ' � ��$% � '� !��� "��� �#   ����( 
� ���& ��" �!� ��! �""$��%�� � �# $� �� ���  � 
� '
� ��$% � '� ��� �%�!$� ! � ��# �# ��""�� ��� �����  � '

� �� � � � � � � �� �
� �� � � �� � �� � �� �
��� � ���
��� �� ��� �
�
� �   � ��� ��	
���� � �
�
� � �  � ��� ��	
���� � � �
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&  �� ���  � 
� ���� �� " # �� "�# �
� �� 	
 �&  
� 	
� � � � ���  � 
� �� �� " # �� "�# � � 	��� ���
���  	 � � � �	��� �� � �

�� � � ��� ��  ���� � 	 �� � � �� � � �&��� �� � � �
	 �� ��� ����� � �

�

• 	
 ��! &  �% �# "�& ��� �� �# ���� �� ��  ��# � "�� ' �# $� �� ��  � 
� ��$% � �#��  ��# � "�� �#�� � �� " ��� �/� �� ��� !���%��$���� '

� �- 	
� � � ������ ��� � �����������

�# &$"����& ��" !���%��$���� � � %�"�� � �# � ���& ��" !���%��$���� �� �# 
��""�� ��� ���' �# � ���& ��" !���%��$���� ��� "� � �# � �# �$���& �� �
�%��" #�� ��� � ����� " (�"$ � 	 �# &$"����& ��" !���%��$���� ��� "� � �# � �# 
�$���& �� � �%��" #�� &�% �#�� ��� � ����� " �$���& � ' ��&  ��&� " � �% 
� !(� ($� ! �%(� !& �� �"�� ���" �%��"� �  ��# ���� �� �� �!& ����� % ! � �% ��&  �� �

$�$�""� ��  ��  %�&  ���" �% ��&  �� �% � ����!�%! � ����%�" �% ��&  �� '
��� % �  ��# ���� �� & �� �  ���% ! ��  ��# % �$�� �� � ���"$% � �% � ��
��% ! ' � ���%��� � ��$%� �  ��$� ���� ��� !�� �� �#�� $� ��% �# �% ��������&  ��� � &�( ����� �% ��� �� �  ��$�! ��% ��&  ��# % % ���� '

�%� & � �� % �# ��& ��$� %�"" �  ��# �$�� ���( %�"" ��  ��# % � � �� � "��� � �%
� ��# % '

����#($& ���# � � ��& � �� � ( %�" (�%����� ' �( %� �  %��� #�� ��� ��� � �
�� �# � � � �� &�� %��" ��! �� ��� %��" ' �� �# �  %��� �� ����$� ���
�  ! ��%��  ! �� � ���% "�� {a, c} & ����� �#�� �# #�� �� ���� ��
���  

a
��! �� ���� �� ���  

c
' �# ���% �� ��"" ! �# �  %��� �� � ��
��� �'

���# �  %��� �� � ��& � " ��� �  �����! % ! � �%��" ' �  � ������� & ��
��$�� #�� &��� �  �� " #�(  ��# � �����  '

�'!(# ($�! �$(��$� �� ��  " ����� �  ��# �  %��� �% � %�  ��# % �# �  �$� "�������!�!�� � �# �  &��%�� � �# � %  � � �% �� $�! ��! ! '
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� �� 
�� -� �
�� �#�� ��� � ��$�� �# �$&�  % �� �$���& � ��  ��# ���  ' �� �# % �% 

k� ����� " �$���& � �# � �# % �$"� �� � ( ���%
y1, . . . , yk

�# % 
yi

�� �# �$&�  %
�� ��&  � �#�� �$���& 

i
���$% ! ��!

y1 + · · ·+yk = n
�� �# �$&�  % �� �%��"� '

� �
p ≡ (p1, . . . , pk) �  �# �%���� �"��� � �� �# 

k
��� ��%� � ��!

n �  �# 
�$&�  % �� �%��"� ' � � %�� 

Y ∼ �$"�
(n, p)

' �� ��%���$"�% �
Y ≡ (Y1, . . . , Yk)�� � ( ���% �� " ���#

k
' �  ��$� 

Y
�� � ( ���% � �� �� ���  ��  �������

E[Y ] = µ = (µ1, . . . , µk) ≡ (E[Y1], . . . , E[Yk]) = (np1, . . . , npk).

�# 
i ��# ���%!���� �

Yi

� �� � %��!�& (�%��� " �� ��� ��� %��#� ' �  ��$� 
Yi��$��� �# �$&�  % �� ��&  � �$���& 

i
� ��$%% ! ��

n
�%��"� � ��� ! ���%��$���� ��

Yi ∼
� ��

(n, pi). ,�  �� %��� �� '. ,� '�.
� "�#�$�# �# 

Yi �� �% �"" � ���& ��" � �# � �% ��� ��! �  �! �� ' � �� % �"" � ��
Y1 = n

� �# �
Y2 = · · · = Yk = 0

� �� �# 
Yi �� &$�� �  ! �  �! �� ' � #�� ��

�# �% � ���� �&� � � #�� �� �# ���!������" !���%��$���� �� � ����
Y2, . . . , Yk

� �( �
Y1� �# � �� ��� �# �% & � �%�(�! �# ���� %� '
���'%�� � �� � ��

Y ∼ � � ��
(n, p)

�� ��

fY (y1, . . . , yk) =

(
n

y1 · · · yk

)

py1

1 · · · pyk

k

 � �	� ( n
y1···yk

) � �� � &$"����& ��" �� � �� ��
(

n

y1 · · · yk

)

=
n!
∏

yi!%	

� ! � # � �# 
n

�%��"� �� � &$"����& ��"  ��  %�&  �� �% ��%%� ! �$� � �# % � �"" �  � � �$ �� �� �$���&  � �$�# ��
abkdbg · · · f � �# % �# " �� %� ��!���� 

�# �$���&  � �� ��!�( �!$�" �%��"� ' 
� �$�# � �$ �� ��

a · · ·a
︸ ︷︷ ︸

y1��� ��
b · · · b
︸ ︷︷ ︸

y2��� ��
· · · k · · · k
︸ ︷︷ ︸

yk
��� ��

�# �%���� �"��� �� �#�� ��%���$"�% � �$ �� �� ∏
pyi

i

' �( %� � �$ �� � ��#
y1

a �� � ' ' ' �
yk k �� #�� �# ��&  �%���� �"���' ��

fY (y1, . . . , yk) = (
�$&�  % �� �$�# � �$ �� �

) ×
∏

pyi

i =

(
n

y1 · · · yk

)
∏

pyi

i .
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���'%�� � �� � ��
Y ∼ � � ��

(n, p)
�� ��

(Y2, . . . , Yk | Y1 = y1) ∼ � � ��
(n − y1, (p

∗
2, . . . , p

∗
k))

 � �	�
p∗i = pi/(1 − p1)

� 
	
i = 2, . . . , k !

% 	

� ! �  �� %��� �/ '
� �� �$������� ��% �# &$"����& ��" !���%��$���� �% ��� 	�  � 
� ��! ��� 	�  � 
� '

��� 	�  � 
� �� �� �� � !%�� � � ��& � " �� ��� 
m

' � �� � ( ���% �� �%���� �"��� � '
�# % �$"� �� �

k×m
&��%�� ' ���# ��"$&� �� �� !%�� � ��  ��# ��"$&� �$& �

��
n
' �# $� % !� � ��� ��  ����

k
	 �� �� ! � %& �� ! �� 	 � 	����& �� � '

� �� 	
� �� ����� � �����������
�# ������� !���%��$���� �� $� ! �� &�! " ��$��� �� �# ��""�� ��� ���$����� '

• �# % �� � !�&��� �� ��$!�� $�$�""� � � "� �	 �� �
�� �% ��&  '

• �( ��� �%�� �� �  & ��� "� %��!�& "�������� �� �# !�&��� '

• �# % �� �� $�! %"� ��� %�� �� �#��#  ( ��� �%�� '

• �# %�� !� � ��� (�%� �( % �# !�&��� '

• �# � ��$% �� �� ��  ( �� �� ��� "� ������
`1

�� ��! 
  �! �� �� �# 
���$% �� �� ��  ( �� �� ��� ��# % "� ������

`2

'
� �

y
�  �# ����" �$&�  % ��  ( ��� �#�� �%�� �� �# !�&��� '

Y
#�� � �������

!���%��$���� � ��# %�� 
�%�& � %
λ
� � %��� �

Y ∼ ���
(λ)

' �# 
&� ��

pY (y) =
e−λλy

y!

��%
y = 0, 1, . . .

�# & �� ��� ! %�( ! �� �#�
� % � � ��  %��� �� ' �� ��

E[Y ] = λ.

������� � �� � ���
Y ∼ % 


(λ) ! $� ��

MY (t) = eλ(et−1)



� �� � � ������ ���
%	

	 !

MY (t) = E[etY ] =
∞∑

y=0

etypY (y) =
∞∑

y=0

ety e−λλy

y!

=

∞∑

y=0

e−λ(λet)y

y!
=

e−λ

e−λet

∞∑

y=0

e−λet
(λet)y

y!

= eλ(et−1)

������� � �� � ���
Y ∼ % 


(λ) ! $� ��

Var(Y ) = λ

%	

	 ! 
$�� ��% �$� �� � � �"" 
%�( �# �# �% & ��� ���� � �%�� !�% ��"�
��! �# � � ��# &�&  �� � � %����� �$������� '

� ��� � ��

E[Y 2] =

∞∑

y=0

y2 e−λλy

y!

=
∞∑

y=0

y(y − 1)
e−λλy

y!
+

∞∑

y=0

y
e−λλy

y!

=
∞∑

y=2

y(y − 1)
e−λλy

y!
+ λ

=

∞∑

z=0

e−λλz+2

z!
+ λ

= λ2 + λ

��
Var(Y ) = E[Y 2] − (E[Y ])2 = λ

'



��� ���� ��� � � ������� � ���� �� ������
� ��� � � �

E[Y 2] =
d2

dt2
MY (t)

∣
∣
∣
t=0

=
d2

dt2
eλ(et−1)

∣
∣
∣
t=0

=
d

dt
λeteλ(et−1)

∣
∣
∣
t=0

=
[

λeteλ(et−1) + λ2e2teλ(et−1)
]

t=0

= λ + λ2

��
Var(Y ) = E[Y 2] − (E[Y ])2 = λ

'
������� � ��� � ���

Yi ∼
% 


(λi)
	 
	

i = 1, . . . , n
��� ��� �� � Yi

� �� � � ���� ��
���� ������! ��� Y =

∑n
1 Yi

���
λ =

∑n
1 λi ! $� �� Y ∼ % 


(λ) !% 	

	 ! � ���� �# �% & � � '� ��! � ' � #�( 

MY (t) =
∏

MYi
(t) =

∏

eλi(e
t−1) = eλ(et−1)

�#��# �� �# & � � �� �# ���
(λ)

!���%��$���� '
�$

�� � ��%

i = 1, . . . , n
�

Yi
�� �# �$&�  % ��  ( ��� ���$%%��� �� �

!�&���
Di 	 Yi ∼ ���

(λi)
' �$

�� �# 

Di 
� �% !��� ���� ��! �# 
Yi 
� �% 

��! 
  �! �� ' � �
Y =

∑
Yi

�  �# �$&�  % ��  ( ��� �%����� ��
D = ∪Di

'
�# "�� �� �� �# ���$����� �$�� ��� �#��

Y ∼ ���
(λ)

�# % 
λ =

∑
λi

' �# �
�% & � '�� ���$% � $� �#��  ( %��#��� ��%	� ��%% ��"� 	 �#��

Y
!� � ��!  !

#�( �# ���
(λ)

!���%��$���� ' ����# % ��� �� 
$� �� � ��
Y ∼ ���

(λ)
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��& �� �� %&� � ��& � �#���� �) �������� ����"�����"� *%+ � �
��. "�. � ) � ��& � .)�� �" � � ��%&�"�..��� *%+ � )"��� � �) �� �
"�#�&� � )��$, � � ��$ ���& *��& ���&�+ � � "�#�&� � "�# �

�

������� 	 
��
 �
�
X ∼ ��

(α, β)
��� �
�

Y = cX � �� 
� Y ∼ ��
(α, cβ) �

� �!!	 � � � �# �% & � '� '

pX(x) =
1

Γ(α)βα
xα−1e−x/β,

� ��� 
Y = cX

�
x = y/c

��!
dx/dy = 1/c

� ��

pY (y) =
1

cΓ(α)βα
(y/c)α−1e−y/cβ

=
1

Γ(α)(cβ)α
(y)α−1e−y/cβ

�#��# �� �# � �&
(α, cβ)

! �����' � "�� �  �� %��� � '
�# & �� � & � � � ��! (�%���� �% % ��%! ! �� �# � �� � ( %�" �# �% & � '

������� 	 
�� 
 �
�
Y ∼ ��

(α, β) �� 
� E[Y ] = αβ �
� �!!	 �

E[Y ] =

∫ ∞

0

y
1

Γ(α)βα
yα−1e−y/β dy

=
Γ(α + 1)β

Γ(α)

∫ ∞

0

1

Γ(α + 1)βα+1
yαe−y/β dy

= αβ.

�# "���  �$�"��� ��""�� � �  ��$� ��
Γ(α+1) = αΓ(α)

� ��! �� �# ��� �%��!
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� �� ���� ��� � � ������� � ���� �� ������
�# "��� �%��	 �� �# 
%� �� � % ��������� �� ��� �%��! �� � ! ����� ��!

����"$!��� �#�� �# ��� �%�" �� � � �� ( %� $� �$" ' �  % �� �� ����� '
������� 	 
�� 
 �
�

Y ∼ ��
(α, β) � �� 
� �� 
 � !� 
�� � 
� 
��� �� 	 �� �� !�

 �
MY (t) = (1 − tβ)−α 	 !�

t < 1/β �
� �!!	 �

MY (t) =

∫ ∞

0

ety 1

Γ(α)βα
yα−1e−y/β dy

=
( β

1−tβ
)α

βα

∫ ∞

0

1

Γ(α)( β
1−tβ

)α
yα−1e−y 1−tβ

β dy

= (1 − tβ)−α

������� 	 
�� 
 �
�
Y ∼ ��

(α, β) � �� 
�

Var(Y ) = αβ2

���
SD(Y ) =

√
αβ.

��!!	 � �  �� %��� �� '
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�
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Y

�  �# ��&  $���" �# �� & !� � �% �#  ( ��
���$%� ' ��

Y
#�� ��  �
�� ����" ! ���%��$���� �# � ��% ��&  

λ > 0
�# 
!� ��

Y
��

pY (y) = λ−1e−y/λ ��%
y ≥ 0

'
��! � � %�� 

Y ∼ ��
(λ)
' �#�� ! ����� �� 
 ���$% ! �� � ��$% � '� �� % 
  �� ��

� ��$% � '� ��% ��$% (�"$ � ��
λ
' �#  �
 �� ����" ! ���%��$���� �� �# �
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α = 1

' �# &  �� �
SD

� ��! & �� �% 
� �( � �� �# �% & � � '�� � � '�� '

���#  �
�� ����" ! ����� #�� ��� & �� �&$& ��
y = 0

��! ! �% �� � &����
������""�' �# (�"$ ��

λ
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pY (0 | λ)
��! �# %�� ��
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� ��� �&�(� �

�
����� �  λ

� � 	� 	� �% ��� �� � 	� �� ��� m
� 	 ��	 ��� ����� P[Y ≤ m] =

P[Y ≥ m] = 0.5
� � 	� 	� �% ��� m ��� �� ���� �� �

� �� ���
∫ m

0

λ−1 e−y/λ dy = 0.5.

� 	� �����
�
��

m = λ log 2
�

� ��� ��
%862 	�� � 	� �% ��� � 7 �73 � ����� � ��� �� � � 	�� ���
λ

�� ����� 9 �74� ����� � � � ���� � ��
%86� 	�� � 	� �% ��� � 87 ���� ��� �� � � 	�� ���
λ

�� ����� 64 ���� �
��
�������� � ������������ ���� �� ���������� ��� ������ ! �!��� ����


��
 ����" �� ��!�������� � �� ���! ��� ��� ��
(λ)
������������ �� � !����

#��
T
� ��� �!���� �# ��! � � $�!
���� � ��
 ���� $����� �
 ���� �� ���� " ��
�


��� ��� $����� ��� ������� �
 ���
t
!������ �� ���� 	 � "� "� T ≥ t

" ���
S
� � ���

��! ��� ��! � �� ���� 	 � "� "� S = T − t
" � ��� �� ��� ������������ �#

S
 ����

T > t ��� ��� ��!� ��
r > 0

�

P[S > r | T ≥ t] = P[T ≥ t + r | T ≥ t] =
P[T ≥ t + r, T ≥ t]

P[T ≥ t]

=
P[T ≥ t + r]

P[T ≥ t]
=

λ−1e−(t+r)/λ

λ−1e−t/λ
= e−r/λ.

�� ����� ����� �
S

��� �� ��
(λ)
������������ �� �� ���� �� �� ��� ��
 ���

�� ��� $�������� ���
��� ��! �
t

�� ��  " ���� �� � ������ 
��
 ���� �# ���
��
 �������� � ����������� 	 �� ����� $��������� ������������ ��� �� " � ������
�� ! �	�� ����� #�� ��� �!���� �# ��! � �� ���� �� � �������� ���� $���� � �
������� �� ���	 �� �� ���� " �# �� 
� ��� ������ �� � ���� ��
(λ)
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T
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��% �� 	���
 ��� �%�� ����� �� � $���� �����������
 � ������ ��
 �������� �� �!!� � ��� ������� ������������� " ��� ������������ $������� � $�! 
��� 
�$����! �� $��� $����� " ��

 ��� ���� $���� ������ �$$����� �� � ����
λ

��$�
����

�" �� � ��! � �������� �# ��� ��
T
� ��� ��!� �� �# $���� �� � �����! ������ ��

� ��� ������������ ���
(λT )

���
� " �#

I1

���
I2

��� ���� ���� ��! � ��������� ���� ��� ��!� �� �# $���� ��
I1

��
����
 ������ �# ��� ��!� �� �# $���� ��

I2

"
� ��� $���� ������ �� ���� ��� �� ��� ��� $���� #����� � � ! ��!� 	 �!�
�� "

��

��� �� ����� !�������� $���� �� ��! �
t0

" ���
T1

� � ��� ��! � �# ���
� ��� $��� �#���

t0
���

Y1 = T1 − t0
� ��� ��! � ����� ��� � ��� $��� "

T1
���

Y1
���

�����! ������ ��� " � ��� �� ��� ������������ �#
Y1 ��� ��� 
������� ��!� ��

y
�

Pr[Y > y] = Pr[
�� $���� ��

[t0, t0 + y]] = e−λy

����� ��� ��$��� �������� #����� � �� ��� ������� ����! 
���� " ���

Pr[Y1 > y] = e−λy ⇒ Pr[Y ≤ y] = 1−e−λy ⇒ pY (y) = λe−λy ⇒ Y1 ∼ ��
(1/λ)

� ��� ����� ��� ��! � �� ��� ��$��� $��� ���
T2

� � ��� ��! � �# ��� ��$���
$��� �#���

t0
���

Y2 = T2 − t0
" � ��� �� ��� ������������ �#

Y2 ��� ���
y > 0

�
Pr[Y2 > y] = Pr[

#���� ���� � $���� ��
[t0, y]]

= Pr[
� $���� ��

[t0, y]] + Pr[
� $��� ��

[t0, y]]

= e−λy + yλe−λy

��� �����#���

pY2(y) = λe−λy − λe−λy + yλ2e−λy =
λ2

Γ(2)
ye−λy

��
Y2 ∼

��!
(2, 1/λ)

"
��  ������ � ��� ��! �

Yn

����� ��� � 
�� $��� ��� ��� � �!
(n, 1/λ)

���������
���� " ���� #�$� �� �� ���! 
 �� �# ��� #����� �� ������! "
��%��%� 	 
�	 
 �
�

Y1, . . . , Yn �
 � � ��� � ��  ��
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�� ��� �
�
Yi ∼ ��

(αi, β) �
�� 
�

Y ≡
∑

Yi ∼ ��
(α, β)

�� 
�
 α ≡∑αi �



� � ���� ��� � � ������� � ���� �� ������
��!!	 � ��� ����$��� � "

�� ������! � "�� ���� ���� ���
Yi 
� !��� ��� ���� ��� ��!�

β
���� ���� �

���� !�� ���� ��� �����
αi 
� "�� 	���
����� � ��
� ����� � � ��� ����

��% �� 	��	���%� � 	��� 	���	�
 ��� ��!!� ������������ � ���
β = 2

���
α = p/2

�����
p

�� � 
 ������� ���� �� �� $����� ��� ��  
�����
� � � �� �� � !�
� ���

p
�� ���� �# #�����! " �� � ����

Y ∼ χ2
p

"
��%��%� 	 
�� 
 �
�

Y1, . . . , Yn ∼  � ��� (0, 1) � � 
� � 

X =

∑
Y 2

i � �� 
�
X ∼ χ2

n �
� �!!	 � ���� ������! � ��� � � 
����� �� ��$���� � "� "

� �� ��� ���� � ������ �����
��� 
������� ��!� ���

α
���

β
� ��� � ���

(α, β)
������������ �� � ������������

#�� � �����! ������ ��
Y

�� ��� ���� �������� " ��� ������� ��

pY (y) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
yα−1(1 − y)β−1 #��

y ∈ [0, 1]

��� 
���!����� ���
(α, β)

" �� � ����
Y ∼ � �

(α, β)
" ��� !��� ��� ������$�

���  ���� �� ������! � "�� "
��%��%� 	 
�� 
 �
�

Y ∼ � 

(α, β) � �� 
�

E[Y ] =
α

α + β

Var(Y ) =
αβ

(α + β)2(α + β + 1)

��!!	 � ��� ����$��� �� "
� � ��� � "� ���� � ��! � � ��� ��������� " ��$� 
���� ���� � #��� ���������

����� ��� ��!� !��� " �� �� �� ����� #��! ��� � � ��� ��� ��� ��������� ����
��� 
���!����

α
�
β
 $������� ������� ��� ������� ����� �� #���� �� ��� ��#�

��� �� " �# � ���
α > 1

���
β > 1

����
p(y)

�� ���! ���� " ��� � �
(1, 1)

�� ���
��! � �� ��� �(0, 1)

������������ "
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��� � ��� ������������ ������ �� ��� ������������ �# ����� ��������$� #��! ���
�(0, 1)

������������ " ���
x1, . . . , xn ∼ � "� "� " �(0, 1)

" � ��� �� ��� ������������
�#

x(1)

� ��� � ��� ����� ��������$ ��� ������ � �� � ��� �� ��� ��� $�# �#
x(1)

�
���� ������������ ��  �� ��� 
�# "

FX(1)
(x) = P[X(1) ≤ x]

= 1 − P[
���

Xi 
� ���  ������ ����
x]

= 1 − (1 − x)n

�����#��� �

pX(1)
(x) =

d

dx
FX(1)

(x) = n(1 − x)n−1 =
Γ(n + 1)

Γ(1)Γ(n)
(1 − x)n−1

���$� �� ��� ��
(1, n)

�������" ��� ��� ������������ �# ��� ��� ��� ����� ��������$
��� ����$��� �� "

���% ��� ����% � � � %�� �%
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��� � ��� ������� �� $������ ������� �� ��� ��!!� ������� �� ��� #����� �� 

������! "
��%��%� 	 
�� 
 �
�

X1 ∼ ��
(α1, β)� X2 ∼ ��

(α2, β)� ���
X1 ⊥ X2 �

�� 
�
Y ≡ X1

X1 + X2

∼ � 

(α1, α2)

��!!	 � ��� ����$��� �� "
��� ���� ������! � "� ��������
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X2
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µ ∈ R
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σ > 0
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� ��

P [t ∈ (8.5, 9.0]] =

∫ 9.0

8.5

1√
2π 0.94

e−
1
2(

t−8.08
0.94 )

2

dt ≈ 0.16.
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P [t ∈ (7.5, 8.0]] =

∫ 8.0

7.5

1√
2π 0.94

e−
1
2(

t−8.08
0.94 )

2

dt ≈ 0.20.
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Y ∼ (µ, σ) � �� 
�

MY (t) = e
σ2t2

2
+µt.
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MY (t) =

∫

ety 1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y−µ)2 dy

=

∫
1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y2−(2µ−2σ2t)y+µ2) dy

= e−
µ2

2σ2

∫
1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y−(µ−σ2t))
2
+ (µ−σ2t)2

2σ2 dy

= e
−2µσ2t+σ4t2

2σ2

= e
σ2t2

2
+µt.

��%��%� 	 
�� 
 �
�
Y ∼ (µ, σ) � �� 
�

E[Y ] = µ
���

Var(Y ) = σ2.

��!!	 � ��� ��� ! ��� �

E[Y ] = M ′
Y (0) = (tσ2 + µ)e

σ2t2

2
+µt
∣
∣
∣
t=0

= µ.

��� ��� ������$� �

E[Y 2] = M ′′
Y (0) = σ2e

σ2t2

2
+µt + (tσ2 + µ)2e

σ2t2

2
+µt
∣
∣
∣
t=0

= σ2 + µ2.

�� �
Var(Y ) = E[Y 2] − E[Y ]2 = σ2.

��� 
(0, 1)
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������! � "�� ���� � � ��� ��! �� ������������� ��� ���� ���#��� � ���$���� ����
����� �# ��� �������� ��! �� ������������ " ��� !��� �� � �� $����� ����!���� 	��� �������� ��������� �� � �$��� ����!���� " ��� ��$���� � "� "
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� � � X ∼ (0, 1)
���

Y = σX + µ
�� 
�

Y ∼ (µ, σ) �
� � � Y ∼ (µ, σ)

���
X = (Y − µ)/σ

�� 
�
X ∼ (0, 1) �
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��!!� � �" ���
X ∼ �(0, 1)

���
Y = σX + µ

" �� ������! � "�

MY (t) = eµtMX(σt) = eµte
σ2t2

2

� " ���
Y ∼ �(µ, σ)

���
X = (Y − µ)/σ

" ����

MX(t) = e−µt/σMY (t/σ) = e−µt/σe
σ2(t/σ)2

2
+µt/σ = e

t2

2

��$���� � "� �������$�� ���
χ2 ������������ � ����� ���� �� �� � �� �$��� $���

�# ��� ��!!� ������������ " ���
χ2 ������������ ������ �� ���$��$� �� � ��!

�# ������� �# �������� ���! ��� " � ��� �� ������� ������! � "�� � ���� �����
�� "

��%	
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�� 
 �
�
Y1, . . . , Yn ∼  � ��� (0, 1) � � 
� � 


X =
∑

Y 2
i � �� 
�

X ∼ χ2
n �

� �!!� � ����� � ��� ��� $���
n = 1

"

MX(t) = E[etY 2
1 ] =

∫

ety2 1√
2π

e−
y2

2 dy

=

∫
1√
2π

e−
1
2
(1−2t)y2

dy

= (1 − 2t)−1/2

∫ √
1 − 2t√

2π
e−

1
2
(1−2t)y2

dy

= (1 − 2t)−1/2

��
X ∼ � �!

(1/2, 2) = χ2
1

"
�#

n > 1
���� �� ��������� � "��

MX(t) = MY 2
1 +···+Y 2

n
(t) = (1 − 2t)−n/2

��
X ∼ � �!

(n/2, 2) = χ2
n

"
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 �� �� ��� � ����������� ������ � �����������

��� ~X
� � ��

n���! �������� �����! ��$��� � ��� ! ���
µ ~X

��� $�������$�
! �����

Σ ~X

" �� ��� ���� ~X
��� � !����������� ���! �� ������������ �# ��� � ����

������� ��

p ~X(~x) =
1

(2π)n/2|Σ| 12
e−

1
2
(~x−µ ~X

)tΣ−1(~x−µ ~X
) �� "��

����� |Σ| ��#��� �� ��� �����! ����� �# ��� ! �����
Σ
" �� � ���� ~X ∼ �(µ, Σ)

"
��!������� �# ��������� � "� ��� � ���� ��� � "� ���� � ���� ��� ������ �� �
 ������������� �# ��� #��! �� " ��� !����������� ������� ��� ��� $�������$�
! �����

Σ
�� � ��$� �# ��� �$���� ������$�

σ2 "�� � �$�! � !��� #�! ����� � ��� ��� !����������� ���! �� ������������ � ��
� � �� � ��� ��� $��� ����� ��� $�������$� ! ����� �� � �� ���� �

Σ =








σ2
1 0 0 · · ·
0 σ2

2 0 · · ·
0 0

" " " """
""" """ · · · σ2

n








�� ���� $��� ��� � ���� ������� ��

p ~X(~x) =
1

(2π)n/2|Σ| 12
e−

1
2
(~x−µ ~X

)tΣ−1(~x−µ ~X
)

=

(
1√
2π

)n n∏

i=1

(
1

σi

)

e
− 1

2

Pn
i=1

(xi−µi)
2

σ2
i

=
n∏

i=1

(
1√
2πσi

e
− 1

2

“

xi−µi
σi

”2
)

,

��� �����$� �#
n

�������� ��� ��! �������� ���! �� ��������� � ��� #�� ��$�
��! ������ " �����#��� ���

Xi 	
� ��� ����� ������ ��� ���! ���� ����������� �

� ���
Xi ∼ �(µi, σi)

" � ��� ��� �� ��$��� �� "
� ���

σ1 = · · · = σn = 1
� ����

Σ
�� ���

n���! �������� �������� !�����
In

"
� ��� � �� �������� �

µ1 = · · · = µn = 0
� ���� ~X ∼ �(0, In)

��� ~X
�� ���� ��

���� ��� � �������
n

� � 
��  !�� �  !�� � � � � �� �
 � !� "

���� � #�� ��� ��� ������ �����! ������ ���
X1

���
X2

�
X1 ⊥ X2

�!� ����
Cov(X1, X2) = 0 � ��� Cov(X1, X2) = 0

���� ��� �!� ��
X1 ⊥ X2

" ������� �
�#

X1

���
X2

��� � ������ ���! ���� ����������� ���� ��� �!� ��$����� �� ���� "
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� "� " �#
(X1, X2) ∼ �(µ, Σ)

���
Cov(X1, X2) = 0

� ����
X1 ⊥ X2

" �� #�$� �
��! ����� ����� �� �� ���� � �� ��$����� �� ��� ���� ������! "

��%	
%� 	 
�� 
 �
� ~X = (X1, . . . , Xn) ∼ (µ, Σ) �� 
�
 Σ
��� �� 
 �!
�� � �
�

��!�� 
� �� !�� � � !��

Σ =








Σ11 012 · · · 01m

021 Σ22 · · · 02m��� ��� � � � ���
0m1 · · · 0mm−1 Σmm








�� 
�
 Σii

 � ��
ni×ni

� ��� � �
0ij

 � ��
ni×nj

� ��� � !� � �� ���∑m
1 ni = n �� ��� � !� ~X

�! �!�� !�� �  ��
Σ

��� �
� � 
 ~Yi

�� � ~Y1 = (X1, . . . , Xn1)
� ~Y2 =

(Xn1+1, . . . , Xn1+n2)
� � � � � ~Ym = (Xn1+···+nm−1+1, . . . , Xnm)

���
νi

�� �
ν1 =

(µ1, . . . , µn1)
�
ν2 = (µn1+1, . . . , µn1+n2)

� � � � � νm = (µn1+···+nm−1+1, . . . , µnm) �
�� 
�

� � �� 
 ~Yi

�� ��
  ��
	 
��
�� !� 
��� !�� 
�� ���
� � ~Yi ∼ (νi, Σii)

��!!� � ��� �����#��! ����� ~X → (~Y1, . . . , ~Ym)
�� ���� ��� �������� �����#��! ������ � ��

p~Y1,...,~Ym
(~y1, . . . , ~ym)

= p ~X(~y1, . . . , ~ym) =
1

(2π)n/2|Σ| 12
e−

1
2
(~y−µ)tΣ−1(~y−µ)

=
1

(2π)n/2
∏m

i=1 |Σii|
1
2

e−
1
2

Pm
i=1(~yi−νi)

tΣ−1
ii (~yi−νi)

=
m∏

i=1

1

(2π)ni/2|Σii|
1
2

e−
1
2
(~yi−νi)tΣ−1

ii (~yi−νi)

�� ����� !��� ����� ��� !����������� ���! �� �������� �� �� �� ��� $�����
�� ���$�

p ~X

�� $������� � � "� "� {~x : p ~X(~x) = c} #�� ��! � $�������
c
" ���

������� ��� ���� �� ���
xi 	

� ����� � ��� ��������$ #��!
(~x− µ)tΣ−1(~x− µ)

�
��

p ~X

�� $������� ����� ���� ��������$ #��! �� $������� " ��� ����
Σ

��



� 	�	 � ���� ���

��� ���� �
(~x−µ)tΣ−1(~x−µ) =

∑n
1 (xi −µi)

2/σ2
i

��
p ~X(~x) = c

�� ��� ��������
�# �� ��������� $������� ��

µ
��� � ��� �$$�����$����� �����! ���� �� ��� ������

σi/σj

"
� ��� ���� ���� ������� �� �� ���� �� �� ������� �� ������ ���� �������� ��

��� ��! ������� " � � ��� � "� ���� � ����� � �������� ���! �� ��������� " ��� ��#������ $���!� ���� � $������ � ���� �# ��� � �������� ��������� � ��� �� �������$���!� ���� � ��!� ��� #��! ��� � ���� ������������� " �� ��� $���� �
E[X1] =

E[X2] = 0
" �� ��� ��� ��� �

σX1 = σX2 = 1 � �� ��� ��$��� ��� �
σX1 =

1; σX2 = 2 � �� ��� ����� ��� �
σX1 = 1/2; σX2 = 2

" ��� �������� ��������� ��
� �$��� ����!���� � �� $��� �� ��� �� ���� $��� �� ��� �$��� �# ��� �����!
������ �� " ����

	
� ����  ���� ��� ��$��� ��� ����� ��� � ! ��� �����$�� ������

���� ��� � ��� � ��� ! ���� ��� ����� ��� !��� ������������ �������� ���� ���
� ��� ��� ��$��� "

� � ��� � "� ��� �����$�� � ��� ��� #����� �� � $��� "

�� � ������� �� ��� � � � � �) � ����) ��  "�. �

$  �� ��' ��� �� �"�&#.�����
$� �� ��' ��� �� �"�&#.�����
��& � �� �& ��� � $  � � �  �
��& �� �� �& ��� � $� � � �  �
��& ��. �� ��& � ��� ��& ��
��&.��� � $  � $� � ��& ��. � $"%��� ��� ��� � )"%��� ��� ��� � ��%&� � ���� �

$"����$����%�& �$ * + � � )"����$����%�& �$ *�+ � �

��� � �� �& ��� � ��� � � �  �
��� �� �� �& ��� � ��� � � �  �
 "�. � ��� � � ��� �� � $"%��� ��� ��� � )"%��� ��� ��� � ��%&� � �� �� �

$"����$����%�& �$ * + � � )"����$����%�& �$ *�+ � �  ��� � �� �

��& �� �� �& ��� � $� � � � � �
��& ��. �� ��& � ��� ��& ��
��&.��� � $  � $� � ��& ��. � $"%��� ��� ��� � )"%��� ��� ��� � ��%&� � ���� �

$"����$����%�& �$ * + � � )"����$����%�& �$ *�+ � � �

��� �� �� �& ��� � ��� � � � � �
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� � ��� � "� � � �������� ���! �� �������"
E[X1] = E[X2] = 0

"
�� � � �� � �

σX1 = σX2 = 1
"

��� � �� � �

σX1 = 1; σX2 = 2
"

�% � � �� � �

σX1 = 1/2; σX2 = 2
"

�� � � ��� � �% � � $������� �# ��� � ���� �������"
�� � � �� � � �� � � ��!� ��� #��! ��� � ���� �������"
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$"����$����%�& �$ * + � � )"����$����%�& �$ *�+ � �  ��� � �� �

��& � �� �& ��� � $  � � � �� �
��& ��. �� ��& � ��� ��& ��
��&.��� � $  � $� � ��& ��. � $"%��� ��� ��� � )"%��� ��� ��� � ��%&� � ���� �

$"����$����%�& �$ * + � � )"����$����%�& �$ *�+ � �

��� � �� �& ��� � ��� � � � �� �
 "�. � ��� � � ��� �� � $"%��� ��� ��� � )"%��� ��� ��� � ��%&� � �� �� �

$"����$����%�& �$ * + � � )"����$����%�& �$ *�+ � �  ��� � �� �

• ��� $��� !���� ����� ��� �# ��� #�$� ����
X1

���
X2

��� ����� ������
#�� ��� $��$������ ��� � ���� ������� ��� �� � ���� �� �����! ��!� ��� "

• ��& � ��� ��& �� � ����� ��� !
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�� �# ��& � ��� ��& �� " �� ��

� ! ����� �����
ij 	

�� ����� �� ��& � *%+ , ��& �� *�+ "

��� ���
	
� ��� ���� ���� ��� ����

Σ
�� ��� ��� ���� " ���

Y ∼ �(µ~Y , Σ~Y )
�

��

p~Y (~y) =
1

(2π)n/2|Σ~Y |
1
2

e−
1
2
(~y−µ~Y

)tΣ−1
~Y

(~y−µ~Y
),

��� ��� ~X ∼ �(0, In)
" ~X

�� ���� � $����$���� �# ����� ������ �(0, 1)
�����!

������ ��� " ��� $����� �# $������� ������� ��� ����
(n− 1)���! �������� �������

$������� �� ��� ��� �� " � ���� ~Z = Σ1/2 ~X + µ
" �� � ��� ���� ����

p~Z = p~Y

�
�����#��� ���� ~Z

��� ~Y
���� ��� ��!� ������������ � ��� �����#��� ���� ���

!����������� ���! �� �����! ��$��� ��� ��� ��! � ������������ �� � ������
�����#��! ����� �# � �������� !����������� ���! �� �����! ��$��� " �� ����
p~Z = p~Y

�� ��� �� ������! � "� " ��� ��$�� ��� �# ��� �����#��! ����� #��! ~X�� ~Z
�� |Σ|1/2 � ��� ������ ���� �# ��� �����! ����� �#

Σ
" �����#��� �

p~Z(~y) = p ~X

(
Σ−1/2(~y − µ)

)
|Σ|−1/2

=
1√
2π

n e−1/2(Σ−1/2(~y−µ))t(Σ−1/2(~y−µ))|Σ|−1/2

=
1

(2π)n/2|Σ|1/2
e−

1
2
(~y−µ)tΣ−1(~y−µ)

= p~Y (~y)
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��� ���$���� ������ ���� ���� ��� !����������� ���! �� �����! ������ �� � ~Y�� ��� �������� �� ��� � ��� ��� ��!� ������������ �� � ������ �����#��! �����
�# � �������� ���! �� �����! ������ �� "

�� ��� ���� !����������� ���! �� ��������� ���� ���� �� �� ������� �� �� �� ��
� ��! ������� " � � ��� � "�� ���� � ����� � �������� ���! �� ��������� " ��� ��#������ $���!� ���� � $������ � ���� �# ��� � �������� ��������� � ��� �� �������$���!� ���� � ��!� ��� #��! ��� � ���� ������������� " �� ��� $���� �

E[X1] =
E[X2] = 0

���
σ1 = σ2 = 1

" �� ��� ��� ��� �
σ1,2 = 0 � �� ��� ��$��� ��� �

σ1,2 = .5 � �� ��� ����� ��� �
σ1,2 = −.8

"

� � ��� � "�� ��� �����$�� � ��� ��� #����� �� � $��� "

�� � ������� �� ��� � � � � �) � ����) ��  "�. �
&. � �� ��
��� �%�� �� ���
$  �� ��' ��� �� �"�&#.��&. ��
$� �� ��' ��� �� �"�&#.��&. ��

�%#�� �� ����) � �� � � �� �� ��� �
�%#�� * ��+ �� � � �� �� � �
�%#�� *� ��+ �� � � ��� ��� � �
�%#�� *� ��+ �� � � �� �� �� �� � �

��& ��. �� � �.� %$ � �� � &. � � &. � �

��� � % %&  	� �
�%# �� �%#�� *% ��+
�%# %&� �� ��"�� ��%# � � ��.� %$ %&�����
��� � � %&  	&. � �
��� � � %&  	&. � �

$ �� � � $  *�+ � $� *�+ �
��& ��. *� ��+ �� �  
 �'�. ��, %,��. ��%# �� � ,

�$ � � �� , . �$ � � ,� �%# %&� �,� $ �

��&.��� � $  � $� � ��& ��. � $"%��� ��� ��� � )"%��� ��� ��� �
����"���"��� �
$"����$����%�& �$ * + � �
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� � ��� � "�� � � �������� ���! �� �������"
E[X1] = E[X2] = 0 � σ1 = σ2 = 1

"
�� � � �� � �

σ1,2 = 0
"

��� � �� � �

σ1,2 = .5
"

�% � � �� � �

σ1,2 = −.8
"

�� � � ��� � �% � � $������� �# ��� � ���� �������"
�� � � �� � � �� � � ��! � ��� #��! ��� � ���� �������"
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)"����$����%�& �$ *�+ � � ��%&�"�..��� *�,%� + �

��� �� � �.� %$ � �& ��� � �,��� �%�� � � � � ��� �%�� �
��� �� �%# � ,� ���
 "�. � ��� * �+ � ��� *� �+ �  ��� � �� �

$"%��� ��� ��� � )"%��� ��� ��� �
$"����$����%�& �$ * + � �
)"����$����%�& �$ *�+ � � ��%&�"�..��� *�,%+ �

�� $��$���� ���� ��$���� � ��� ��! � ������! � ����� ���! �� �����! ������� ��� ���� � ��� ����� ���#�� ����� "
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 �
� ~X ∼ (µ, Σ) �
 ��
n

� � 
��  !�� �  !�� � � ����!�

��� ���
� �
�
A �
 � �



� � ����

n �� n
� ��� � � ��� �
�

Y = AX � �� 
�
Y ∼ (Aµ, AΣAt) �
� �!!� � �� ������! � "� �� " ���� �

p~Y (~y) = p ~X(A−1~y)|A−1|

=
1

(2π)n/2|A||Σ| 12
e−

1
2
(A−1~y−µ ~X

)tΣ−1(A−1~y−µ ~X
)

=
1

(2π)n/2|A||Σ| 12
e−

1
2
(A−1(~y−Aµ ~X

))tΣ−1(A−1(~y−Aµ ~X
))

=
1

(2π)n/2|A||Σ| 12
e−

1
2
(~y−Aµ ~X

)t(A−1)tΣ−1A−1(~y−Aµ ~X
)

=
1

(2π)n/2|AΣAt| 12
e−

1
2
(~y−Aµ ~X

)t(AΣAt)−1(~y−Aµ ~X
)

���$� �� ��$� ���� �� ��� �(Aµ, AΣAt)
�������"

�	
	 ���
� 	 
�	 
 �
� ~X ∼ (µ, Σ) �
 ��
n

� � 
��  !�� �  !�� � � ����!�

��� ���
� �
� A �
 � �


� � ����

n �� n
� ��� � � �
� b �
 � �
��!� !� �
�� ��

n� ���
�
�

Y = AX + b � �� 
� Y ∼ (Aµ + b, AΣAt) �
� �!!� � ��� ����$��� � �"
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X1, . . . , Xn ∼  � ��� (µ, σ) � � 
� � 


S2 ≡ ∑n
i=1(Xi −

X̄)2 � �� 
� X̄ ⊥ S2 �
� �!!� � � ���� ��� �����! ��$��� ~Y = (Y1, . . . , Yn)

t ��
Y1 = X1 − X̄

Y2 = X2 − X̄"""

Yn−1 = Xn−1 − X̄

Yn = X̄
��� ����# #����� � ����� ����� "

�"
S2 �� � #��$���� ���� �#

(Y1, . . . , Yn−1)
t � � "� " ��� � #��$���� �#

Yn

"
� "

(Y1, . . . , Yn−1)
t ⊥ Yn

"
� " �����#���

S2 ⊥ Yn

"
� " ∑n

i=1(Xi − X̄) = 0
" �����#��� �

(Xn − X̄) = −∑n−1
i=1 (Xi − X̄)

" ���
�����#���

S2 =

n−1∑

i=1

(Xi − X̄)2 +

(
n−1∑

i=1

(Xi − X̄)

)2

=

n−1∑

i=1

Y 2
i +

(
n−1∑

i=1

Yi

)2

�� � #��$���� �#
(Y1, . . . , Yn−1)

t "
� "

~Y =
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~X ≡ A ~X

����� ��� ! �����
A

�� ������ �� ��� ���$���� �������� � ��
~Y ∼ �(Aµ, σ2AAt)

" ��� � ���
n − 1

��� � �#
A

��� ��$� ����� ���� ��
��� ���� ��� " �����#���

AAt =

(
Σ11

~0
~0t 1/n

)

�����
Σ11

��� ��! ������
(n−1)×(n−1)

��� ~0
�� ���

(n−1)���! ��������
��$��� �# �

	
� " ���� � �� ������! � "�� �

(Y1, . . . , Yn−1)
t ⊥ Yn

"
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� " ������ � �!!�������� #��! � ��� � "

� �� ���
t

���
F

� ������ ������


 �� � ���
t � �����������

���
t
������������ ������ ���� !�� �� ��#����$� �� ��� ��� ! ��� �# � ���! ��

������������ "
���

X1, . . . , Xn ∼ � "� "� " �(µ, σ)
����� ����

µ
���

σ
��� ������� � ���

���� ��� ���  ��� �� �� ����! ���
µ
"
µ̂ = X̄

�� � ������ �� ����! ���� " ��� ��!� ��� 
������������ ��

X̄ ∼ �(µ, σ/
√

n)
�� � �������������

X̄ − µ

σ/
√

n
∼ �(0, 1)

�� ����� ���� �� ��� ���� �������� �� ���� �� ��� �$$������� �� $�� ����! ���
µ
" ���������� �� $�� ����! ���

µ
�� � ��� �� �� ��� ±2σ/

√
n

!��� �# ��� ��! � "
��� ����

	
� ��� �� �!!�������� ���#�� �����! ��� � �$���� �� ���

	
� ����

σ
"

�� �� ����! ���
σ

��
σ̂ =

(
n−1

∑
(Xi − X̄)2

)1/2 ��� ���

X̄ − µ

σ̂/
√

n
∼ �(0, 1),

������ �! �����" ���� ��$���� ������� ��� ���$� ������������ �#
(X̄−µ)/(σ̂/

√
n)��� �������� ���  ��� ��� ���! �� ������ �! ����� �� " �� ������� ���� #��!

��������� � "�� ����
X̄ ⊥ σ̂

" ������! � "��  ���� ��� ������������ �#
S2 =

nσ̂2 =
∑

(Xi − X̄)2 " � ���� �� ���� � ��!!� "
�%�� � 	 
�� 
 �
�

V = V1 + V2

���
W = W1 + W2

�� 
�
 V1 ⊥ V2

���
W1 ⊥ W2 � � V

���
W

���
 �� 
 ��� 
 � � �� �
 � !�� ���  �
V1

���
W1

���
�� 
 ��� 
 � � �� �
 � !�� �� 
�
V2

���
W2

���
 �� 
 ��� 
 � � �� �
 � !� �
� �!!� � � ��� !�!���  �������� #��$����� �

MV2(t) = MV (t)/MV1(t)

= MW (t)/MW1(t)

= MW2(t)
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�
X1, . . . , Xn ∼  � ��� (µ, σ) � � 
� � 


S2 =
∑n

i=1(Xi −
X̄)2 � �� 
�

S2

σ2
∼ χ2

n−1.

��!!� � ���

V =
n∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

.

����
V ∼ χ2

n

���

V =

n∑

i=1

(
(Xi − X̄) + (X̄ − µ)

σ

)2

=

n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

+ n

(
X̄ − µ

σ

)2

+ 2(X̄ − µ)

n∑

i=1

(Xi − X̄)

=

n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

+

(
X̄ − µ

σ/
√

n

)2

≡ S2

σ2
+ V2

�����
S2/σ2 ⊥ V2

���
V2 ∼ χ2

1

" ��� ���� �

V =
n−1∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

+

(
Xn − µ

σ

)2

≡ W1 + W2

�����
W1 ⊥ W2

�
W1 ∼ χ2

n−1

���
W2 ∼ χ2

1

" ��� ��� $��$������ #����� � ��
��!!� � "�� "

� ����

T ≡
√

n − 1

n

(
X̄ − µ

σ̂/
√

n

)

=

√
n(X̄ − µ)/σ

√

S2/(n − 1)σ2
.

���� �� ��������� � "�� ��� ������! � "�� �
T

��� ��� ������������ �#
U/
√

V/(n − 1)
�����

U ∼ �(0, 1)
�
V ∼ χ2

n−1

� ���
U ⊥ V

" ���� ������������
�� $����� ���

t
������������ � ���

n−1
�� ���� �# #�����! " �� � ����

T ∼ tn−1

"
������! � "�� ������� ��� �������"
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 �
�
U ∼ (0, 1)
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$ �� ��' � �� � � � "�&#.��  �� �
��& � �� �� %&� � �. �$ � � � �. �$ �! � � �. �$ � �� � �. �$ ��! � �

�& ��� �$ � �
��. "�. � $ � ��& � � .)�� �" � � )"��� ���& �%.) � � $"��� �. � �

".)�� �� 	� � � � ��"�  �
"�#�&� � $��� � )� �! � ".)�� �� 	� � � �

"�#�&��� � ��.� ���� � � � � � �! � � ��! �� �
������" � � �



��� ���� ��� �	 
�� ���� ��
 ���� ����


−4 −2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

t

de
ns

ity

df =  1
df =  4
df =  16
df =  64
Normal

� � ��� � "�� �

t
��������� #�� #��� �� ���� �# #�����! ��� ��� �(0, 1)

�������



� 	� 	 ������
�
 ���

�� ��� � � ����� �# ��$���� � "� "� �� ���� ��� �������� √
n(X̄ −µ)/σ̂
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#�� ��� ������ ����� ���� ���� !��� ���$��� �� �# ���! " ��� �� ���
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(3)� �� ������� �# ��������� �� ���! ���� � ������ � � ��
(n, p)
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������� ��� $��� ��� ���� ��� ������� �� ��� ���� �� ��� ������$� ���
������� �� ��� ����� ���� " �� ��� ��� ���� � �� ��� ������ ������� "�� �
"� � ��� "�� �# � ��� ����� ��� � ���$��� ��� � ��� ���� ��� � ���� �$������"
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��� � � ��� ��!� �� �# ����� ���� ��� �� �� �����!� �� � ����
�� � � � ��� ��!� �� �# ����� ���� ��� �� �����!� �� � ����
�$� � � ��� ��!� �� �# ������ ���� ��� �� �����!� �� � ����
�� � � � ��� ��!� �� �# ��! �� �� �� ��� �� �� ����� �� ���� ��$���
��� � � ��� ��!� �� �# ������������ ���� ��$���
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��� �# � ��� ��� � � �� ���� ������� ���� ���� ����� �� ���� ��� ��� �
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�� �� ���� ��� �� �� ����� � ��� ��� ��� ��� �$��� ����� ��� �������$��

�� � � ��� �� �  ��� ������ �! ����� �� ��� ������������ �# ��� ��!� ��
�# ! �������� ���� �� �� �� ���� ��� ����� ��� $����� �# � � ����
���$��$��

�$� ������� #��! ���� ������ �� ��� �������� ���� � ��� � �����!
������ �� �������� �� ���� ���� ��! ���� ��� ������ �! ����� � � �� ���
������������ "

�� " ��� �� � �� � �$���� ������ ��� �� �� �� ���� ��� ����� ��! ����� ����
� ��� ! ��� ��� ��� ��$����� ����� ��� #��! ��� ��� ������ " � � � ���� ���
� ��� $���$� �� �!����� ��� ��! ������� �� $� �� �� ����� ��� ��������
���� �# ����� � �$���� #�� ��� ��� ��� �!���� �# ��! � �� ��� $������������ ������� ���
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$��� �� ��������� �� � ��! ����� �� "� ��������� #�� ���
	
� ���������� ����

�� ����� � �# ��� !������ ��$� � � ��� � ������$� �# ��� " �� ������� #��
��� ������� �� ��� ����� ��$��� � ��� ���� �� � ���� �� �# ��� ��������� "
��� ����� ����� $�!���� ������ ���� � ��� ��������������� �# ��� ��������� $�!���� ��� ��� �!���$�� � ����� � ��� $������ ��� ��� � � ��� ���
����� ���� �� ��� �� � ��� � � ��� ������ !�! ��� �# ��� ���� ��#� " ���#���������� #�� ��� ��� ����� ���� �� ��! �������� �� ��� ��������� ���
��� � �#��� �� $�� ���$� ��� ��$��� ���$� $�������� ������ �� �� ����
!������ "
�����$� �� ���� ������ ������� � �$���� � ������ � ��� ��� ���� ��
��������$� �� �� � �$���� � �� ��� ��� � ����  ��� ������� " ��� ��
� ��� �  ��� ��������$� ������� �� ����� ���� $��$������ �� �����$� ���
$���$� ���� ��� ��������� ����� ��� ��� �� ���� ���� �� ���� !������ "
���$����� � ������ �! ������ ���� $���$� #�� ��� "

�� " � ��� ����$�� ���� � �����	� � �� �� ��� 	
 ��
 ��� ����� �� ��������$��
#���� ����$���� � ���� ���� �� ����� ��$���� �� � �������� � ���� �
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���� �# ��� ��� $������ � ��� #���� ����$���� �� ���� ��� �$���� ����� ���
! ��� �� ���! ��� ��$���� #�� ��$� #��������� ��� " � ����$���� !�����
���$� $����$��� ��������� ��� �# ��� �� ���! ��� ��$���� �� �� ���! ���
��� ��� �# ��� #��������� ��$���� �� #��������� ! � �� � � �� ����� �� �
�� ��� ���$���� �� ���! " ������� � �# ���� � �� ���� ��$���� �� #��������� �
���� � �� ����� � � �� ����� ��� ���� ��� �����! �� � �� #��������� � ����
����� � � ��� �� #�$� � � �� "�
����� ��� � ��� ��� �����#� ��� ������ � ��

�� " ��
%� �� �	 ��� �%
% � 	
 �����% ��% 	�%���	� 
� �� ���� !�� ������ �� ������ ��� �� ��� ! ��� ��� � ��� �� ��� ������ ��� ��� ���
����� ��! #������� ��� ���! �� $���� "

��� � ���! ��� ��� � ��$���� � �# ! ��  ����� ���� ��� �� ���� ���� ��
���� "

�� � ��� �# ��� ! �� ��� ���� ��� ���� �� ���� � ��� � � � �$��� �� �����! �
��� ��� ���� ��  ���� ��� ���� �$��� " ��� � ��� � �  ���� � ������ �#
���  ���� �� �� �� �� � ��� �� �� ������ "
� " � ��� ������ ���  �����
�� " � ��� �� ���� $���$� �# � ����� �

�� " ������ �� $���$� "

��� X ∼ ���
(λ)

"
Pr[X ≤ 7] =

� " ∑7
x=−∞ e−λλx/x!

�� " ∑7
x=0 e−λλx/x!��� " ∑7
λ=0 e−λλx/x!

�� � X
���

Y
��� ����������� ���#��! �� �� ��� ���� ������ "

Pr[X ≤ .5|Y ≤ .25] =
� "

.5�� "

.25��� " $��
	
� ���� #��! ��� ��#��! �����  ���� "

�$� X ∼ ���! ��
(µ, σ2)

"
Pr[X > µ + σ]

� " �� ! ��� ���� "�
�� " �� ���� ���� "�
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�� � X1, . . . , X100 ∼ �(0, 1)
"

X̄ ≡ (X1 + · · · + X100)/100
"

Y ≡ (X1 +
· · ·+ X100)

" ���$�����
� "

Pr[−.2 ≤ X̄ ≤ .2]�� "
Pr[−.2 ≤ Xi ≤ .2]��� "
Pr[−.2 ≤ Y ≤ .2]�� "
Pr[−2 ≤ X̄ ≤ 2]� "
Pr[−2 ≤ Xi ≤ 2]�� "
Pr[−2 ≤ Y ≤ 2]��� "
Pr[−20 ≤ X̄ ≤ 20]���� "
Pr[−20 ≤ Xi ≤ 20]�� "
Pr[−20 ≤ Y ≤ 20]

��� X ∼ � ��
(100, θ)

" ∑100
θ=0 f(x|θ) =

� " �
�� " ��� �������� �� ���
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� ���� #��! ��� ��#��! �����  ���� "

�# � X
���

Y
���� � ���� �������

f(x, y)
�� ��� ���� ������ "

f(x) =
� " ∫ 1

0
f(x, y) dx

�� " ∫ 1

0
f(x, y) dy��� " ∫ x

0
f(x, y) dy

� � X1, . . . , Xn ∼ ��!!�
(r, λ)

��� ��� !������� ����� ������ "
f(x1, . . . , xn) =

� "
[λr/(r − 1)!](

∏
xi)

r−1e−λ
P

xi

�� "
[λnr/((r − 1)!)n](

∏
xi)

r−1e−λ
Q

xi

��� "
[λnr/((r − 1)!)n](

∏
xi)

r−1e−λ
P

xi

�� " �� � � ��� � "� � ��� � ���� �� �� ��$������ �� ���! �� �� ��  � ���� ��$�
$���!� " � ��� � ��� � � ���������� ������! �� �������� "

�� " � ���� ������! � "� "
�� " � ���� � ������� �# �������� � "� �� �� � �� �" ���

k = 2
" ����� #��! ���

� ���� �!# �#
Y1

���
Y2

�� �� ������! � "� "� � ������ ��� ! �� ���� �!# �#
Y1

� ��� ������#� �� "
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 �����	�
�� " ��� ���

Y ∼ �(1, n)
����� ��� ����! ����

n
�� �� ������� ��������

���� �� " ������� �� �������
Y = 6

" � ��� ��� ! "� "� "
n̂
" � ��� �

� �
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 	�� � !�
y ∈ {1, 2, . . . , n} � ����  �

p(y)�� 
� y 6∈ {1, 2, . . . , n} �
�� � �� ����� ��� �� � ���� � ��! �� ����� $�! � #��! ��� #�$���� ����

��� ������ ��!� ��� ��� ����� $����$������� #��! �" � "� "� ��� ��! �� ��� ���� � � � � " " " " ��� � ����� ������ �� ����! ���
T
� ��� �����

��!� �� �# � ��! �� ����� ��� ��� � �� ���� � ��� ������ ��!� ��� �#
��� ����� ���� ��� $������� " � ���! �� ���� ����� ���� $�������
����� �������� �# ��$� ����� ��� ���� ��� ����� ���� ������� ������
�� � � $������� ��� ��� ! "� "� "

T̂
"

�� " ���
Y

� � � $��������� �����! ������ �� �
Y ∼ �(a, b)

"

��� � ���
E[Y ]

"
�� � � ���

Var(Y )
"

�$� � ���
MY (t)

"

�� " ��� �� ����� � ���$���� ������������ ���� �� ���#��! �� ��� ��������
���� ���� � �� �� ��� ���� �# ����� �� ��$� � ������������ ���� ��
! � �� $��� �� �(1,∞)

"
�� � �� ����� � $��������� ������������ ���� �� ���#��! �� ��� ���� �����

� �� �� ��� ���� �# ����� �� � ���� �� ! � �� $��� �� �(−∞,∞)
"

�� " � ���� ������! � "�� " � ��� � � �� ��� ! ����� �# ������! � "�� "

�� " ���
x1, . . . , xn ∼ � "� "� " �(0, 1)

" � ��� ��� ������������ �#
x(n)

� ��� ��� ���
����� ��������$ "

�� " �� ��� � $��� �� $����� � � ��� � "�� � ��� ���� ��� �� ��� �#���� �����
������� �# � �%� ����� "

�� " � ���� ������! � "�� "

�� " � ���� ������! � "�� "
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n
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��������� " �� ���� ���� ��! ��� ��� �� ���� �� ��� ��� ����� ����$���� "
���

X1

� " " " �
Xn

� � ����� ������ ���! ���� ����������� �����! ������ ���
� ��� ! ����

µ1

� " " " �
µn

��� ��
	
�

σ1

� " " " �
σn

"

��� ����� ���� ��� ������� �# ��$�
Xi

"
�� � ����� ���� ��� � ���� ������� �#

X1

� " " " �
Xn

"
�$� ���� ���� ��� � ���� ������� $�� � � � ������ �� ��� #��! �# ��������� � "� "
�� � � ����� ��� ! ��� ��$��� ��� $�������$� ! ����� �#

X1

� " " " �
Xn

"

� �" � ���� ��������� � "�� "

�� " ���� � #�� �����
x ∈ R

�

lim
p→∞

ptp(x) =
1√
2π

e−
x2

2

�����
ptp(x)

�� ���
t
������� � ���

p
�� ���� �# #�����! � ��������� ��

x
" � ��� � ��� ������� 
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�� �� �#��� ���#�� �� ����� �# ����������� �� ����� �������������� � ��� �����
�� ����� ����������������� � ��� �� �� " ��� ���! � �� $�! �� #��! �$���
������� �� ��� ��� ���$��� � #�� � �#��$������ ! � ����$ �������$� �! � �� �
��� ���! ���� " � ���� �$� �� � ��$�� �� �� �� � !�$���� ��� ���� �$��� �� �������
���!��� ����� ��� ! �$���� ! ������� ��� �!���� �# ��� �� ��� �� �� �������
����� �# ��� ����� " � ������� ���!��� �� �$� �������� ����� �# ��� ����� � ����� �� 
�$�������� �� ����� �� � � �$���� �# ��� ��� ����� ����� " ��� ���  �����$
����! ����

θ
� � ��� $��� � �� � �� �� ��� �� � �����$���� �� ��� �# ��� �����

����� � �����$���� ���!���� "
θ

�� $����� �� 
� 
��" � � � ��� !� ��� ���� �
θ!�� ���� #��! ���� �$� �� ���� �$� � #��! ������� �� ������� ���� #�� ��� ��! �

������� � ��� #��! ��� �� ��� ���� � ��� �� ��� ��!� ������� " �� ���$��� � ���
��������� #���� �� ���� ����� ����$����� � �� ���

θijk

� � ��� �� �$� �� ���� �$�
i
�

�������
j
� ���

k
" ��� � ��� �� ���� �$�

i
��� �������

j
����� � ��� � � �� �������

����� � ���$� � $��� ��
µij

" ��� ��� {θijk}k

� ��� #��� ������
µij

� ��� � � �� �#
��������� #�� ��$� ���

k
" � ���! �� ���! �� ������������� � �� ����� � ����

{θijk}k |µij, σk ∼ � "� "� " �(µij, σk)

� ���� ��� � #�� � ��� �� ���� �$�
i
����� � ��� � � �� ������� ����� � ���$� �$��� ��

µi

" ��� ��� {µij}j

� ��� #��� ������
µi

� ��� � � �� �# ��������� #�� ��$�
�������

j
" ������� � ��$�

µi

�� ����$����� � ��� � ��� ����� ���� �$� �� ���� ���
���� ���� � #��! � ���������� � ��� � ! ��� ��� �������� ��������� � ���

µ
���

���
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σi

" ���� ��� ����� !���� $�� � � � ������

{θijk}k |µij, σk ∼ � "� "� " �(µij, σk)

{µij}j |µi, σj ∼
� "� "� " �(µi, σj)

{µi}i |µ, σi ∼
� "� "� " �(µ, σi)

� � ��� � "� �� �  �����$�� �������������� �# ���� !���� "
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%
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�� � ��!� �� #��! ��� ���������� �� �������� � ������� �# ���! ��� " �����

��������� �� � ���! ���� � ������� � ��$ " � �����$��$�� ��� �����! ���$�� !����� "
� ��$���� � ���������� � !���$�� ������ � �������� �� �$��� � �� $������ � ���� �$�� �
�����! ���� "

� �� ��� � ������ ��� ������ ��� ���
� � ��� � "� ���� � ��! � ���� ���� ���� $�! � � ��� � " ��� #����� �� ���$��������
��� ����� #��! ��� � ���� �� �� "
	%��%
 ��� ���� ��� � �! ��� ���� �# � ����� �# ��� ��� ����! ��! � �������� ����! �$� �# � ����� ��� �!� �����
��  � �� ������$������ � ��$����� "

���� ��!� ������� ��� ! ������� �� ����! ���� ����� �� !������ #�� #���
#�! ���� � ��� ���� #��! ��� � ����� �# ���� ���� � ��� �� ����� ���� "

� ���� �	� � ������ ��!�������$ $��$���������� �# ��
2

��� ��������� ��
����� � �� ! ������ ���! � ��� �������� �� ��� �����! ����� ���� ���
!���!����$ !��� #��$���� �$��� "


�� ��� ���� ��� ��� ����� $����� ���$�� �# � ��! ���
	
� ��� ��� $� ����� "

��� ���� ��� ��!� ��� �� �������� ��! � � � "� "� �������� ��� �������� ���
�! ����� "
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ĝ
� ��� ��� ����� ������
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�1�� 50�70/�0 , ��7� .05 ,/0 2,� ,� 8�0 1221�	 ��0 � · · · � ./4.�1805 8�18 8�050�70/�0 �,/8./705 ./�/.80+�	 ��0 �
			� ./4.�1805 8�18 8�020 120 ./�/.80+� 31/�

57�� 50�70/�05 	 ��0 /739025 �020 -0/021804 9�
� �� ���	 
� � � � � � � �
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• � ��,50 8, -0/02180
Yi �5 �2,3 8�0 �

(0, 1)
4.582.978.,/ � 5, � 7504 	� �	� �

1/4 5, � �,2 8� .5 0�13� +0 �
µ = 0

1/4
σ = 1

	 ��,50 120 129.8212� ��,.�05 	
� �,7+4 �1
0 7504 1/� 
1+705 ,�

µ
1/4

σ
1/4 1/� 4.582.978.,/ �,2 �� .��

� �/,� �,� 8, -0/02180 21/4,3 
12.19+05 ,/ 8�0 �,3 �7802 	

• 	���� 4,05 2,7/4./- 	 �/ 8� .5 �150 �0 �20 �2./8./- 01�� /73902 � .8� 8�,40� .3 1+ � +1�05 	
� 0�1750 8�020 120 37+8.� +0 50�70/�05 � 01�� � .8� 37+8.� +0 0+03 0/85 � �0 /004
8�, 5795�2.�85 8, �00� 821�� ,� 8� ./-5 �2,� 02+�	 �08

Yij

90 8�0
j �8� 0+03 0/8 ,�8�0

i �8� 50�70/�0 	 �,2 8�0 i �8� 50�70/�0 ,� 21/4,3 
12.19+05 � �0 �20 ./80205804./ 8�0 50�70/�0 , � 301/5 Ȳi1, Ȳi2, . . .
��020

Ȳin = (Yi1 + · · · + Yin)/n
	 /4

�0 �20 1+5, ./80205804 ./ 8�0 50�70/�0 Zi1, Zi2, . . .
��020

Zin =
√

n(Ȳin − µ)
	

�,2 8�0 8�200 ./581/�05 19,
0 � 8�0
Ȳin �5 1/4 Zin �5 �1/ 9 0 �2./804 � .8�

��	 � 
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• ��� ��� �,3�7805 1 �737+18.
0 573 � 5, ��� ��� �� �� �� � � .0+45 8�0 
0��
8,2 � �� ��� � � �� ����� �� ��� � ���� � �� ���� ����� �� ��� 	 �� 2./8 ,78
��� ��� �� �� �� � .� �,7 �20 /,8 5720 ��18 .8 .5 	� ��020�,20 �
��� ��� �� �
 �� � � �� .5 8�0 50�70/�0 ,� Ȳin �5 	

• �!	� �,3�7805 8�0 5�7120 2,,8 	 �, 8�0 50�,/4 �	 
�� 581803 0/8 �2./85
8�0 50�70/�0 , � Zin �5 	

��0 2057+85 �,2 8�0
Ȳin �5 120

� 	�� � 	�� � 	�� � 	�� � 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� � 	�� · · ·�� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� � 	� � � 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� · · ·�� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� · · ·			 			 			 			 			 			 			 			 			 	 	 	
1/4 �,2 8�0

Zin �5 120
� 	�� � 	�� � 	�� � 	�� � 	�� � 	�� � 	�� �� 	� � � 	�� · · ·�� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	� � �� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	� � · · ·�� 	�� �� 	�� � � 	�� � � 	�� � � 	�� � � 	�� �� 	�� �� 	�� �� 	�� · · ·			 			 			 			 			 			 			 			 			 	 	 	

�0 �20 ./80205804 ./ 8�0 �,++,� ./- �7058.,/5 	
� 	 � .++ 0
02� 50�70/�0 , � Ȳi �5 ,2 Zi �5 �,/
02-0� �� .5 .5 1 �7058.,/ 19,788�0 +.3 .8 1+,/- 01�� 2,� , � 8�0 1221�	
� 	 �� 8�0� �,/
02-0 � 4, 8�0� 1++ �1
0 8�0 513 0 +.3 .8�
� 	 �� /,8 0
02� 50�70/�0 �,/
02-05 � ��18 �21�8.,/ ,� 8�03 �,/
02-0 � ,2

��18 .5 8�0 �2,919.+.8� 8�18 1 21/4,3 +� ��,50/ 50�70/�0 ,� Ȳi �5 ,2 Zi �5�,/
02-05�
� 	 �,2 1 ��04

n
� ��18 .5 8�0 4.582.978.,/ ,�

Ȳn

,2
Zn

	 �� .5 .5 1 �7058.,/19,78 8�0 4.582.978.,/ 1+,/- �,+73/5 ,� 8�0 1221�	
� 	 �,05 8�0 4.582.978.,/ , �

Ȳn

,2
Zn

40� 0/4 ,/
n
�

� 	 �5 8�020 1 +.3 .8./- 4.582.978.,/ 15
n → ∞�

�,30 5.3� +0 0�13� +05 1/4 8�0 �82,/- �1� ,� �12-0 �739025 � ��0,�
203 � 	�� � 1/5�02 �7058.,/5 � � � � 1/4 � �,2 8�0 50�70/�05 ,� Ȳi �5 	 ��0 60/821+� .3 .8 ��0,203 � ��0,203 � 	�� � 1/5�025 �7058.,/ � �,2 8�0 50�70/�05 ,� Zi �5 	
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� 	 � .++ 0
02� 50�70/�0 ,� Ȳi �5 �,/
02-0� �, 	 �7��,50 8�0 50�70/�0 ,� Yi �5.5
1, 2, 3, . . .

	 ��0/ {Ȳi}
./�201505 � .8�,78 +.3 .8 1/4 4,05 /,8 �,/
02-0 	

� 	 �� 8�0� �,/
02-0 � 4, 8�0� �1
0 8�0 513 0 +.3 .8� �, 	 � 020 120 8�,
50�70/�05 , � Yi �5 	

� � � · · ·�� �� � � · · ·
��0 �,2205�,/4./- 50�70/�05 {Ȳi}

�,/
02-0 8, 4.�020/8 +.3 .85 	
� 	 � �18 .5 8�0 �2,919.+.8� ,� �,/
02-0/�0� ��0 �2,919.+.8� ,� �,/
02-0/�0
.5 � 	 ��18 �5 8�0 �82,/- �1� ,� �12-0 �739025 	 �/ �128.�7+12 � 8�0
�2,919.+.8� ,� 21/4,3 +� -088./- 1 50�70/�0 8�18 4,05/ �8 �,/
02-0 � +.�0
1, 2, 3, . . .

� .5 � 	 �78 8�0 �82,/- �1� ,� �12-0 �739025 51� 5 0
0/ 3,20 	
�8 51�5

P[ lim
n→∞

Ȳn = µ] = 1.

�, 8�0 �2,919.+.8� ,� -088./- 50�70/�05 57�� 15 1, 1, 1, . . .
,2 −1,−1,−1, . . .8�18 �,/
02-0 8, 5,3 08� ./- ,8�02 8�1/

µ
.5 � 	

� 	 � �18 .5 8�0 4.582.978.,/ ,�
Zn

� �0 �1//,8 51� ./ -0/021+ 	 �8 40� 0/45
,/ 8�0 4.582.978.,/ ,� 8�0 ./4.
 .471+

Yi �5 	
� 	 �,05 8�0 4.582.978.,/ ,�

Zn

40� 0/4 ,/
n
� �05 � 0��0�8 ./ 8�0 5� 0� .1+

�150 ��020
Yi ∼

�
(0, 1)

�,2 1++
i
	

� 	 �5 8�020 1 +.3 .8./- 4.582.978.,/� �05 	 ��18 �5 8�0 60/821+ � .3 .8 ��0,�203 	 � 0-124+055 , � 8�0 4.582.978.,/ ,� 8�0
Yi �5 � 15 +,/- 15 Var(Yi) < ∞ �

8�0 +.3 .8 � 15
n → ∞ � ,� 8�0 4.582.978.,/ ,�

Zn

.5 �
(0, 1)

	

��0 �1� , � �12-0 �739025 1/4 8�0 60/821+ � .3 .8 ��0,203 120 8�0,203 5
19,78 8�0 +.3 .8 15

n → ∞ 	 � �0/ �0 750 8�,50 8�0,203 5 ./ �21�8.�0 �0
�,� 0 8�18 ,72 513� +0 5.�0

n
.5 +12-0 0/,7-� 8�18

Ȳin ≈ µ
1/4

Zin ∼ �
(0, 1)

�
1��2,� .3 180+�	 �78 �,� +12-0 5�,7+4

n
90 9 0�,20 20+� ./- ,/ 8�050 8�0,203 5 �

1/4 �,� -,,4 .5 8�0 1��2,� .3 18.,/� ��0 1/5�02 .5 � �� $ ��� ���� "� $� �
�#� $�#�� $#"� "� $� �

Yi 	
� 
	 ��18 �5 ��18 �0 +,,� 18 /0�8 	�, .++7582180 � �0 -0/02180 50�70/�05 ,� Yij �5 �2,3 8�, 4.582.978.,/5 � �,3 �

�780
Ȳin �5 1/4 Zin �5 �,2 50
021+ 
1+705 ,� n

� 1/4 �,3 �120 	 �/0 4.582.978.,/
.5 �

(0, 1)
� 8�0 ,8�02 .5 1 20�0/80204 1/4 205�1+04 
025.,/ ,� � 0

(.39, .01)
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��0 � 0
(.39, .01)

40/5.8�� 5�,�/ ./ � .-720 � 	� � �15 ��,50/ �,2 .85 15�330�
82�	 �8 �15 1 301/ , �

.39/.40 = .975
1/4 1 
12.1/�0 ,�

(.39)(.01)/((.40)2(1.40)) ≈
.017

	 �8 �15 20�0/80204 1/4 205�1+04 8, �1
0 1 3 01/ ,�
.5
1/4 
12.1/�0 ,�

1/12
� 8�0 513 0 15 8�0 �

(0, 1)
4.582.978.,/ 	

� 0/5.8.05 ,� 8�0
Ȳin �5 120 ./ � .-720 � 	� 	  5 8�0 513� +0 5.�0 ./�201505

�2,3
n = 10

8,
n = 270

� 8�0
Ȳin �5 �2,3 9,8� 4.582.978.,/5 -08 �+,502 8,

8�0.2 0�� 0�804 
1+70 , � � 	� 	 ��18 �5 8�0 �1� ,� �12-0 �739025 18 �,2� 	 ��0
13,7/8 9� �� .�� 8�0� �20 ,� 8�0.2 3 01/ -,05 �2,3 19,78 ±.2

8, 19 ,78 ±.04
	

��18 �5 6,2,++12� � 	�� 18 �,2� 	 /4 �/1++�� 15
n → ∞ � 8�0 40/5.8.05 -08 3,20

�,23 1+ 	 ��18 �5 8�0 60/821+ � .3 .8 ��0,203 18 �,2� 	
�,80 8�18 8�0 40/5.8� , � 8�0

Ȳin �5 402.
04 �2,3 8�0 �
(0, 1)

4.582.978.,/ .5
� +,50 8, �,23 1+ 0
0/ �,2 8�0 53 1++058 513 � +0 5.�0 � �� .+0 8�0 40/5.8� ,� 8�0
Ȳin �5 402.
04 �2,3 8�0 � 0

(.39, .01)
4.582.978.,/ .5 �1� ,� 	 ��18 �5 9 0�1750�

(0, 1)
.5 5�33082.� 1/4 7/.3,41+ � 1/4 8�020�,20 � +,50 8, �,23 1+ 8, 9 0-./

� .8� � �� .+0 � 0
(.39, .01)

.5 �12 �2,3 5�33082.� 1/4 7/.3,41+ � 1/4 8�020�,20
�12 �2,3 �,23 1+ � 8, 9 0-./ � .8� 	 �, � 0

(.39, .01)
/0045 1 +12-02

n
8, 3 1�0 8�0

60/821+ � .3 .8 ��0,203 �,2� � . 	0 	� 8, 9 0 1 -,,4 1��2,� .3 18.,/ 	
� .-720 � 	� .5 �,2 8�0

Zin �5 	 �8 �5 8�0 513 0 15 � .-720 � 	� 0��0�8 8�18 01��
40/5.8� �15 9 00/ 20�0/80204 1/4 205�1+04 8, �1
0 3 01/ � 1/4 
12.1/�0 � 	
� �0/ �78 ,/ 8�0 513 0 5�1+0 �0 �1/ 500 8�18 1++ 40/5.8.05 120 �,/
02-./- 8,
�

(0, 1)
	

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
2

4
6

8

� .-720 � 	� � ��0 �0
(.39, .01)

40/5.8�
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� .-720 � 	� �15 �2,47�04 9�
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�
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� ��� ����� ����

� 	 ���
Y1, . . . , Yn

� � � ���� �� ���� �
(µ, σ)

	

��� �������
µ

�� ������� ���
σ

�� ����� 	 � ��� � ��� ��� ��������
��� � ���� ��������� 	

�� � �������
µ

�� ����� ���
σ

�� ������� 	 � ��� � ��� ��� ��������
��� � ���� ��������� 	

��� �������
µ

���
σ

��� ���� ������� 	 � ��� � ��� ��� ��������
��� � ���� ��������� 	

� 	 ���
Y1, . . . , Yn

� � � ��� � �� ���� � �
(α, β)

	 � ��� � ��� ��� ��������
��� � ���� ��������� 	

� 	 ���
Y1, . . . , Yn ∼ � 	� 	� 	 �

(−θ, θ)
	 � ��� � ��� ��� �������� ��� �����

��������� 	
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α
������ ��� � �� #�"�"� � #� �� � �! #�� " ��#�� # �� ����� ���  �� �� �
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���������� � �� � -� ��#�� " $�$#� $##��  � � ������  ���� �
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