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	� �	& �&� ��/ � �� ������ �� ����� ��� ��	� ��� �� ����� ��� �	� � � ���� ���� �� #���� � %� 	&� � �
�/��� � ��� ���� ��� �	 ���� 	��� ��&� �� � �����/ �� ��	���	� � /��� ��� �% ��� �� �&� � ����
�/��� ���� ���	� �	� � �� � ���� ���� �/ �# ���� ��� �� #���� ���� ��� ���� ����� / %&�	� �� � ��/
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���/ % ��# ���	 ������ �� �	����
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	 �� �� ��� ��������
��� X � � ��� ��/ F � 	� ���	� �� � �% � &���� �% X � 2 �����������  !�" #�! - �� � &�� ������������ - � � (X ,F)

�� � %&�	� �� � µ : F → [0, 1]
� 3� ���� � ���/� - �� ��� �� ��� �� F -

µ
��� �� �� � ��� ������ ������ � ��/ �� � � 	� ��

µ
� "! � $#%&���% �	�&�� ��� /�#� �� ��

� 	� ���	� �� � �% ���� � �&� ��� � &�� ��� ��� %&�	� �� � � ��� /� � '� � � ��� ������ µ
#&����� ��%�

��
µ(∅) = 0

�∅ �� � �� �#��� ��� �� -


 � µ(X ) = 1
- ��/

" � �%
A1

��/
A2

��� / ��� � ��� ��� �
µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2)

�

 �� 	�� ���� � ��� ����� ��� " �� �/� %�� ��� � ���� 	� ���	� �� � �% / ��� � ��� ���� - ��� � &�� ��� �
��� *+� �	 ��� �� 3� �� 	�##� � ���	� �	� - � ��	� �� �/� �� �� ���� ��+ � - �� ���&#� #��� �
� ��� ��� �� ��� " � ��� �� �/� %�� ��� 	�&����� 	� ���	� �� � �% / ��� � ��� ���� �

� ��� X �� � � ���� �� 	�&����� ��� ���� ��� �&�&� ��� ������ ��� � ���
µ

�� �� �/ �� � �'�" &�! �! ��� ������� � ��� X �� �� ���� ��� �- � �� �� � � ���� �� ��� ���� - � �� �
µ

�� �� �/ �� �� &�% ��%#�#" ��� ������� 3� ��� / ��	 ���� 	��� - F &�&� ��� 	� ��� ��� � �� ���� � �� �&���� �%
X � �&� �� ��� 	��� ��&�&� 	��� - ��	���	� � 	�#���	�� �� �� ������� F % ��# 	� ��� ����� � ��
���� � �� �&���� � % X � .�� ���� ��� ��/ �� ��� � (
��
) �� .	�� �� ��� (�00�) %�� /��� ��� � 3����� ��+ � �� /��#���� ��� ��� �� �� �% F ��/ ����� �% ��� ������ #���& ��� �� X � �� ��&�#� �� �� ���� F �

3� ���	� �	� � �+�#���� X �� � �� ��� �% �&�	�#�� �% �� ��+ �� ��#� ��� ��/
µ

�� /��� �# ���/
� �+ �� ����	� - ��� �	 �� � &/��#��� � $�� �+�# ��� - 	��� �/� � �� ����� � � �+ �� �/�/ / �� � ' �� ���
�% �&�	�#�� �� {1, 2, 3, 4, 5, 6} �� �� ��& �/ ��� �� � X ≡ {1, 2, 3, 4, 5, 6} � 3% �� � �����
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��� / �� �� � %� �� � �� � �� ��& �/ � ��� ��� �� �

µ({1}) = µ({2}) = · · · = µ({6}) = 1/6
�

' �� ��� � � % ��� ������ � �� � �#��� �����&� ���� � �� �&�� �&	� ��

µ({1, 2}) = 1/3

µ({2, 4, 6}) = 1/2��	 �

 %�� � �� �# �� � �� ��	�� ��/ � ����

µ(2)
-
µ(5)

- ��	 � .��� ���
µ(i) = 1/6

�� ��� �&��#�� �	
� �#��� �	�&�� � / �� ��� � �+ %�	�� � � � ���

µ(i) = 1/6 �	�&�� �� � ����� ��� / �� �� �%� �� �
� � &�&� ��� &�� ��� ���/ ���� ������� �� ��� ��#� � P

�� � ��	� �%
µ
� $�� �+�#��� -

�� ��& �/ &�� ��� %� ���� ��� ������� ���� �	�������� 	

• ' �� ��� ������ � ��� ��� / �� ���/� �

• P(1)

• P[
� �� / �� ���/� �

]

• µ({1})
� � � ��� &�� ��� ���/ '�" ����#���% �� � ��	� �% �����������  !�"#�! �' �� ��+ � �+�#��� ���&�� ����� ��� ��� ����� ��� �% 	�#���	���/ ������ 	�� � 	� �	& ����/% ��# ��� ����� ��� �% � �#��� ������ �
���� � �� � �� �� �� ���� 
� � �����
	
��  �� � �������� ���� ������ � ��� ��� ���� �  �!� �!� ��� !"��� # �� �$������� ��
��� ������� ��� ��� �����
��	 ��	��% ���	 �
�� �
��	 ���& ��� ���� � �

'�! ��� ���� ��!���! (������!) ��� ��* ��� �+ ��� ��� � �� �� ��!�� � ,
�! �� -- �� ��� .!�� !��� (� � ��) ��� �/��� ��!�� ��� � 0 # 1 �! -0 (� ����) �
2+ ���� �+ ����� �"���!� (0 # 1 # , # -- �! -0) �� ��!��� �� ��� .!�� ��!��
(��� 3���4�"� !���) ���� � 5���� �� ����������� (��� � ���� �� ��� �"���!
!����� ) ������� ����� ��� ������! ����� � 6�� ������! ������"�� �� ��!��
"���� ��� �+ ��� �"���!� �� ��!��� # ��� 5���� �"���! �! � 7�/�� � 2+ ���
������! !���� ��� 5���� � �+�!� !������ � 7�/�� ��8��� � ��� # ����/�! �+ ���
������! ��!�� � � 7�/�� ��+�!� !������ ��� 5���� ��8��� ����� �

9 ���� ����� �� ��"�� ��:� �� ����"����
P(
������! � ���

)
� ;"� +�! ��� # ��� <� * "�� ����"4

����
P(
������! � ��� �� 3���4�"� !���

) = P(
, �! --

) = P(7) + P(11).
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9���� ��� ����"��� �+ ���� -# ���� �� X �� ���� ����� ���
d1

������ ��� �"���!
���� ��� �� ��� .!�� ��� ���

d2

������ ��� �"���! ���� ��� �� ��� ������ ��� �
d1���

d2

�!� ������!� +!�� - �� � � 7� X �� ��� ��� �+ �!��!�� ���!�
(d1, d2)

�!

(6, 6) (6, 5) (6, 4) (6, 3) (6, 2) (6, 1)
(5, 6) (5, 5) (5, 4) (5, 3) (5, 2) (5, 1)
(4, 6) (4, 5) (4, 4) (4, 3) (4, 2) (4, 1)
(3, 6) (3, 5) (3, 4) (3, 3) (3, 2) (3, 1)
(2, 6) (2, 5) (2, 4) (2, 3) (2, 2) (2, 1)
(1, 6) (1, 5) (1, 4) (1, 3) (1, 2) (1, 1)

2+ ��� ���� �!� +��! # ���� ��� ���!� �!� ��� ��"���� ��:���� 7���� ���!� �!� 1� �+ ���� #
�� ������

P(d1, d2) = 1/36
+�! ��� �����������

(d1, d2)
� ' ������# �� ��� ����"����

P(
, �! --

) = P(6, 5) + P(5, 6) + P(6, 1) + P(5, 2)

+ P(4, 3) + P(3, 4) + P(2, 5) + P(1, 6) = 8/36 = 2/9.
6�� �!�/��"� ����"������ "��� ������!��"� 1 +�! �!��������� � ���"!�� � 6�� ����!���
���!�

(6, 5)
#
(5, 6)

# � � � #
(1, 6)

�!� ���* ���� # �� ��� �!��������� �+ ����! "���� �� ��� �"�
�+ ����! �!����������� �

*+�# ��� ��� ���&�� ����� � 	�##� � � ��&�� �� � � � � ���� � �� ��� ����� ��� �% ��#� � �# ���
������ ���� ��� �� ��� �% ��/ �� �/&� � / �	� - ��/ ���� �� 	� �	& ���� ��� ��� ����� ��� �% #���
	�# ���	���/ ������ ���� ��� �&		��� �% � ��#���&� �� ��� .�#�� �#�� � ���� ��� ����� ���	�� � 	� �	& ����/ #����#�� �	� ��� �� �� � �� �+�#��� � 
 � �� � � �#�� �� �� #��� 	� ������ ��
�� 	� �	& ���� ���# � 	�#�&�� � � �#& ��� �� � � � � % ���&��� �� &�� 5 �� 	� �	& ���� ��� ����� ��� �'� ���&�� ���� - *+�# ��� ��
 &��� 5 �� 	� �	& ���� � � �#& ��� �� � ��� ��#� ��� ������ �� %�&�// ���	� �� �� *+�#��� ��� �
���� � �� � �7 �� ���� � �
;	 �;��9 �
6� ���"���� ��� ���� �+ �!��� # �� � ��� ��/� �� ���"���� !������ ���� � 6��� <� ��:�
!����� �� �������� �� ������! +!�� - �� � � 6�� ���	 �� �� ������� �� 5 ��� ��
���� � '�! �$����� # ��� +����� ��� ����� �� �+ ���� ����!���� ��� !��� +!�� � +��! #
��$4����� ��� ��� ���� � 5 <� !������� �
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 �� �
�
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� ��� ��" ���!� 5 �� ��"! ����"��! # ��" ��� 	 # 5 <� �!���� � 6��� ��" ��� ���� �
������� �"�� �� ���	 �� �
 �� �
� ����� � ���� ���:� � ������ �+ ���� - +!�� ���



���� ��� �� ����� � �� ��� (

�"���!� - ��!�"�� �� � (2� ��"�� ��/� � ��� ���!�/����� ���	 �� �� �
� �) 5 !��� ����
� ��� 
� 
� 6�� 
� ���� ��� � ��� ����"������� 5 ��� ���� � ��" ��� ����!� �� � 6��

 �� 5 <� �����! �� ��� ���	 �� ������� � �� �������� ��� �"���! � -� � 6��� �� ��/�
������! 	 # ���� ��� ���� �� <� !���� +�! ������! ������� � 6!� ���� ��/�!�� ��� �� � ��"
���"��� <� ��� � -� �/�!� ��� � �

 �!� <� � �����! ����� �� ���� �� �� ��� ������ ��!� "��+"� �
	 � �� ���	 �� � � � 
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• � �� ��� ������� ���!����! � �� ���� ���� # 5 ����!�� ��� ��$� �+��! � �

• �� ��/� �� ���� 5 �� ��:� ��� ������ ���� 
�� ����� ���� � ���!� ��� # ���� 5
������� ��� ��� .!�� ��� � # ��� �� �� �����! �/������� �� � � ������� � ������ ��� � �
2� ��	 ��
��� # ��� � ������ +�! ��&� �

• �� ���� � ���� ���� 2 �� �# ��� !��"�� �+ ���	 �� � � � 
� � ��	 ��
��� � �� ��4
������ �� � /�!����� ������ � � 6�� ���������� ������ �� ��� ���!����!� � �
+������� �� � �

• � /�!����� �"�� �� � ��� ���� � ��� /��"�� ���"������"���� � ��� �� ���� # �� <�
������ � ���� 
� !�" ��� !�+�! �� ����/ ��"�� ���� ���� �+ � /����! � '�! �$����� #
� 
� �� ��� .!�� ���� ��� �+ � � � 
� �"!��� �"� �� � � � � � � �"!��� �"� �� � �
� � ��� �� �� �

• �� ���� � ���
� � � 2� ��� ����� �� ���/� # �$""1) ����:� # +�! ���� ���� ��� �+
� # ������! ���� ���� ��� �� ��"�� �� 1 � 2+ ��" * "�� ��� � � �� � ��" � ��� ��� �
��!��� �+ � <� ��� # <� (6!"� ��� '����) # ��� +�! ���� ���� ��� �+ � � 6!� �� �

• 6�� �&� ������� �!���� � �� - ��� # �� $ �

• 5 �� ������ ������ ����!��� �+ ������ � !�" ��� �+��� ���/� ���� �"� �! ���
�$�!�� ���!� ��" ��:� �



���� ��� �� ����� � �� ��� �
�� �/�!��� # �� �$� ��� -8� �+ ��� �!�� � �� ��"�� -# ������! -8� �� ��"�� 0 # ��� ��
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��� �"� �� ������ /�!������ �

��� ��� <� ��� ���: �� �!��� � �� ���� �� ���"���� � ��!�� �"���! �+ ����� # ���
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�&� � � �� � � � 	� ��� ��� �&�%�� �	 � �� �

6�� � ��� ������ +�! ��!� � 7� ���� ���� �+ ���� ���� � �� � �� �� 
 �+ ��� �"� �+ ��� !����
�� �����! , �! --� � ��� 2 !�� ���� ���"������ 5 �!����� �"�  
� � 6�� ����"������ ��
�$����� -�- ���� �� ���"�� �$� ��� �!�"��

(2/9)×1000 ≈ 222
� ��� � �"! ����"������

��� ���"������ ��!�� ���"� �� ���� �� ��� � � �$� ����� +!�� � ���"������ � 6!� ��
��"!���+ � +�� ��� �� � !�" ���"��� <� ������ ��� 0-� � ;"� ��" ���"�� ��� �!�"�� 000
��"� �! � ��"� � ������ ��� �"� �� ��� !��������� �+ ��� ���"������ �

6!� �"� ����� 5 �������� �� ��� /�!���� �+ 5 ��������� �� ��"! ����"��! � � �:�
�"!� ��" "���!����� ���� � 2+ ��" ��� <� # �!��� �"� ��� !��"��� � 6!� /�!������� � 6!�
��� �!��:� ��" ��� ����: �+ �� ���� ��" ���!� 5 �

	
� ��� �������� ��� �� ��
.� %�� �� ���� /�� �� � �� � '�" &�! �! ��� ����� ��� - �� ��� ��� ����� ��� �% �� #��� � 	�&�������� ���� �&# � � � % �&�	�#�� � $�� / ��	 ���� ��� ����� ��� - X �� &�&� ��� � ��� �% ������ �� -
� �� �� � � ���� �� ��� ���� � .�	� �� � ��
 /�� �� � �� � ��� 	��� � �� �� X �� �� ���� ��� �- � �� �� � �%
� ���� �� ��� ���� �� ���� � .�#� �+�#���� ���
8�9 ��� � 	 ��� �� � �� � �#� &�� �� � ��� �� �� �+ �� ����	�� � �� �� ���
��
�	� � �� �� ���� � % � � ��� ��� �����
��
 �
� � �� ��%�� �#� �% � � ���
8�;����	���; � �� / ��#��� � � % � � �� ������
�
���	 �; � �� �#�&�� �% � �#� � �� �� ���� 	&���#� � ����/� � � �� �/
���� ��� � �� � �#� &�� �� � & ����&# ���# /�	���
	���;
 ����� � �� ��#�� ���& �� �% � 	��� ���� � �� � ���	 ���/ ��� ��&/� - �� �� ��&/� ��/

/����



��� � ����� � �� ��� ���� ����� )

� �� ����� ��� %�� �&	� �&�	�#�� ��� 	� ���/ &�% ��%#�#" � $�� �+�# ��� - ���
Y � ���

� �#� � �� �� ���� 	� ��� � ����/� � � �� �/ � ' �� ���/�# ������� Y
�� �%�� � #�/� ���/ � �� � �

/� �� ��� � �# ���� �� ���� �� $ ��& �� ��� �

y

p(
y)

$ ��& �� ��� 	 �/% %�� � �#� � � �� �/ �� �� �� ����

' �� 	& ��� �� ��� ��& �� �� � ����������� '!%" ��� $#%&���% �� � '$� ' �� �/% �� �����
����

y = 0
��/ #����� ��	� ��� /�	 ���� ��� - �+ ����� ��� ��� �/�� ���� �#� ��� � �� �&�� �%

y��� #��� ���� �� ���� ����� � �� �&�� � �6���� ���� ��� ��� #�� / ���� ��� ��&� � ����� � ����
�/% �		& ���� �� �� �������� 	� ��� �� � �+ �� ��� �	� �� � � �� ��	� ��� &�� ��� ��# � �� p

-
π

��
f%�� �/% �� � � � ��& �/ � ����

p(50)
-
π(50)

��
f(50)

�� /����� ��� �� �� �� �% � �� 	& ��� ��
y = 50

� $�� � �/% - ��� ������ �� � �� ��#� �� ���� &�/� � � �� 	& ��� � $�� �+�# ��� - � ��
��� ������ � ��� � 	� ��� � �� ��� ���� � ��� !� # ��&��� ��

P[Y < 60] =

∫ 60

0

p(t) dt.

*�� �� �/% #&�� ��� ��%� ��� ��� �� �� ��� �
� �

p(y) ≥ 0
%�� � ��

y
�


 � ∫∞
−∞ p(y) dy = 1

�



��� � ����� � �� ��� ���� ����� 4

' �� � ��� ��� �� ��� �� �/� �	�&�� - �% p(y) < 0
�� ��� ���� ��� �

(a, b)
� ���

P[Y ∈ (a, b)] =
∫ b

a
p(y) dy < 0

� ��/ �� 	�� �� ���� ��� ����� ��� ���� � ��� � � ' �� ��	� �/ ��� �� ��� �� �/�
�	�&�� P[Y ∈ (−∞,∞)] =

∫∞
−∞ p(y) dy = 1

�

 �� ��	& ���� %�	� ��&� ��� 	��� ��&�&� ���/�# ������� Y

�� � ���
P[Y = a] = 0

- %��
��� ��

a ∈ R
� ' ��� �� �	�&��

P[Y = a] = lim
ε→0

P[Y ∈ [a, a + ε]] = lim
ε→0

∫ a+ε

a

pY (y) dy = 0.

������&� �� ��- %�� ��� �&#� �� a < b
-

P[Y ∈ (a, b)] = P[Y ∈ [a, b)] = P[Y ∈ (a, b]] = P[Y ∈ [a, b]].

' �� &�� � % �/� �� ���� �� ���� ��� �	� �� � �� ��� �� � �� ����&� �� ��� &�� �� ���� �	� � 3� ����� �/�
/� �� ���

=

#���
�� �&#� �����

3� ���� ��� �	� - �� ���� ����� /��� ��� �� ����������� '!%" ��� - #��� �� �����������  �"" ��/
�� �&#� �� �!%� �� � $ �% �!����� 3� ��� �� �/� - �% � �� /��� ��� ������ % ��# ���	� �� ���	� � 3�
���� �	� �� ��& �/ ���� � �� ��� �� � � �	� � �� ���� ��� �	� �� ��& �/ ���� � �� �� ��� ��� � ���� �� � �� �
��� /� �� ��� �� � ���� �	& ��� �� 	�� �� � �� � �� ��# �� �% *�&�� �� � ��� �� �� �&#� → 0

�
� �� ������ /��� ��� %&�	� �� �� ��� /� ����� ���� �% ��� ����� ��� � $�� ��� �+�/ �&#� � a

d

db
P[X ∈ (a, b]] =

d

db

∫ b

a

fX(x) dx = fX(b).
���
�

. �# ������-
d/da P[X ∈ (a, b]] = −fX(a)

�
.�#�� �#�� �� 	�� ���	 �%� �/% �� %�� 	��� ��&�&� ���/�# �������� ���/ � � ��� ��� �	

�% � �� � ��&�� �� � - � &�� �� �� 	�& �/ ���	 �%� / ��	 ���� ��� ����� ��� ���/ �� ��� ��� �	 �% / �	�
�� ��� � $�� �+�#��� - ���

Y � ��� � &�	�#� �% � ������ � ���� �� #����/ % ��# � �� �� ' ���
Y

� ��� � ��#�� �� �� �� ��� &��� ���� ��� �- ��/ � �� ����� �% � �� ���� ��� � ��� ��&� ��� ���� ���
.� ��� �/%

pY
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• 	 ��� �� �� ����� ���/&	�� � ���� � ' �� 	 ��� �
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� � 
 �
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� � ���� 	�##��/
���� ����� � �� �� ���� �� 
� �� 
� � � �� -�� ��/ �� � �� � � � ��-�� �

• ��	�� �� � ���� �� ���� � ���� ������/ �% ��/ �� �/&� � �� ���� �

• ���% ��/ ���% ��� ��� � �� �+�� ��� ��� ���/ �

• �����
 �� �
 �
� ���� � �� ��# ��� �% � �� ���+ �� � � ��� ���� � 3% ���� �� ��� ���	 ���/
� ��� 5 ���� � �� ��# ��� �&��#�� �	� ���� ��# ��� � � ��� + ��+ �� 	�� � ���	 ���/ � �� �
���� �

2� ���� � � �#�� �� &�� ��� ������ /� �� �� ��� ��/ / ��� ��&� �� �� �� #�/� �� %�� /��� -
��/ ��� �#��� ��� /��� �� ��� ��/ / ��� ��&� �� �� / ���	� �� % ��# � �� /��� � $ ��& �� ��" ���� �
��� � ��� ����� � ' �� &��� � ���� � �% � �� ��& �� �� � ������ ��# �% ��
 #���& ��#����
�% � 	��� ��# �� ���& �� �� � /� ��� �% ���� #��� �� �� � �� ,���� 2� �� �� �	 ���� (�◦ ,����
��� ��&/� ��/ 
�◦ /�� ���� � ��� �� �� ��&/� � *+�#��� ��� � ��� ��� #��� ��&� � �� /��� �
. &�� ��# ����/ � � ��� ������ ��# �� � �/%

f
� � � ����� �%

f
�� &�/� ��� ��� ��� /��� � ' ��



��� � ����� � �� ��� ���� ����� ��
�/�� �� � ��� #���& ���� � ��# �� ���& �� �� ���� �� 	�� �� � �� ���� ���/�# �� / ��� ��� � �� �&�% ��#

f
� ' �� ��
 #���& ��#� ��� - � ��	� ��� �����/ �&� ��� � � �&� � 	� ��& �� �% � �#� -

��� ���� ��
 ��/� ���/��� / ��� � % ��#
f
� ��� ��� ��� ��
 #���& ��#���� � ���� � &� ��

#��� � ��� / ��� �#��� � %
f
� 3% � 	����� ����� �� ���& �� �� ���� �� 	�� �� � �� #��� �// �� �� �� �

#���& ��#� ��� - �� ��& �/ � ���� #�� ��� �// �� �� �� � / ��� � % ��#
f
� ��	�&�� �� 	�� ��� �#���

f
��������� �� ��- �� 	�� ���/ �	� � �� � ��#� /�� ��� �% ���& �� �	� � ��� ��� %&�& �� / ��� �� ��� � ���� �
' �� ����# ���� � �% $ ��& �� ��" �� � ������ ��# �% � ��  ��
���� ��� /��� ��� ����

	�#�� � �� � 5 ��/ � ��	� �� - �� 5 �+ ��� ��� - �' �� �&#� �� �% �� ���� � ������ �� �� ��/
�	 ���� ��	 / ��	��� ���� �� ��	� ���� % ��# �4!� �� �0�0 �� 3� �� ��� ��� �/ � �� � � ���� ���� ���
��� �� �

(3.1)
/ ��� ��&� �� � � �,�#�/ / ��� ��&� �� �� � ��� � ��� ��/&	�/ �� .�	� �� � ��" �� 3�

���#� � ��� ��� �&# � � � % � ���� / ��	��� ���� ��	� ���� %� ���� � � �� �� �
(3.1)

/ ��� ��&� �� � -�� ����� �����+ �#��� ��� 3% �� ����� � �� %&�& �� � ��� � ���� ��� ���� � ��� �� ���& �/ �+ ��	�
%&�& �� ����� �� %� ���� � � �# ���� ����� �� � 2�� �� - �� ����� �% � / ��� ��&� �� � &�/� ��� ������ /��� � ' �� �&#� � � % / ��	��� ���� �� � � ��� �� ���� �� ���� � / ��� % ��# � �� &�/� ��� ���/ ��� ��&� �� � � ' �� ��& �� ���� � ��� ����� - � ��	� � ���� &� �� ��� �#��� ��� &�/� ��� ���/ ��� ��&� �� � ����� ���� �� ���
$ ��& �� ��" ��� ���/&	�/ � ��� %� ���� ��� ������� �
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Z = g(X)%�� ��#� ���	 ���/ %&�	� �� � g

� � � # �� �� ����
pX

�' �� �&�	 ���� ��/ �	���� � ��	� �� �/�#
������� �� ��� �� �� ��� ��&� �� ��/ ���� �� 	� �	& ���� pZ
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%&�	� �� �� g
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� ��!% ��! � '$ �$ Z �"

pZ(t) = pX(g−1(t))

∣
∣
∣
∣

d g−1(t)

d t

∣
∣
∣
∣

� ��� $� 3%
g

�� �� ��	 ���� ��� %&�	� �� � ����

pZ(b) =
d

db
P[Z ∈ (a, b]] =

d

db
P[X ∈ (h(a), h(b)]]

=
d

db

∫ h(b)

h(a)

pX(x) dx = h′(b)pX(h(b))
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Z = 1/X

� � ��� ��
pZ(z)� ' �� ���� ��� � �� ��%��#�� �� � ��

X = 1/Z
� 3��
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dx/dz = −z−2 � ' �� ��%��� -

pZ(z) = pX(g−1(z))

∣
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∣
∣
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∣
∣
∣
− 1
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∣
∣
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Z

��� % ��# � �� ∞ � .�
pZ(z) = 2/z3
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x
- �

z
- ��/ � ��

%&�	� �� � z = g(x)
� 2 ���� �� ���� ��� � �� ���� � ���&�/ x
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θ
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0 � 6�� �"���� � �+ ��� �!��� ���� ��� ����� ��� ����! �!���� �

1 � �� �!� ��"����� ��� �"���! �+ �"������� �

���
X

� � ��� �"���! �+ �"����� � 6��!� �!� +�"! �!���� # ��
N = 4

� �� ����"�����
��� �!��������� �+ �"����� �� �$����� -�- � �� <�

p = 2/9
� 7�

X ∼ ;��
(4, 2/9)

� 6��
�!��������� �+ �"����� �� �� ����� ��� 3�� �4�"� !��� ��

P[
�"����� �� �� ����� ��� 3���4�"� !���

] = P[X ≥ 1]

=

4∑

i=1

P[X = i] =

4∑

i=1

(
4

i

)

(2/9)i(7/9)4−i ≈ 0.634
���� �

2 	� ������ �� ��� �� ����+ ����� *�&�� �� � ��� ��

P[X ≥ 1] = 1 − P[X = 0],
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2 � � %& �� �� � ���&�� ��� �� � - $ ��& �� ��0 ���� � � ������ ��# �% ��� � 	��� ��# �� ���& ����◦� � ��	��/�/ �� � �� 2� ���� �	 
 	��� % ��# ��&� �0"4 �� �00) �� � /� ��� �% ���� #��� �� -
���� (� /�� ���� ,���� ��� ��&/� ��/ "� /�� ���� � ��� �� �� ��&/� � ' �� ,

(5.87, .72)
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• ' �� ��� ��#�� ���& ��� ��� �� � ��	�� � � �

• � ��� ���/&	�� � ������ ��# � ' �� ���&#� �� 	��%�� 	�&��� � �� �� �� �	� � �	� �� �� ���� ������ /��� ��� ������/ �% 	�&��� �

• ' �� ���� � �� ��� ���� (� �� �&�� �% � �� � �� ���� ��� �
[4, 7.5]

�� � ��	� �� ��� �&������ ,��#� � /� �� ��� %�� ����� ��� �& ������ �

• ����� / ������� � �� ,��#� � /� �� ����
2 � &�&� �- ��& ���& �/ � �� �� &�/� ���� �/ � �� 5 	�##��/� �

' �� %&�	� �� � �� ��� �� ��& ���	 � ���� ����� � ���/�# ��# ��� % ��# � ,��#� � / ��� ��&�� �� � � � �� � �� ��#��� � ��� � �& �� � �� #��� � ��/ ��	 �� � �� ����/��/ /�� ��� �� � � '� /�#���
�� ���� - �� ��� �� �� ���� � ��#��� �% � ��� ��� % ��# � �� ,

(5.87, .72)
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(5.87, .72)
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(42.566, 1.296)
��/ � �� ,

(42.566, 1.296)
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� �� #��� - � ���� � �� �&#� � ( �� �� ��&� 
 ����/��/ &���� � ��� � �� #��� � '� ���
� �� ���� �� � &��%& � ��� �� ����� - $ ��& �� ���� ��� ����� � �� ��#��� % ��# $ ��& �� ���� �� � -#& �� �� ���� � 0�� ��/ �//� "
 - �� � �#& ���� ��#�� ���& ��� #���& ��/ �� ◦$ ������/ �%
◦� � ' �� ������ ��#� �� ���� �� �� � ��/ ��� ��� � ��� �� �� / �� �� �� �	�&�� 5 ��� 	���� �
��� �� �&�/����� / � � ���� �� � &� � �� ��� ,��#� � 	& ���� ���� �/� �� �	� � ������ � ,��
	��� �/� � ��#� ��# �� ���& ��� - ��� 6.5◦

�
= 43.7◦

$ ��/
4.5◦

�
= 40.1◦

$� ���������/ ���
��#�� ���& ��� � 		&�� 	������� �/ ��� �� ���� � � ��� ����� � 2 �� �� �	� � ���� �� ! �� �� ���� � �� �
/ �� �/�� � �� /��� ��� ���� ��� ��	� �� �� �+�	� �� 	��� �&��� �� ��� ��� ��	� �� �� 	 �����/ � �
�� �� �	� � ���� �� (" �) �� ���� � ��� � 2 � �# ���� �����#��� �� �/� %�� ( �� ��/ (� �� � ' �� �� ���
�� � ��� ��� ��� /� �� ��� 	& ���� ���� �+�	� �� � �� ��#� ����� � ' ��� ��� �/��� �	� � �+ 	��� %��
��� �	� �� � � ��� ������ ��� � �+ �� - ��/ � ��� �	� �� �� /��� �# ���/ � ��� ����/��/ /�� ��� �� � �
.���/��/ &���� ��� � �	� ���% ��� ��� �% � ���� ��� ��&� � �� ��	�& �� �'� 	� �� ��&� - �� 	� ��� ���/ � �� ��# �� ���& ��� �� ���� �� �� � ��/ ��� �� ����/��/ &���� -��/ ������/ � ��# �� ���� � ��� � 
 �	� ��� �� - 5 #�/� � � ��� �� �� / �� �� �� 	�� �	� %�� ��� ��
�&�/����� - &� � �� ,��#� � 	& ���� � �� ���� ��� ��#� ����� �

���� �� ��� ��/ ��� �% $ ��& �� ���� �� �� ���/&	�/ �
����	 �� ���	 � ��� � �
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 ���� �


���	 �� ����	 �� ���� � ��

 ����� �� �� ������� ���� � ��
� ��� � 
���	 � 	��%�� � ����� � �
�� �

�����
 �� �� � ��� � ���%� ������� &� �� �� �
�����
 �� ������ � ���%� ��� ���� � �

����� � 
 ����� � � ��� �
 ����� �� �
� �

���
Y ∼ ,

(µ, σ)
��/ /�� �� � ��� �� �/�# ������� Z = (Y −µ)/σ

�
Z

�� �� ����/��/
&���� � 3� �� ��� ��� #��� ��� �/��/ &���� Y

�� ���� �� � ��� ��� #���
µ
� � ��� �� � ��

/ ��� ��&� �� � �%
Z� ' �� ��� ���� ��� �� � �/ �&� �� �� 	� �	& ���� pZ

- � �� /� �� ��� �%
Z
- ��/



��� � ��� ���� � ������� � ����� � ��� ����� �� 
0
��� � ����� � �� ��	������ �� � $��# ' �����# ���-
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(0, 1)
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Z ∼ ,

(0, 1)
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/ ��� ��&� �� � ��

	� ���/ � �� " ��%'��' ��� �� / ��� ��&� �� � �
	
� ����� � � � ����� � ���� � ��� ������
6�	� �� $ ��& �� ��" ��� � ��� � 3� ��	� ���� � � �� �� �� � ������ ��# �% � /��� ��� � �� �� � �� �
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� ��� ���� � ��� #��	� �� ��� � � 	�& �/ #��� #�/��� 	������ �� � �� �� � / ��� ��&� �� � ��/ �� ���
���� � ����� ���� ���/ #��	� � �&� � ������ � �/% �� ������� %�� ��� �� � ���� � ���& �/
� ��&� ��� #�&�/ �����/ � �� � � 	���� � ���&�/ 4◦ ��/ � �����/ � ��� �� ���� % ��# ��&�!◦ �� ��&� ��◦ � 2 �/ �� � �� ����# ���� � �� ��& �/ ���� � / ��� ��&� �� � � �� � � ����
���&�/ 
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���� �� ���� � '�! ���� ������"�� # �����!��"!�� �!� ��!� ��� �� ��� � ����� �����"��
��� �����! �� ��� ��!�� ��� ��"�� � � ��� ��:� ����� ����� �������!����!� �� ���"��
��� �!������ �+ � ��!�� �"���"!��� �+ !�����/��� ��!� ����! ������ ��� � ����

�����
� ��� � +!�� ��� � �����!!����� 7�� ���� ��� �������� ����� � 6�� � �����!!�����
����"� �� �����!�� �� ���"� -$$$ ����!� ����� ���

35◦
� �����"�� # ��� � +!�� ���� ��

���� # ��� �� ��!� �! ���� ��� �"!!�"����� �������� ����!� ���� ����� �� ��� � �

' �� �� ��� #��� ���� �% /��	 ����� ��� 	���� � �% � /��� ��#��� � �&� � %�� ��� #���
	�##� � �� � �� #��� � ' ��  !�% �% � ��#��� - �� �% ��� ���� �% �&#� �� - �� � &�� � ��
��� ���� �
��� ;�	 �
 ; � �� �8��; 
� � ��� � �� � � ' ��  !�% �% � ��#��� - �� ��� ���� �% �&#� �� -
x1, . . . , xn

��
#��� �%

x1, . . . , xn =
1

n

∑

xi.
���0�

' �� ��	� 	 ��	 ��� �� $ ��& �� ���
 ��� #���� � ' �� #��� �%
x1, . . . , xn

�� �%�� � /�����/
x̄
� ����� ��� � %��� � ��� / � ��� ��� � �� /��	 ����� /��� ���� ��� &��#�/� � ��/ ��&� �����##�� ��	 �
. �# ������- #���� ��� � %�� � &��%& � �� /��	 ����� / ��� ��&� �� �� � $�� �+�#��� - � �� #��� �%

� �� �/% �� � �� &��� � ���� � � % $ ��& �� ��" �� ��&� 4 ��- � �� ��#� �� � �� #��� �% � �� /��� ��
��#� ���� �� . �# ������- �� � �� ����# ���� �- � �� #��� �% � �� �� �

(3.1)
/ ��� ��&� �� � �� " ��-

� �� ��#� �� � �� #��� � % � ��  ��
���� ��� /��� � 
 % 	�& ��� �� 	���� ��� / ��� ��&� �� ���� ���� #���� � ��� #��	��/ � �� #���� �% � �� /��� �
$�� ��#� ���� � �+�#���� - 	� �� �/� � � �� � ��

(n, p)
/ ��� ��&� �� �� ���� � �� $ ��& �� ��� �' �� 	���� � �% � �� � ��

(30, .5)
/ ��� ��&� �� � ������� �� � ���&�/ �� - � �� 	���� � �% � ��

� ��
(300, .9)

/ ��� ��&� �� � ������� �� � ���&�/ 
)� - ��/ �� � � � ' �� #��� �% � / ��� ��&� �� � -�� �% � ���/�# ������� - �� � ��� 	� ���/ � �� !�� !&�!' ���#! �� !�� !&�� ���% ��/ �� � ����� �
E(X)

�
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��� ;�	 �
 ; � �7 �8��; 
� � ��;9
� ����� � �� � � ���
X � � ���/�# ������� � �� � 	/%

FX

��/ �/%
pX

� ' ��� ���  !�% �%
X

���& ��� �� �� ��- � ��  !�% �%
FX

� ��

E(X) =

{∑

i i P[X = i]
�%

X
�� / ��	 ����

∫
x pX(x) dx

�%
X

�� 	� �� ��&�&�
������

' �� ��� �	 � % � �� /�� ��� �� � �� � ���
E(X)

�� � �� �� ���/ ��� ���� �% � �� ���� � �� �� �&���%
X
� *�	� �� �&� �� �� �� ���/ � ��� �#������	� - �� ��� ������� 3� �// �� �� � ��

E(X)
-

������ � 	�##� � ����� �� � %�� ��� #��� �% � ���/�# ������� X
��

µX
�

��� �� �� � � �� ��#� � % � �� %�# ����� �% ��� ������ / ��� ��&� �� �� � ��� �� ���� � ����/�
��&/ ��/ ��/ 	� �	& ���� ��� �� �+ ��	��� �� �� �
� �;
� �� � 3%

X ∼ � ��
(n, p)

� �� �

E(X) =

n∑

i=0

i P[x = i]

=
n∑

i=0

i

(
n

i

)

pi(1 − p)n−i

=

n∑

i=1

i

(
n

i

)

pi(1 − p)n−i

= np

n∑

i=1

(n − 1)!

(i − 1)!(n − i)!
pi−1(1 − p)n−i

= np
n−1∑

j=0

(n − 1)!

j!(n − 1 − j)!
pj(1 − p)n−1−j

= np

������

' �� � ��� ��� ��&� ��� ��� ��� � &�� � ����� � ' �� � �+ � � �� ����� ��#�#� ���� � ' �� �&#
∑n−1

j=0 · · ·
�� � �� �&# �% � �� ��� ����� ��� �% � �� � ��(n−1, p)

/ ��� ��&� �� � � ' �� ��%���
��� �&# �� ��&� � �� �� 
�& #�� � ��� �� 	�#����

E(X)
�� $ ��& �� ��� �

�
 ���
 ; 3%
X ∼ �� �

(λ)
� �� �

E(X) = λ.' �� /� ����� �� � �� ��%� �� *+� �	 ��� �4 �
���
;�;	 �� � 3%

X ∼ *+ �
(λ)

� �� �

E(X) =

∫ ∞

0

x p(x) dx = λ−1

∫ ∞

0

xe−x/λ dx = λ.



��� � ��� ���� � ������� � ����� � ��� ����� �� "(

��� ����� ��� �� � � ����� �
�
��� � 3%

X ∼ ,
(µ, σ)

� �� �
E(X) = µ

� ' �� /� ����� �� � �� ��%� �� *+� �	 ��� �4 �
.��� ��� �	 �� �� � ��� ���/ �� #���& �� ��/ /��	 ��� ��� �����/ �% / ��� ��&� �� �� - �� �/�#

�������� ��/ ��#���� � 3� $ ��& �� ���
 - � �� �����/ ��& �/ #���& �� ��� #&	� ������ �� �
��� �� �� �� � 	��� ��#�� ���& ��� �� � � ��� �� �� 	�� �� � - � ��	� �� �& �� ��& �/ �� �� &� ��#������
��&� ��� ���� #���� % ��# ���	� �� ���	� �� ��� � 	��� � .����/ 	�& �/ � ��� /��	 ��� ���
������ �� � �� ��� ���&� � �&#� �� �% �� ����� / ��	��� ���� - � �� ����� �% �� ��	� � �&�	�#�� %��
� ��#�� � � ��� ��� � ��#� �� �����/ �� �� � 	�� ��� �� �� �������� �� ��� ��� 	� #����� - ��
��� &�	� ��� �� ��	� � % � 	����� �� ��� $�/� �� � 6��� ��� ���� �� #� ������ �� ��	�- �� ��� �
� �� / � � ���� ���	��� � % � �� ��#� %����� ���� / � � ���� ������ � � ���# �

�� %�� ��� #��� 	�##�� #���& ��� �% �����/ ��� ��� �����%&! ��/ ��� ��&��� ���� - � ��" ��%'��' '!��� ���% �
��� ;�	 �
 ; � �� ������ ;�� � � ' �� �����%&! �% � ��# ���

y1, . . . , yn

��

Var(y1, . . . , yn) = n−1
∑

(yi − ȳ)2.

' �� �����%&! � % � ���/�# ������� Y
��

Var(Y ) = E((Y − µY )2)

��� ;�	 �
 ; � � ��	�;9��9 9�� ��	 �
 ;� � ' �� " ��%'��' '! ��� ���% �% � ��#���
y1, . . . , yn��

SD(y1, . . . , yn) =
√

n−1
∑

(yi − ȳ))2.

' �� " ��%'��' '! ��� ���% � % � ���/�# ������� Y
��

SD(Y ) =
√

E((Y − µY )2).

' �� ����� �	� �����/��/ /�� ��� �� �� �%
Y

�� �%��� /� ����/
σ2

Y

�
σY

� � ' �� ����� �	�� �%
	�##� � / ��� ��&� �� �� � ��� � /� ����/ ���� � �� ��� ��� ���&� �� � 	 %�� ����� �� � ��	� �� /� � �� �� ���� �� �� - #��� �� �� /�� �� ��� ������	� �%
� ��# ��� ��

Var(y1, . . . , yn) = (n − 1)−1
∑

(yi − ȳ)2 � $�� �����
n

� �� �� �� �� ���	� �	� �
/ �� �� �	� ������ ��� ��� /�� ��� �� �� � 2 �/ � �� /�� ��� �� � �% ������	� �% � ���/�# ����� ����#� ��� &�	�����/ �� ���� � �� /�� ��� �� � � % � �� ������	� �% � ���/�# ������� ��� ���� ��� ��� ���� ������� �� �
�� /�� ��� �� �� ���� % ��# � �� #��� - � �� �� �� �� ��& ��� �� �� %��#& �� � ��� �� ��#�� �#�� ��� �� �
�� 	�#�&�� �
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Y
�" � ��%'� �������!� ��!% Var(Y ) = E(Y 2) − (EY )2 �

� ��� $�

Var(Y ) = E((Y − EY )2)

= E(Y 2 − 2Y EY + (EY )2)

= E(Y 2) − 2(EY )2 + (EY )2

= E(Y 2) − (EY )2

'� /��� �� � � %�� � %�� � ��� ��� ����/��/ /�� ��� �� � #���& ��� - $ �� & �� ���( �� ����� $ ���
& �� ���
 ��/ �//� ����� � ���� ��� ± � ��� �/��/ /�� ��� �� � ���� % ��# � �� #��� � .�� �/��/
/�� ��� �� �� ���� ��� ��#� &���� �� � �� ���� ��� � ���/�# ������� � ����� �	�� ���� ��&���/
&���� � * �� �- �%

Y
�� #���& ��/ �� /�� ���� - � �� �

SD(Y )
�� �� /�� ���� &� Var(Y )

�� ��
/�� ����2 � ��	�&�� �% � ��� -

SD
�� ��� �� � �� ���� ����� � �����	� ���� ' ��� �� � �� �� �� �� ����� /� ��	�

SD
�� �� $ ��& �� ���( ����� �#�&�/������/� ��# ���� - � ��� �� - ��#���� � ��� ��� &��#�/� � ��/ ��&� ��� ��#�#�� ��	 - %� ���� � ��� �& �� � % � �&# 	

• ��&� 
�" � % � �� ��#��� %� ��� � �� ��� ��&� � ��� �/��/ /�� ��� �� � �% � �� #��� �

• ��&� 0�� � % � �� ��# ��� %� ��� � �� ��� ��&� 
 ����/��/ /�� ��� �� �� �% � �� #��� �

' �� �& �� � % � �&# ��� �#���	�� �� �� %�� ���/ �	� ��� �		& ��	�� 3%
x1, . . . , xn

��� � ��# ���
% ��# � #�&�/������/ / ��� ��&� �� � - � �� � � �� ��& �/ ���/ �	� � ��� %&�& �� � �� ���� �� �� � ���
� ���&�/ x̄

� �� � - ��� �� - ��&� 
�" �% � ��# � �� ��� ��&� � �� . ��/ ��&� 0�� �%
� ��# � �� ��� ��&� ��� . �� �

'� ���&�� ���� %& �� �� �- �� ��� 	� �	& ���� ��� . �% � %�� #�&�/������/ �� �/�# ����������/ 	�# ���� ��� . �� �� ��� �/% �� �
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� �;
� �� � ���
Y ∼ � ��

(30, .5)
�

Var(Y ) = E(Y 2) − (EY )2

=
30∑

y=0

y2

(
30

y

)

.530 − 152

=
30∑

y=1

y
30!

(y − 1)!(30 − y)!
.530 − 152

= 15
29∑

v=0

(v + 1)
29!

v!(29 − v)!
.529 − 152

= 15

(
29∑

v=0

v
29!

v!(29 − v)!
.529 +

29∑

v=0

29!

v!(29 − v)!
.529

)

− 152

= 15

(
29

2
+ 1 − 15

)

=
15

2

����
�

��/ � �� ��%���
SD(Y ) =

√

15/2 ≈ 2.7
� �.�� *+� �	 ���� �0 ��/ 
� ��

�
��� � ���
Y ∼ ,

(0, 1)
�

Var(Y ) = E(Y 2)

=

∫ ∞

−∞

y2

√
2π

e−
y2

2

= 2

∫ ∞

0

y2

√
2π

e−
y2

2

= 2

∫ ∞

0

1√
2π

e−
y2

2

= 1

����"�

��/ � �� ��%���
SD(Y ) = 1

� �.�� *+� �	 ���� �0 ��/ 
� ��
$ ��& �� ���" ���� � � �� 	�#������ � � ' �� �� � ���� � ���� � � �� �/% �% � �� � ��

(30, .5)/ ��� ��&� �� � � � �� ����# ���� � ���� � � �� ,
(0, 1)

/ ��� ��&� �� � �



��� � ��� ���� � ������� � ����� � ��� ����� �� ")

0 5 10 15 20 25 30

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

y

p(
y)

+/− 2 SD’s

+/− 1 SD

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

y

p(
y)

+/− 2 SD’s

+/− 1 SD

$ ��& �� ���" 	 '�� �/% �� � �� � ±1
��/ ±2

. �� � �� � ���� �	 � ��
(30, .5)

� ����# ���� �	
,
(0, 1)

�



��� � ��� ���� � ������� � ����� � ��� ����� �� "4

$ ��& �� ���" ��� ���/&	�/ � ��� %� ���� ��� 5 	�/� �

	�� � �	����
 � �
� �

� �� � ���� �� ���� � 
� �  �
	 ��� � � � % �� �� �� ��� ���� � ���%� �	 �� �� �
����� � � 
���� � � � 
���� � � � ��	����� � ���	��� �
 �


���� � ��� �
���� � 
� � ���� � ����  �	 ��� �
����� � � 
��� � ��� � 
��� � ��� � ��	����� � ���	��� �
 �


���� � ��� �
���� � 
� � ��� � ���� 
 �	 � �

� �� ��� ��� �� ����	������
	 ��� � � � � ��� �� �� �
� � ���%� �	 �� �� � ��	�� �� � �
����� � � � � �� �  � �� � ��	����� � ���	��� �
 � 
���� � ��� �
���� � � � ��� � ����  �	 ��� �
����� � � �
 � �
� � 
 � �
� � ��	����� � ���	��� �
 � 
���� � ��� �
���� � � � �
� � ���� 
 �	 � �
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 � ���	�� � ��	�� � 
�� � ���� �//� ����� � �� �
���� � .�� ��� /� 	&#����� �� � %�� ��� #������ �% � �� ���&#� ��� �

• ���� �//� ��+ � �� � ���� � .�� ��� /� 	&#� ���� �� � %�� ��� #������ �% � �� ���&#� ��� �

��� ;�	 �
 ; � �� �8
��;	� � ' ��
r �
��  � !%� �% � ��# ���

y1, . . . , yn

�� ���/�# ����� ��
Y

�� /�� ��/ ��

n−1
∑

(yi − ȳ)r �%�� ��# �����
E((Y − µY )r)

�%�� �� �/�# ����� ����
����� �	�� ��� ��	� �/ #�#���� � ��#� ��� ���� ��� ��	� �/ ���� ���� �� � ����	� ������5 ��� & ���� �� %&�	� �� �� �� 	�# �&�� #���� ��/ ������	�� ��/ 	�� 	�#�&�� ���� �

#�#���� ��� ���� ,��� ���� 5 &��� � �� / �� ����
n − 1

�� ��� /�� ��� �� � �% ������	� �
� 	 �� 5 �� 
��
& ���� � ����� � �	 ��� � �� �
�� ����  ���� �%&� ���



��� � ��� ���� � ������� � ����� � ��� ����� �� "0
� �� �% �� �� � ���� � 
�� � �� �
� �� ���� � � � � ��� ����
� �� ��� � � � � ��� ��� ��� 
�
� �� ���� � � � � ��� �	
���� � �� �� ��� � � ��� �� �� � �� ���
�&� �� �� ���� � �� �� �� � � �&� ��� ��� 
�
�&� �� �� ���� � �&� �� � � �&� ������ �� ��� ���
	� ��� � 
 � � � �&� �� � � � � �� �& ��� ��&��
	� ��� � 
 � � � �&� �� � � � � �� �& ��� ��&��

• �% �� �� ����� ���� ����� ���/�# / ��� � % ��# � �� ���# �� � / ��� ��&� �� � � ' �� �������� ��� #��� / ��� � �� ���� ���� � ' �� 
�� ��/ �� ��� ���� ��� / ��� � ��� �� �% ��# � �� � ��
(100, .5)

/ ��� ��&� �� � �
���

h � � %&�	� �� � � ' ���
E[h(Y )] =

∫
h(y)p(y) dy

�∑
h(y)p(y)

�� � �� / ��	 ����
	���� �� � �� �+ ��	��/ �� �&� � %

h(Y )
��/ �� 	� ���/ � � !%!�� ��� !'  � !%�� ' �� �� ���

��#�� �#�� ��� ���� �� ��� �&��� E[h(Y )]
� 
 �� �� �� ��� �&��� ��� ����� �� �� ' �� ���� � ��

�� ���
X = h(Y )

- � �/
pX

- ��/ � ��� ��� �&��� E[X] =
∫

xpX(x) dx
� $�� �+�# ��� - ���

Y���� �/%
fY (y) = 1

%��
y ∈ (0, 1)

- ��/ ���
X = h(Y ) = exp(Y )

�
8�	�
9 �

E[h(Y )] =

∫ 1

0

exp(y) dy = exp(y)|10 = e − 1.

8�	�
9 7

pX(x) = pY (log(x)) dy/dx = 1/x

E[X] =

∫ e

1

xpx(x) dx =

∫ e

1

1 dx = e − 1

3%
h

�� � ������ %&�	� �� � ����
E[h(Y )]

��� � ���� �	& ����� � ���� ���� %��# �
� ��
��� � �� � �$

X = a + bY
��!%

E[X] = a + bE[Y ]
�

� ��� $� � � ����� ��� 	� �� ��&�&� 	��� � � �� / ��	 ���� 	��� �� ��%� �� �� �+� �	 ��� �

EX =

∫

(a + by)fY (y) dy

= a

∫

fY (y) dy + b

∫

yfy(y) dy

= a + bEY



��� � �� �� �� �� ����� � ��� ���� ������ � ����� � ����� (�
' �� �� �� � 	������� �/ ��� ���� ��# %�� ����� �	� �

� ��
��� � � � �$
X = a + bY

��!% Var(X) = b2 Var(Y )
�

� ��� $� � � ����� ��� 	� �� ��&�&� 	��� � � �� / ��	 ���� 	��� �� ��%� �� �� �+� �	 ��� � ���
µ =

E[Y ]
�

Var(X) = E[(a + bY − (a + bµ))2]

= E[b2(Y − µ)2]

= b2 Var(Y )

	
� �� ��� � ���� ��� � ��� ���� �� �� �� � ��� ��������
.��� ��� �	 ���� � %��� ���� �� /�� � � �#& ��� ���&� �� � �� � ��� ��� ����� ��� �% ���� �� � ��� ��� -
�&��� �� ��� - �� �� �/�# �������� � $�� �+�#��� - �� #�� 	 ���� �%� ���� �� �� � 	 ��� �		��/ ���
�� �� ��� �	� � ����� �� ���� �� � ��/ �&����� %�� � �	��� � � �/ ��%� �� �/&# � ���

A
��/

S �� ���� ��� �� ���� �� � ��/ �&����� - �����	� ��� ���

A =

{

D
�%  �#� 	 ���

R
�% 6� �&��	��.

��/
S =

{

Y
�% �� %����

N
�% � �����/

.&����� � �� ����� ��������� �� � � �/� � ��� 4�� �%  �#� 	 ���� ��/ "�� �% 6� �&��	��� %������� � �/ ��%� ���/&# � ' �� 4�� ��/ "�� ��� 	� ���/ &�%'����%�� ��� ����� ��� �	�&�� ����
��� 	� �/ �� �� �� � � � ����� �� ���� �� � � ' �� ����� �� � %�� 	� �/ �� �� �� � ��� ����� ��� ��

pS |A
� 2�

&�&� �- � �� �&�	 ���� ��/ �	���� � ��	� �� �/�# �������� �� ��� �� �� ��� ��&� � .��	 ��	� ���-

pS |A(Y |D) = 0.80; pS |A(N |D) = 0.20;

pS |A(Y |R) = 0.35; pS |A(N |R) = 0.65.

� � ��� �� �� 	� �/ �� �� �� � ��� ������ � ���
S = N

� ��� �
A = D

�� � �
�� - ��	 �. &����� %& �� �� � � ��� !�� � % ���� �� �� � �� 	 ��� ���  �#� 	 ���� � ' ��� 4�� �% !��� (4� �% � �� ���� �� ���  �#� 	 ���� � �� %���� ��� ��%� ���/&# � ' �� (4� �� 	� ���/ �
� ��% � ��� ������ �	�&�� �� �� � �� ��� ������ �%

(A = D, S = Y )
� � ��� ��� ' �� ����� �� �

��
pA,S(D, Y ) = .48

� ����� ��� -
pA,S(D, N) = .12

�
pA,S(R, Y ) = .14

� ��/
pA,S(R, N) =

0.26
� '��� ��� �&##������ � �� 	� �	& ��� �� �� � ' �� �&��� �� ��� �!� - �(� - �!
 - ��/ �"4 ���

	� ���/  ��� �%� � ��� ����� ��� � ' �� ��#� /� ����� % ��# �������	� � ����� �� - �	�&�� ����
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��� � �� �� �� �� ����� � ��� ���� ������ � ����� � ����� (

$�� 2�� ����

 �#� 	 ��� (4� �
� !��6��&��	�� �(� 
!� (��!
� "4�
'��� ��� 	 ����� 2� ���� �� � ��/ 6�%� �� �/&# .&�����

�� �� � ����� � �� ��� #��� ��� � % � �� �� �� � ���� ��� � ��� ����� ��� ��� ��� ����� ��� %�� ���
������� � �� �� - � �� ��/ ����� ��� ����� ��� � ��� �� ��� ��� �� �� ��� ��&� � �� � �� �� �

' �� �����
A = D

	�� � ���� �� �� ��/ ���� ��� ��� �#� ��� � ��� ���
(A = D, S = Y )��/

(A = D, S = N)
� .�

pA(D) = .60 = .48 + .12 = pA,S(D, Y ) + pA,S(D, N).

' �� �����
A = R

	�� � ���� �� �� ��/ � �# ������� '�� - � �� �����
S = Y

	�� � ���� �� �� ��/
����

(A = D, S = Y )
��/

(A = R, S = Y )
� .�

pS(Y ) = .62 = .48 + .14 = pA,S(D, Y ) + pA,S(R, Y ).

' ���� 	� �	& ��� �� �� ���&�� ���� � ���� �� � ����	 �� �� 	 �� � ! � �  ��� �%� � ����������� $���%! �������!� �'' ��! � ��% � �����������!" $�� � �� ���#!" � $ ��! � ��!� �������! � ' �� ���� �� �
%��#& ��� %�� ���� ��� � �#& ��� ���&� �� � �� � ��� / ��	 ���� ���/�# �������� X

��/
Y

���

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY |X(y | x) = fY (y) · fX | Y (x | y)
����( �

fX(x) =
∑

y

fX,Y (x, y) fY (y) =
∑

x

fX,Y (x, y)

.�#�� �#�� �� ���� � � ��� ��� ����� ��� ��/ ���/ �� � �/ #��� ��� �� ��/ 	� �/ �� �� �� �� � ��#��
� �#�� �� �� � �� ���� � ��� ���&�/ � 2 �/ ��#�� �#�� �� ����

fX

��/
fY |X

��/ ���/ �� � �/
fY

��
fX |Y

� ' �� %� ���� ��� ����� �� �� �+�#��� �% � �� ����� � � 3� �� � 	�##� � ��� ��# ��
/ �&� ���� ��� - / ������ �	 ��� ���� - �� ��� ���� ���� ��� - ��/ #��� ���� � �� �/� �

' �� ���� �	 ������ �� �� ������ �	 	�# ��� �� �� � ��� �� � ���/�# �� �����/ %�� ��� �� �/ &�� �' �� ���� �� 0�� �		& ���� �� ��� %� ���� ��� �� ��� 	 %�� �������� � �� &�� ��� �� �/� - � �� ����
��� � 0�� 	���	� �% ���& ����� � ��� �� ��� ���& �� � %�� �� ��&�� �� - � �� ���� ��� � ��� 	���	�
�% ���& ����� � ��� �� ��� ���& �� � . &����� ���� � ��� "�� �% �������� &�� ��� �� �/� � 2 � �������
�� �� �/�# �� �� ��	��/ � �� � ���� ���& ��� � ��� �� ��� ���& �� � � ��� �� � �� ��� ������ � ��� ���
�� � ��� �� �/ &�� ��' ��� �� � ��� ��# � % ��� ���/�# �������� - U - � �� ��� �� �/ &�� �% � �� ������� ��/

T
- � ��

���� ���& �� � % � �� ������� � ���
U = 1

�% � �� ������� &��� ��� �� �/� � U = 0
�% ��� � ���

T = 1



��� � �� �� �� �� ����� � ��� ���� ������ � ����� � ����� ("

T = 0 T = 1
U = 0

�!" ��) �)�
U = 1

��" �
) �"��!! �"(
'��� ��
 	 .�� �� �/ ��� ��/ '��� 6��& ���

�% � �� ���� ���& �� �� ��� �� ��� �
T = 0

�% ��� � � � ����
fU |T (1 | 1)

� � � 	�� 	� �	& ���� fU |T�% �� ����
fU,T

� ��/ �� 	�� 	� �	& ���� fU,T �	�&�� �� ����
fU

��/
fT |U

� � �	����� ���-

fU , fT |U −→ fU,T −→ fU |T

' �� 	� �	& ��� �� �� ���

fU,T (0, 0) = (.7)(.9) = .63 fU,T (0, 1) = (.7)(.1) = .07

fU,T (1, 0) = (.3)(.1) = .03 fU,T (1, 1) = (.3)(.9) = .27

��

fT (0) = .63 + .03 = .66 fT (1) = .07 + .27 = .34

��/ � �� ���

fU |T (1 | 1) = fU,T (1, 1)/fT (1) = .27/.34 ≈ .80.

3� ���� � ���/� - ���� ���&� � ��� ���� �� 0�� �		& ���� - � �� ������� ��� � ��� �� 4�� 	���	�
�% &� ��� ��� �� �/� � 3% � ��� /���� �� ���# ���& �� ��� �� ����� ���� - � ���� �% � ����� �&# � � �%
�������� - ��� ��� � 2 �&� "� � ��� � ��� �� �/ &�� �� �% � ��# ��&� 
) � ��� ���� ��� �� ��� �
2 �&� )� � ��� � ����&�� �� � % � ��# ��&� ) � ��� ���� ��� �� ��� � .� ��� �� � ��� � ��&� "(�������� � �� ���� ��� �� ��� - � % � ��# ��&� 
) - �� 4�� � ��� � &�� �� �'��� ��
 �� ������ � �� ��������� �� � �% � �� ��#� �����# � 3� �� �# ����� �� �� �	�#�
%�# ����� � �� � ��� 	��	���� ��/ ����� �� � �� �� �#� �% #��� ��� �- 	� �/ �� �� �� � � �/ � � ��� / ���
� ��&� �� �� - ��/ ��� �� �� �� �� � ���� ��� � � ��� ��& ��� ������� ���� �� � �	�&�� �� #���
	�# ���	���/ ��� ��#� � �� �� �� �� 	� �������� ��& ��� �� ����� ���� �� � �

*+�# ��� ��! �� � %& �� �� � ���&�� ��� �� � �% � � ��� - 	� �/ �� �� �� �- ��/ #��� ��� � / ��� ��&� �� �� �
���� � �� � �
 ����9 ��;��
�$����� -�� ���!��"��� �� ����!/������� �$� �!�� ��� �� ���!� ���"� ��� !��� �+
�������� �!��"����� ��� �"!/�/�� �� ��� 3������ ���� 6�!� ���������� � ����!��



��� � �� �� �� �� ����� � ��� ���� ������ � ����� � ����� ((

������� �� �����!� ��!�� 3�!����� � '�! � ��!���"��! �"��!�� �� � ��!���"��! ���! #
���

N
�� ��� �"���! �+ ��� ��������� ���� �� �!�� � 7"����� ����

N ∼ 5��
(λ)

+�!
��� �

λ > 0
� ���� �������� �����! ���� �/�! ��� � ����! �! �"!/ �/�� �� � ����� �� ���

�������� ��� ��$� ���! � ���
θ
�� ��� �!��������� �+ �"!/�/�� ���

X
�� ��� �"���! �+

��������� ���� �"!/�/� � 7"����� ���� ��� �"!/�/�� �+ ��� ��� �������� �� ��� �� �����
�� ��� �"!/�/�� �+ ��� ����! �������� � 6���

X ∼ ;��
(N, θ)

� ' ��"!� -�-� ���� � ���
������ �� /��"�� �+ ��� ���!

(N, X)
� 6�� �!����������� ���� ������ � ��� ���� �+ ���

������ �� '��"!� -�-� �!� �������
fN,X

���!� # �� "�"�� # ��� �"���!��� ��������� �����
/�!������ �� <!� ���:��� �� �"� � '�! �$����� #

fN,X(3, 2)
�� ��� �!��������� ����

N = 3���
X = 2
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0 1 2 3 4 5 6 7

0
2

4
6

N

X

...
...

$ ��& �� ���� 	 �� �# ��� � �� �� �&�� � % N ��/
X
- � �� �&# � � �% ��� ���/ ����� ��/ � �� �&#� ����� �& �� ��� �

6�� ��$� ���� �� �� .�"!� �"� ���� ��� * ���� �!����������� �!� � 3������! # +�!
�$����� # ��� �/���

N = 3
� 6��� �/��� ��� � � ��!�������� ���� ��� +�"! �� ����!

�/����
(N = 3, X = 0)

#
(N = 3, X = 1)

#
(N = 3, X = 2)

# ���
(N = 3, X = 3)

� 7�

fN (3) = fN,X(3, 0) + fN,X(3, 1) + fN,X(3, 2) + fN,X(3, 3)

6�� 5������ ����� +�!
N

����
fN(3) = P[N = 3] = e−λλ3/6

� ;"� ��� �� ��� �����
e−λλ3/6

��/���� ���� ��� +�"! ��!��� 6��� <� ���!� ��� ;���� ��� � ���� +�!
X

��� ��



��� � �� �� �� �� ����� � ��� ���� ������ � ����� � ����� (�
�� � 6�� ��/ ����� �� � ��� ����!���� �� ��� ; ���� ��� �!�����������

(
3

0

)

(1 − θ)3

(
3

1

)

θ(1 − θ)2

(
3

2

)

θ2(1 − θ)

(
3

3

)

θ3

6��
e−λλ3/6

�� � � �!����� �!��������� ��:� ��� �$� �� ��� �� �������8�"���!� �!����� �
6�� ����� ��� �!����������� �� �/� �!� � ���� �� � �!����������� ��:� ��� �$� ��� 0$� �
���� �!� ����������� ��

N = 3
� 6�� �������� ��

fX|N(2 | 3)
�!

P[X = 2 |N = 3]
� 6��

* ���� �!����������� �!�

fN,X(3, 0) =
e−λλ3

6
(1 − θ)3 fN,X(3, 1) =

e−λλ3

6
3θ(1 − θ)2

fN,X(3, 2) =
e−λλ3

6
3θ2(1 − θ) fN,X(3, 3) =

e−λλ3

6
θ3

2� ����!�� #

fN,X(n, x) = fN(n)fX |N(x |n) =
e−λλn

n!

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x

�� ��������� � ���� � � ����!����� �� fX

# ��� ��+ +�! ��� �"���! �+ ��������� ����
� ��� � � !��!"���� ���� ��� ���"������ �� � ��!���"��! ���! � '�! � ��!���"��! �"���!

x
#

fX(x)
�� ��:� �� �:��� �� '��"!� -�-� ����� ��� ��!������� ���� ��!!��� ������ ��

X = x
�

6� ���
fX(x) ≡ P[X = x]

# �� �"�� ��� "� ��� ��� �!����������� �� ���� ���� �

fX(x) =
∑

n

fN,X(n, x) =

∞∑

n=x

e−λλn

n!

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x

=
∞∑

n=x

e−λ(1−θ)(λ(1 − θ))n−x

(n − x)!

e−λθ(λθ)x

x!

=
e−λθ(λθ)x

x!

∞∑

z=0

e−λ(1−θ)(λ(1 − θ))z

z!

=
e−λθ(λθ)x

x!
6�� ���� ��"����� +����� � ����� ∑

z · · · = 1
����"�� �� �� ��� �"� �+ �!����������� +!��

��� 5��
(λ(1 − θ))

����!��"���� � 6�� .��� !��"�� �� !��������� �� � �!��������� +!��
��� 5��

(λ∗)
����!��"���� ���!�

λ∗ = λθ
� 7�

X ∼ 5��
(λ∗)

�
2� ��� ��!�/����� �� "��� ��� �"�����"����

z = n − x
� 6�� �!��: �� ��!�� !�� ��4

��!��� �



��� � �� �� �� �� ����� � ��� ���� ������ � ����� � ����� (!

$�� 	��� ��&�&� �� �/�# ����� ��� - 	� �/ �� �� �� � ��/ � � ��� /��� �� ��� ��� � ����� �
pX |Y (x | y)��/

pX,Y (x, y)
�����	� ��� �� � �/ - ��� ���&� �� �� *�&�� �� � ���( �� ����

pX,Y (x, y) = pX(x)pY |X(y | x) = pY (y)pX |Y (x | y)
����� �

pX(x) =

∫ ∞

−∞
pX,Y (x, y) dy pY (y) =

∫ ∞

−∞
pX,Y (x, y) dx

' �� ��� �	 �� � �� ��#� �� %�� / ��	 ���� ���/�# ����� ��� � 3� ��/� � %��
(X = x, Y = y)

��
� 		& � �� ���/ � �� �� � �% � �� %� ���� ��� �

� � $ ����
X = x

� 		& �� � ���
Y = y

� 		& �� � ' �� ���� ������� �% � ��� ��������� �� � &��
pX(x) × pY |X(y | x)

- � �� ���� ������� � ���
X = x

� 		& �� � �#�� � �� ������������ ���
Y = y

� 		& �� &�/� � � �� 	� �/ �� �� � ����
X = x

��� � ����/� � 		& ��/ � �� �� ��
������ �� �� �&���� �	�&�� - %�� 	��� ��&�&� �� �/�# �������� - � �� ��� ������ �� � ��&� ���� ������� �� � &��%& � ��� �� ����� ���& �� ��� ���


 � $ ���� Y = y
� 		& �� � �� �

X = x
� 		& �� � ' �� ����� ���� �� � �# ���� �� ���� �� ���# ��

1&�� �� %�� � ��� �� ���/�# ����� ��� - ��� ����� ��� ��� ����� �� �� �% � �� /� �� ���� 3%
A

��
� ��� �� � �� ���

(x, y)
����� -

P[(X, Y ) ∈ A] =
∫

A
p(x, y) dx dy

- � �� �� ∫
A

. . .
��/ �	���� �

/�&�� ����� �� � ��� � � �� ��� �� �
A
�

1 &�� �� %�� / ��	 ���� ���/�# �������� - � �� &�	� �/ �� �� �� � /� �� ��� �% � ���/�# ����� ���� 	� ���/ ���  ��� �%� � /��� ��� � pX

��/
pY

��� #��� ��� � /� �� �� ��� � ���
B ⊂ R � � ��� �

. ��	� � /� �� ��� �� �� �� %&�	� �� � ���� #&�� � ����� ����/ �� 	� �	& ���� � ��� ������� - � �� �� ���/ -
P[X ∈ B] =

∫

B
pX(x) dx

� 
 � ��� ���� � ���/ -

P[X ∈ B] = P[(X, Y ) ∈ B × R] =

∫

B

(∫

R

pX,Y (x, y) dy

)

dx

� ��	� �#�����
pX(x) =

∫

R
pX,Y (x, y) dy

�
2 � �+�# ��� � ��� �� �� ���&�� ���� � 2 	&���#� � 	� ��� � �� 	�#�&�� � �� �� ���� � ���

X
� ��� �#�&�� � % � �#� �� ����/� � � �� �/ ��/

Y � ��� ���� � /& ��� �� � �% � �� 	� ��� ' ��
�#�&�� � % � �#� � 	� ��& ��� �� ����/� � �� � ��# �%�� � ��� 	� �� �� ����� ��/ ��

W = Y − X
�

. &����� ��� � � ��� /� �� ��� ��
pX,Y (x, y) = e−y

�� � �� ��� �� �
0 < x < y < ∞ �

� � ��� � �" ��!  ��� �%� � '!%" ��� � $ X �

p(x) =

∫

p(x, y) dy =

∫ ∞

x

e−y dy = −e−y

∣
∣
∣
∣

∞

x

= e−x



��� � �� �� �� �� ����� � ��� ���� ������ � ����� � ����� ()


 � ��� � �" ��!  ��� �%� � '!%" ��� � $ Y �

p(y) =

∫

p(x, y) dx =

∫ y

0

e−y dx = ye−y

" � ��� � �" ��! &�%'����%� � '!%" ��� � $ X � ��!% Y �

p(x | y) =
p(x, y)

p(y)
= y−1

( � ��� � �" ��! &�%'����%� � '!%" ��� � $ Y � ��!% X �

p(y | x) =
p(x, y)

p(x)
= ex−y

� � ��� � �" ��!  ��� �%� � '!%" ��� � $ W �

p(w) =
d

dw
P[W ≤ w] =

d

dw

∫ ∞

0

∫ x+w

x

e−y dydx

=
d

dw

∫ ∞

0

(

−e−y
∣
∣
∣

x+w

x

)

dx

=
d

dw

∫ ∞

0

e−x(1 − e−w) dx = e−w

$ ��& �� ���! ���&�� ����� � �� �� �� ���� 	� �	& ��� �� �� � $�� �&��� �� �� � ��/ 
 - � �� ����� �
	�#�� % ��# &� ��� *�&�� �� �� � ��� � ' �� � ��� ���� /��� �� ��� 	�##� �� �� � �� ��# ��� �%
����� ��� �� � � 3� �&��� �� � �- %�� �+�# ��� - %�� ��� ���� �	& ��� �� �&� X = x

-
Y

������
% ��#

x
�� ∞ - �� 	�� � ���� % ��# ���� � ��� �% � �� ��& �� � ' ��� �� � �� �� ��� ��# ��� �%

����� ��� �� � 	�#� % ��# � 3� �&��� �� � 
 - %�� ��� ���� �	& ��� y
-
X ∈ (0, y)

- � ��	� ��� ���
��# ��� � % ����� ��� �� � � ���� � �/� ���� � � �� 	� �/ �� �� �� � /��� ��� �%

X
� ��� �

Y
%�� �����

/ �� �� �� �� �&�� �%
Y
� � � ��� ���� ��� /��� ��� �%

X
�� &��%��# � � ��� ���� ��� �

(0, y)
� .��

.�	� �� � � �( %�� / ��	&�� �� � � % � ��� /� �� ���� ���� � �/� ���� � � �� 	� �/ �� �� �� � /� �� ��� �%
Y� ��� �

X
%�� ����� / �� �� �� �� �&�� �%

X
� 3� ���� � - � ��� - � ���

Y > X
��/ ��	��/ - � ���

��� /� �� ��� � %
Y

/�	��� �+ �� ���� �� ���� .�� .�	� �� � ��" �" %�� / ��	&�� �� � �% � ��� /� �� ����
���� � �% � ���� � � �� ��� �� � �% ����� ��� �� � %�� �&��� �� � � � '��� ��� � �#� �� &�/� ���� �/� �� #����/ � ��� &��/ �� ����� � �&��� �� � � �� ��� /�� ���� � �� � � �� �/�# ������� X

- ��#�� �#�� ��� �/% �� � ��� � �� &� ��/ �� 	��
	� �	& ���� ��� �+ ��	��� �� � 	

E(X) =

∫

xp(x) dx.
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$ ��& �� ���! 	 �� � 	 � �� ��� �� � � %
R2

� �� ��
(X, Y )

���� � ��� 	 � �� #��� ��� � /��� ��� �%
X
�

��� 	 � �� #��� ��� � /��� ��� � %
Y
� �9 � 	 � �� 	� �/ �� �� �� � /��� ��� �%

X
� ����

Y
%�� �����

�� �&�� � %
Y
� �� � 	 � �� 	� �/ �� �� �� � /� �� ��� �%

Y
� ��� �

X
%�� ����� �� �&�� �%

X
� �� � 	 � ��

��� �� �
W ≤ w



��� � �� �� �� �� ����� � ��� ���� ������ � ����� � ����� (0
�' �� ����� �� � �� �����	�/ � � �&# �%

X
�� / ��	 ���� �� 
 � �� � � �#��

X
������ #��� ���& �� ����� ���� � % � �� ��

(X, Y )
��/ ��� �+ ��	��� �� � ��

E(X) =

∫

xp(x, y) dxdy.

' �� ��� %��#& ��� ��� - � % 	�& ��� - ��& ��� �� �� � �&� � ���
X

/��� ����� �� ���� �% � �� ��-
� �� �� �� �� ��� � ����� � ��� �� � ���

p(x)
��/

E(X)
	

pX(x) =

∫
(
pX | Y (x | y)

)
pY (y) dy = E

(
pX | Y (x | y)

) ����!�

E(X) =

∫ (∫

xpX | Y (x | y)

)

pY (y) dxdy = E (E(X | Y )) .
����)�

' �� ����� �� � /��� ���� ��#� �+ ������ �� � � $�� ��� �&#� � x
-
pX | Y (x | y)

�� � %&�	� �� � �%
y
- ���

g(y)
� ' �� # �// �� �� �# �� *�&�� �� � ���! �� ∫

g(y)p(y)dy
- � ��	� ��&� �� E(g(y))

-
� ��	� �� � �� ��� �� ���/ �� �# � . �# ������-

E(X | Y )
�� � %&�	� �� � �%

Y
- ���

h(Y )
� ' ��

# �// �� �� �# �� *�&�� �� � ���) �� ∫
h(y)p(y)dy

- � ��	� ��&� �� E(h(y))
- � ��	� �� � �� ��� ��

���/ �� �# �
���� � �� � �� ����9 ��;� � �
 ;	 �;��9 �
�$������ -�� ��� -�� ����"����

(N, X)
# ��� �"���! �+ ��� ��������� �� � +�!���

�"��!�� ��� ��� �"���! �+ ����� ���� �"!/�/�� �/�! ��� � ����! � �$����� -�� �"�4
������ ��� ����������� � ����

N ∼ 5��
(λ)

���
X |N ∼ ;��

(N, θ).

��"����� -�-, ���� � ����
E(X)

��� � � ����"��� ��

E(X) = E (E(X |N)) = E(Nθ) = θE(N) = θλ.

���� � �� � �� �� ���� � �
;	 �;��9 �
�$������ -�-# -�0 ��� -�1 ���!��"��� ��� ���� �+ �!��� � �$����� -�� ����"����� ���
������ �+ � ������ �

���
X =

{

0
�+ ������! �����

1
�+ ������! � ���

X
��� � ;�!��"��� ����!��"���� � �� �!� �!� ��� �� .��

P[
������! � ���

] = pX(1) = E(X).



��� � ��� �� ������ � ����������� ������������ ��
(� �:� �"!� ��" ��� ���

pX(1) = E(X)
�) ���

Y
� � ��� �"����� �+ ��� 3�� �4�"�

!��� � ��"����� -�-, ����

E(X) = E (E(X | Y ))

= E(X | Y = 2) P[Y = 2] + E(X | Y = 3) P[Y = 3]

+ E(X | Y = 4) P[Y = 4] + E(X | Y = 5) P[Y = 5]

+ E(X | Y = 6) P[Y = 6] + E(X | Y = 7) P[Y = 7]

+ E(X | Y = 8) P[Y = 8] + E(X | Y = 9) P[Y = 9]

+ E(X | Y = 10) P[Y = 10] + E(X | Y = 11) P[Y = 11]

+ E(X | Y = 12) P[Y = 12]

= 0 × 1

36
+ 0 × 2

36
+ E(X | Y = 4)

3

36

+ E(X | Y = 5)
4

36
+ E(X | Y = 6)

5

36

+ 1 × 6

36
+ E(X | Y = 8)

5

36
+ E(X | Y = 9)

4

36

+ E(X | Y = 10)
3

36
+ 1 × 2

36
+ 0 × 1

36
.

7� �� ���� !�� ���� �� .��
E(X | Y = y)

+�!
y = 4, 5, 6, 8, 9, 10

� 6�� ����"������� �!�
��� ��� ���! � �� � ��� �� ��� �+ ���� �� ���"��!��� � ���

w = E(X | Y = 5)
��� ���

z������ ��� ��$� !��� �+ ��� ���� � ���� � ��� � ��� ����������� �� ��� ����� # ���� �
!��� �+ ��� ���� ��� ��!�� �������� �"���� �� � ��� (�+

z = 5
) # �  � (�+

z = 7
) # �! 
 � �

����� (�+
z
�� �������� ����) � 6��!�+�!�

w = 1 × 4/36 + 0 × 6/36 + w × 26/36

(10/36)w = 4/36

w = 4/10.

� +��! ��� ���! ����"������� +�! ��� ����! �������� ������ �� .��

E(X) =
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36
≈ .493.
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 �� � � ������

$ ��& �� ���) ���� � ��	� ����� �� ������/ ��� ���� ��� �� ���� � ������� � 3� �� �� �/� �� % ��#
� �� ���� ���� ���� � �� ���� ��/ ���� � � �/� � ��� �� �� 	 ���� �� ���� 	 ����/ � �� � ��	� ���� �-
� ���� � �� �� ��� �� ����� ����� � �� �� � �� ���� ��/ �� �� � � �/� � �� #&	� ����� � � .��� ��� �	 ����
���/ � ��� �� �&��� �%� ��� �� ������ �% �&	� �� ��� �� ������ �
$ ��& �� ���) ��� ���/&	�/ � ��� %� ���� ��� ���� �% 5 	�/� �

	���� � �� �� �
 ��� �

• 	��� � �� ���/&	�� � ����" � �� �- � #�� ��+ �% �	���� �� ���� �% ��	� �� �� �% �������� �' �� ��#�� � % � �� �������� ��� ���� � � �� �� ��� #� �� / ���� �� � �% � �� #�� ��+ � ' ��
(i, j)

� � ���� �� ��� #�� ��+ �� � ���� �% ������� i
�� ��&� ����� �� j

� $�� �+�#��� -
� �� &��� � ��� �� ���� ��� ���� � �� ���� �� ��� �� �� �	� � �+ �� ��/ ���� � � �/� � � � ���
��������� � �+ �� �

�� %�� ��� #��� 	�##� � #���& ��� �% ���� 	 ��� �� � ��� &� �����%&! ��/ &���!�� ���% �
��� ;�	 �
 ; � �
 � ' �� &� �����%&! �%

X
��/

Y
��

Cov(X, Y ) ≡ E((X − µX)(Y − µY ))

3� 5 - 
�� #���& ��� � �� 	�������	� �� � ��# ��� � ' �&� - 
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*�	� 	�������	� ��� ��� #& �� �� ���/ � ��� �	�&�� ��	� ������� ��� ��� #& �� �� ���/ ��� � 3� %�	� - � ��� ���	� ���� �� � ���	 �� � 	��� �% � �� %� ���� ��� ������# �
� ��
��� � �� � �!� X

�%'
Y

� ! ��%'� �������!" � ��!% Cov(aX + b, cY + d) =
ac Cov(X, Y )

�
� ��� $�

Cov(aX + b, cY + d) = E ((aX + b − (aµX + b))(cY + d − (cµY + d)))

= E(ac(X − µX)(Y − µY )) = ac Cov(X, Y )

' �����# ��� ���� � � ���
Cov(X, Y )

/� ���/� � � ��� �	� ��� �� � ��	�
X

��/
Y

���
#���& ��/ � 2 �	� ���% ��� #���& �� �% ���� 	 ��� �� � ��& �/ � ��� � &��%& �� ����� ��� �� � �� � ��
#��� 	�##� � �&	� #���& �� �
��� ;�	 �
 ; � �� � ' �� &���!�� ���% ����� �

X
��/

Y
��

Cor(X, Y ) ≡ Cov(X, Y )

SD(X) SD(Y )
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� ��	� 	� �� �#� � �� � ��&� ��� �#����� �� � ���� ���� � �� ���� - ���� � �� ���� - ��/ ���� � � �/� �
��� ��� ��� ���� 	 ����/ � �� � ��	� ���� �- &� ��� � ��� �� ��� �� ���� 	 ����/ � �� � ���� � � �/� � �

' �����# ��! �� ��� &� � ��� 	���� ��� �� � �� &�� �	��/ � ������ 	������ �� #���& ��#� ��
�	� �� �



��� � ��� �� ������ � ����������� ������������ �(

� ��
��� � �
 � �! � X
�%'

Y
�! ��%'� �������!" � ��!% Cor(aX + b, cY + d) =

Cor(X, Y )
�

� ��� $� .�� *+� �	 ��� (� �
����� ��� �� � /���� �� #���& �� � �� �� ��� �% ���� 	 ��� �� � � �� � ��� #���& ��� 	 �&��� ���� ���&�/� �� �� �� �� ���� � ' �� � ��� ��� 	� �&# �� �% $ ��& �� ���4 ���� /��� ���� � ��� 	 �&��� � ���&�/� ���� - &� � �� � ��#� �	���� � ���� ��/ � ��� � �� ���� � ' ���� /��� ���� ��� � �� �� ��

/��	 ���/ � ��� �� 	���� ��� �� �� - � ��	� #���& �� � �� �+ �� �� �% � �� 	 �&��� ���� � � �� ��� �� �
��� 	���� ��� �� � - � �� � �� ��� � � �� �� ���� 	 �&��� � ���&�/ � �� ���� ��/ � �� ���� � ��� �	���� ��
,���� ��� �� �&�� � % � �� 	���� ��� �� � 	��������/ �� ����� � �� � ����� ��� � �� ��� � ' �� ����
	� �&#� �% � �� ��& �� ���� � ��#� ���� � � ��&�� �� �� � ' �� � ��� ���� � �% � �� ���� 	� �&#�
�� ��� /��	 ���/ �� ��� ��� ��� ��� ����/ 	 �&��� �� �% �� ���� �  ������ ��� 	� ��� ��� �� � �%
�0! - � �� ���� � /� �� ��� �� �� �� � �� ���� ��� ���� ���� � �% � �� ��	� �/ 	� �&# � � ' �� ��	� �/
��/ � ���/ ���� �� � % � �� ���� 	� �&# � ���� /��� ���� � ��� %� ���� ��#� �� ������� ����� �� �%
���� 	 ��� �� � � 2�� �� - � �� �� 	���� ��� �� �� ��� # �� ���/ ��� � $ ��� ���- � �� ���� ���� � �% � �� ����
	� �&#� ���� � � /��� ��� �� � ��	� #��� �% � �� �� ���� ��� � �� �� �� 	 �&��� ��/ ���&�/ � ����
&� �� � ��	� ��� �� ��� ��� �&� ��� �� � ' �� ���� 	� �&#� /�#� ��� ����� � ��� 	���� ��� �� �� ���
��� ���/ /��	 ������� � % �� ������� /��� ���� - �� /��� ���� � �� � �&� ��� �� ������ ��� �� � #���& ��� ������ ���� 	 ��� �� � ������ ���/�# ����� ��� � �&� ��#�� �#�� ��
���� �� ��� � ����� � ��� ���/�# �������� ���� ��� ���� 	 ��� �� � �� � ��- ��� � &�� �������
��� ;�	 �
 ; � �� � '�� ��� ���/�# �������� - X

��/
Y
- ��� �� �/ �� � �%'!� !%'!% � �%

p(X | Y ) = p(X)
- %�� � �� �� �&�� � %

Y
� 3%

X
��/

Y
��� ��� ��/����/��� ���� ���� ��� �� �/

�� � '!� !%'!% ��
3%

X
��/

Y
��� ��/����/��� ���� �� �� � ��� � �&� ����

p(Y |X) = p(Y )
� ' �� ���� ��

������ �� � �� � ��� ���� ��� � �� � % � �� ���/�# �������� /� �� ��� 	����� ��� ���������/ ��� ��&� �� � � % � �� ���� � � 3%
X

��/
Y

��� ��/� ���/��� �/� ���/� ��� �� � ����
X ⊥ Y�

X 6⊥ Y
� � 3%

X
��/

Y
��� ��/����/��� ����

Cov(X, Y ) = Cor(X, Y ) = 0
� ' �� 	���

�� ��� �� ��� � �&� � 2 ��� - �%
X ⊥ Y

� ���
p(x, y) = p(x)p(y)

� ' ��� ���� ��&� ���� �� &�&� ������� � �� � ��� /�� ��� �� � � % ��/� ���/� �	� �
 � ��� 	� �%&�� ��/����/� �� � �� � #&�&� ��� �+ 	 �&� ��� � ���

X
/� ���� ��� �&�	�#� �%

� / �� �� �� ��/ ���
A = 1

�%
X ∈ {1, 2, 3} ��/

A = 0
�%

X ∈ {4, 5, 6} � A
�� 	� ���/ ���%'�&� ��� ����� �� �	�&�� �� ��/ �	���� � �� � 		& ���	� �% � ���� �	& ��� ����� � ' �� �� �� �

���	 �� � ����� �� � %�� ��/ �	���� ����� ��� 	

A = 1{1,2,3}(X).

1{1,2,3}
�� �� �%'�&� ��� $#%&���% �

1{1,2,3}(X)
�� � �� �� � � �� � �		��/ ��� �� � ����� �

X
��

�� � �� �&�	 ���� � ���
B = 1{4,5,6}(X)

-
C = 1{1,3,5}(X)

-
D = 1{2,4,6}(X)

��/
E =



��� � ��� �� ������ � ����������� ������������ ��

cor = −0.9

cor = −0.5

cor = −0.2

cor = 0

cor = 0.3

cor = 0.5

cor = 0.8

cor = 0.95

cor = 0.96

cor = 0.67

cor = −0.37

cor = 0.62

$ ��& �� ���4 	 	���� ��� �� ��



��� � ��� �� ������ � ����������� ������������ �!

1{1,2,3,4}(X)
�
A

��/
B

��� /����/��� �	�&�� P[A] = .5 &� P[A |B] = 0
�
D

��/
E

���
��/����/� �� �	�&�� P[D] = P[D |E] = .5

� 
�& 	�� � ��� 	��	� � ���
P[E] = P[E |D] =

2/3
�  � ��� 	� �%&�� /����/� �	� � �� � 	�&�� ����� A

��/
B

��� /� ���/� �� - &� �� �� �� �
	�&��� � �� ���� ��

$�� �� �+�#��� - ��	� �� � �� �� �� ���� ����� � � ���� (! �
X

��/
Y

�� �� ��� �#�&�� �%
� �#� � � �� �/ ��/ � �� ���� � �� ���� �% � �� 	� ��- �����	� ��� ��� ' �� / �� �� �	� ���

W = Y −X
�

� � %�&�/ p(x | y) = y−1 � ��	�&�� p(x | y)
/����/� � �

y
-
X 6⊥ Y

� . �# ������-
p(y | x)/� ���/� ��

x
�  � �� � ��� #��� �� ���� � �& �/ ���� ��� ��#������ ��&� X

�� �� &��������� ��&� Y �� ��� ��&� X
��/

W � 2 �� � ��� ��/� ���/� ���
p(w | x) =

d

dw
P[W ≤ w |X = x] =

d

dw
P[Y ≤ w + x |X = x] = e−w

� ��	� /��� ��� /� ���/ � �
x
� ' �� ��%���

X ⊥ W
�  � �� � ��� #��� �� ���� � �& �/ ���� ���

��#������ ��&� X
�� �� &� �������� ��&� W �

���� � �� � �< ����9 ��;� � �
 ;	 �;��9 �
�$������ -�� # - �� # ��� -�, ��!� ���"� ��� ��������� �� +�!��� �"��!��� � 7"�����
���� ���������� ����!/� ��� �"���! �+ ��� ��������� �� � �"��!�� +�!

k
�"������/�

���!� � ���� ��� ����!/������
N1

# � � � #
Nk

� 2+ ��� �������� �!!�/�� !��� �� ��� ��� � �/�!�
���! # ���� �� ��"�� ����� ��� � ����

Ni ∼
5��

(λ)
� 2 �� �#

λ
�� ��� ��� � +�! �/�!� ���! �

2+
λ
�� :���� # �! �+ �� ��������� ��

λ
# ���� ��� �"���! �+ ��� ��������� �� ��� ���!

����� "� ������� ���"� ��� �"���! �+ ��� ��������� �� ������! ���! # �� ��"�� �����
���

Ni

<� �� � ���� ����� ������ # ��� ����! * ���� �������# ����������� ��
λ
# ��"�� � �

p(n1, . . . , nk | λ) =

k∏

i=1

p(ni | λ) =

k∏

i=1

e−λλni

ni!
=

e−kλλ
P

ni

∏
ni!

;"� �+
λ
�� "�:���� ���� �� � ���� �!��� �� ��:� � !����� /�!����� � 2� ��"�� �� �

!����� /�!����� �+ # +�! �������� # � ���!��� �� ������� �� ��� +�!��� ��� ����!���
λ
<� ��

����� � �� ������ �� !����� �! �+ �� ���"��� �+ � ��"!� �� !����� �� ��������
λ
+�!

�"! ��!���"��! �� ������ � 2� ���� ���� ��� ���� +!�� ��!�� ���!� #
N1, . . . , Nm

# ���# � ����
��+�!� ����� ���"�

λ
��� ���!�+�!� �� �"� ��:��� /��"�� �+

Nm+1, . . . , Nk

# �� ���
Ni

<�
�!� ��� ������ � 2� +��� #

p(n1, . . . , nk) =

∫

p(n1, . . . , nk | λ)p(λ) dλ =

∫
e−kλλ

P

ni

∏
ni!

p(λ) dλ

7� # ������! ���
Ni

<� �!� ����� ������ �� ��� � �"������ � ��� � ������ !���� �����! �
2������ # �� ��� ���� �� �"! � �!�� ����/� � ;"� �� �����! ���� # �� ��"�� ��� ���

Ni

<� �!�
������������� ����� ������ ��/��

λ
�
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� � ��� ��� �� �
� � ���� � ����/� ���� - �� *+�# ��� ��
 - �� �+�# ��� �% 	�#�&�� � � �#& ��� �� � �� ��� �#���
� ��� ������� ���� ���/ ��- � �#& ��� �� � 	�� � �� ��%& � �� ���� �� � �� ��� �% �����#� 		� �	& ��� ��� �������� ��� - ������ ��� ���� ��� �	� � ��� 	�/& ��� - ��/ ��� �&�� ��� ����� �� �� � ' ����
��� �+ ��� ���/ ��/ �+�#�����/ �� � �� ��+ � ���� �� � �&��	� �� �� �

� �� �� �� ������ ��� ��	������� ���

� �� ����� ��� 	�� � %�� � � ��� �#���/ � 	�# �&�� � � �#& ��� �� � � . �#& ��� �� �� ��� ����	 �� ���
&��%& � %�� ��� ��� �� 	�# ���	���/ � ��� ��� �� ��� ����� ��� 	����� � ��� ��� 	� �	& ����/ ����/ - &� 	�#����/ � % �#� ��� � ��� ��� � ��� ��� ��� ��� # �# �	��/ � � 	�#�&�� �� $�� ������	� -�� *+�#��� ��
 �� �����/ �� ���� � �� ��� ������ � ��� ��� ������ � �� � 	 ���� ��#� �� ���
� �� �� � ) �� �� � � ��� ��#� 
 &� �� ��� 2 �� ��&� � �� �� ���� ���&�� �� 	� �	& ���� ���� ����������+�	� ��- �� / �/ �� � � �#& ��� �� � �� ��� *+�#��� �

*+ ��	��/ �� �&�� 	�� � ��� � ��� �#���/ � � �#& ��� �� �� � ���
Y � � ���/�# ����� ����/ �&����� �� ���� �� ��� �#��� ��� �+ ��	��/ �� �&� �% ��#� %&�	� �� � µg ≡ E(g(Y ))

�
� � 	�� � ���� � 	�#�&�� � ���� ��# �� � �#& ���� Y

#��� � �#�� � '� ���� � ��	� �% � ��
� �#& ��� �� �� �� &�� ��� ����� �� �

y(j)
%�� ���

j
�� � � �#& ����/ �� �&� �%

Y
� ���

n � ���
�&#� � � % � �#& ��� �� �� � ' ���

µ̂g = n−1
∑

g(y(i))

�� � ���� � �� ��� �#��� � %
µg
� 3� %�	� - � �� ��� �% ����� ,&#� �� �� ��� &� � ���

lim
n→∞

n−1
∑

g(y(i)) = µg.

.� �� �� /� � ����� � � �/ ����� � � �#& ��� �� � �� ��� � #��� ��/ #��� �		& ���� ��� �#��� �%
µg
�
� �� ����� ��� 	�� � 	�#�&��/ �� ���	 �� � 	���� �% �+ ��	��� �� �� � . &����� �� ���� ��

	� �	& ���� P[Y ∈ S]
%�� ��#� ���

S
�  �� ��

X ≡ 1S(Y )
� ' ���

P[Y ∈ S] = E(X)
��/ ��

�� �� � �� ��� �#���/ �
�&#� � � % � 		& ���	�� �%

S�&#� � �% � ��� �� = n−1
∑

x(i).

*+�#��� ���� ���&�� ����� � �� � ��� ��#� �% ����� �
���� � �� � ��� �� ���� � �
;	 �;��9 �
�$����� -�� ����"����� ��� ������ �+ � ������ ��� ���� �+ 3!��� �  �!� �� ��� 5 ����
�� ����"���� ��� ��� � �!��������� �� ���"������ �
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����	 ���� �� 	&� 
� ��� � 	 ���� � �
����� ��� �� #
�� ��� � ������ ��� � � � ���� &�� �� �&� 
��� �� ����� ���

���� �� �&� � ���	 �� � � �  � ��	 ��
��� � �
�	 � ���� �� 	 ���� � �
��� �� �
����� ��� �� �

� ���� �	 � ���� �� � � �
��� �� #
����� ��� �� �

�
� � �� �� ���
���&�� � ��� �

� � �� ����	 ����

��� �
��	 � �� 	&� 
� ��� �� �
���� �� �&� � ���	 �� � � �  � ��	 ��
��� � �
�	 � ������� �� ������ 

 �

� �� �� �
���� �	 � ������ �� ������� �� ������ 
 �
� �� �� #
����
� �� �� ����	 ���� � ���� �

���&�� � � �� �
�

� ���� �� 
���
� �� � �� �
	�� � � �� 
 �� ���� �

� �� � �� � �� � � ��� �
��	 � ��
	� ��� � � �� ��� ���� �

• � �� �� 5 �� ��#� � %�� %��� 3% ����� ��� �� � � �� � ������ ��� �� # �

• �� ��� ������� ��� � �� ��� � �� � � � ' �� �� � � � ��� �� ���� �� #��� � �#�� ��
��	������ �� �� �� �� ������ ��� �� � �



���� � �� ������� �0
'�� ��� �+�#��� 	�/� � %�� � �#�� � .�� � ����� � ��& ��� ��&� (0� �� *+�#��� ��4
�&������ �2 �� �� � �� � ��� ��� �#��� ���� �% - �� �� &��%& � �� ��� �#��� ��� �		& ��	� �%

µ̂g

�� ��
��� �#��� � %

µg
� 3% � �� � �#& ��� �� �� ��� ��/����/��� ����

Var(µ̂g) = n−1 Var(g(Y ))
� �%

� �� �� ��� #��� �% � ��# � ���
Var(g(Y ))

	�� � �� �� ��� �#���/ � n−1
∑

((g(y) − µ̂g)
2)��/

SD(g(Y ))
	�� � �� �� ��� �#���/ �

n−1/2
√∑

((g(y)− µ̂g)2)
� ��	�&�� SD

�� /�	 ����� �� ��� ���� �� � ��
n−1/2 �.�� ��� ���� �� �

��# �� ' �����# �� - �� ����� � ��� %� �/ ��	 ����� ��
n

�� ��� - %�� �+�#��� - � �� %� �/ ��	 �����
�� �		& ��	��. �# ���� ��������� ������� �� ��� ����� ��� - &� � ��� �� ��� � �#& ��� ��� ��� � 		& �� �	��� ���� 		& ���	� � % �� ����� - � ��� ��� � �#& ��� �� �� ��� �� ���& ��� � ��� �� - �� �� ���� � #���
�+ ���	 �� %��#& �� %�� ��� ������	� ��/

SD
�

���� � �� � ��� �� ���� � �
;	 �;��9 �
 �� ���"!��� �� ��� ���"������ �� �$����� -�-$�

6�� ���"������ :���� �!��: �+
X
# ��� �"���! �+ �"������� �� � ���� �!���� � ��� θ�� ��� �!"� �!��������� �+ �"����� � (�$����� -�� +�"��

θ ≈ .49
# �"� �� � ��� �!�������

������������ �� ��� <� :���
θ
�)

X ∼ ;��
(
� ���� , θ)

Var(X) =
� ����(θ)(1 − θ)

SD(X/
� ����) =

√

(θ)(1 − θ)/
� ����

��� # �� ��� 3���!�� � �� �� 6���!�� �+ � ���� �� ��!�� #

θ̂ = X/
� ���� ∼ �

(θ, (θ(1 − θ)/
� ����)1/2)

� ��� �� �� ���� � ��� �� �!������� ��!� ��  �� ���"!��� �� ��� ���"������ ����
� ���� = 50

# �! 0$$ # �! -$$$ # ���� 6� ���"��!��� �� ��� -$$$ ���"������� � ��� � ���� =
50
# ���� ������! -$$$ � ��� � ���� = 200

# ��� ���� ������! -$$$ � ��� � ���� = 1000
�

6�� !��"��� �!� ����� �� � ��$���� �� '��"!� -�-� � 2� '��"!� -�-� ���!� �!� ��!��
� � �# ���� � ��� ���� �
 �$������� /�!�������� 6�� ��$ +�! � ���� = 50

���� � ����
��� � ����� �+ ��� -$$$

θ̂
<� ��� * "�� ���"� ��$ (��� ��!������� ���� ��!�"�� ��� � �$ ) #

���� �$� �+ ���
θ̂
<� +��� � ������ ���"� ��� ��� ��� (��� "���! ��� ����! ���� �+ ���

��$ ) # ��� ���� ������ ��� �+ ���
θ̂
<� +��� � ������ ���"� �1$ ��� ��� (��� �$���� �+ ���

����:�!�) � 2� �����!���� # ��� -$$$
θ̂
<� +�! � ���� = 200

�!� ��!��� �"� ���"� ���+ ��
�"�� # ��� ��� -$$$

θ̂
<� +�! � ���� = 1000

�!� ��!��� �"� ���"� ���+ �� �"�� ����� �
6�� +����! �+ ���"� � ���+ ��� �� +!�� ��� � ���� .5

�� ��� +�!�"�� +�!
SD(θ̂)

� � ���
� ���� ���!����� �� � +����! �+ ���"� � # ��� SD

���!����� �� � +����! �+ �� �"� 0 � 7��
��� ����� +�! '��"!� -�-� +�! � +"!���! ����!������ �+ ��$����� �
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	�� � � �� 
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�
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• ���� �� %��#� � #�� ��+ � ' �� %��# �� ���� �� �� ����� � �� 
���� � �� �� � ��� ���
��� ���� �� � �� #�� ��+ ��/ ���� � ��/ � 
��� ��� ��� �&# � �� �% ��� � ��/ 	� �&#�� �

• ��� �����	�� ���� � �� � �� ��#� �� 
 ����	�� �� ���� � �+ 	� �� ���� �� � ����� #���
�� �� � �� �� 	��� ���	�� �� ���� � �� � �

• 2 % ��	 ��� �� � �� ��� �� / ������ � /��� ��� � 3� ���/&	�� � ��	�� �� �� - �� ��� - � �� �
� ���� ����&� � ��� # �// �� � ' �� ��	���� �� 	� ��� ��� � �� 	� �� �� � ��� �% � �� /��� �
' �� ���� ��/ �	���� � �� #�/ �� � �% � �� /��� � *+ �� �/ ��� �� �� �	� ��� � ��� ��/ � ���� �� �+ ��� /����/ ����� 	� ���/ �� �"�!�" � ' �� � ����� �� 	� ��� �� #��� �% � �� �&�� �
��� �% � �� /��� � 2 %�� �+ � ��#� /��� �� ���� ��� ������/ � ��� ��� .�� *+�# ��� 
 �"%�� ������ � &�� �% �+ ����� ��/ � %& ��� � �+ ������ �� � �

� �� �� ��� ���� ��� ���� ��� ��� � ��	 �������

. �#& ��� �� � 	�� ��#�� �#�� � &��%& � �� /�	 �/ ��� � ����� � � ���� �	& ��� �+ �� ��#� �� �� ������
� ���� �� �� 	���� ��� �#��� ���� �� � ���� � �� �+ �� ��#���� �� ���� ��� �	� � ��� 	�/& ��� � $��
� �	� �� ��&� �+�#��� - 	� �� �/� � 2�� �� ����� - � �� �� - �% � �� �� -��� ��&/���� - "�� �% � ��
��&/� ��� ��� #�#� �� � % � �������� � � % ���� ����� �� ������ ��/ )�� ��� ��/� ���/� ��� �
' �� �� �� �� &�	�# ��� � ��	� �� � %�� ���/ �% � �� ��&/� �� ���� ����	� ��������� �� � � '��
	��/ �/���� ��� �&����� -  ��/ *� ���

θG =
��� ���� �� � �% � ����� �&����� ���  

θI =
��� ���� �� � �% ��/� ���/� ��� �&����� ���  

θ =
��� ���� �� � �% � �� ��&/� ��� �&����� ���  

2 �� �� �� 	�## �� �� ��/ �� ��� �#���
θ

��/ �� �� �� ���/ � ��� ��� �� ����� � � ��� ��# ��� �����&/� ��� � ' ���� / � � ���� ��� 	�/& ��� ��� �������/ �
� � 6��/�# �� ��#��� ��� ��&/� ��� � *�� �#���

θ̂1 =
��� ���� �� � �% �� ���/ ��&/���� � �� %����  


 � 6��/�# �� ��#��� ��� ��&/� ��� � *�� �#���

θ̂G =
��� ���� �� � �% �� ���/ � ����� �&����� ���  

θ̂I =
��� ���� �� � �% �� ���/ ��/� ���/���� �&����� ���  

θ̂2 = .3θ̂G + .7θ̂I
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" � 6��/�# �� ��#��� "� � ����� ��/ )� ��/����/� ��� � *�� �#���

θ̂G =
��� ���� �� � �% �� ���/ � ����� �&����� ���  

θ̂I =
��� ���� �� � �% �� ���/ ��/� ���/���� �&����� ���  

θ̂3 = .3θ̂G + .7θ̂I

� ��	� ��� 	�/& �� �� ���� 
 �� ��� �� ����� � � �� �&��� �� � �� � �+�	� 	� �	& ��� �� � - &������� � ��� �� � � �#& ��� �� � � 3� ��� � �#& ��� �� � �� � �� ��	� ��� 	�/& �� #��� � �#�� ��
��� ��� �		& ���� �� �� - � � ��� ���� � � � #&�� 	����� ��#� �� �&�� �� �&�� �%

θG

-
θI

��/
θ
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• �		 �� ������� � %&�	� �� � �� � #�� ��+ � 3� ��� 	�/� ���� - �		 �� ����� ������� � ��
%&�	� �� � ���� �� / �#� �� �� �  �% � �� #�� ��+ ����� ���� � ' ��� �� - �� ���& ��� � ��
#��� � % � % ��	� 	� �&# � � % ����� ����

' �� �+ ���� - ���� � �� $ ��& �� ��
� ���� � ���� �� ���	� �	� � / �� ���	� ������ ��� �����
��� 	�/& ��� �' �� ��+ � �+�# ��� ���� � ��� � �#& ��� �� � ��� &��/ �� ��� �&��� � ����� � �� �+ �� ��#� ��
��� ����� 	���� ��� �&� �
���� � �� � ��7 ������
6�� ���"�� �+ ��!� �� ���$ ��� # �! 3�

2

# �� ��� ��!�� <� ��������!� ��� � ��� ��������
���!������ �/�! ��� ���� ����"!� �! �� � !�" ��� ��� ��� ���!���� ��"!���+ �� ���

� ���� ��� ���� ��� �� � ��� 5 � 6����� � � �	 ��� �
�� ��:�� � ��� � ��!��� ���� #
!��!��"��� ��!� �� '��"!� -�0 -� 6����� ���	 �
�� ��/�� � �!��+ �$��������� � 6��
���� �!� ��� �������!������ �+ 3�

2

�� ��� ��� �����!� � ���"!�� �� � �"�� ��� ����
����� +!�� -��� �� -��, � 6�� ���� ���� � � �������� ���!������ �!��� ������� �� �
!��"��! ���"�� ����� � 6�� �!�� �!� !����� +�! ��� ���!���� �� �"!���� �+ +����� +"��� �
3�

2

�� � �!�����"�� ��� ���� �!��� ���� �� ��� ��� �����!� ������� �+ ������� ��
!������ �"� # �� �� ���!���� �� ��������!�� 3�

2

� ��� �/���"���� !��"�� �� �� ���!����
�� ��� ��!�� <� �����!��"!� � ;"� ���� �� ��!��! �� �!����� �� ��� ����� �� ��� ��!�� <�
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������ � 3�!��� �� � �"�!���� ������ �� ������ � 2� �� � ����� �� ���� �� ���!���� �� 3�
2� ��� ��"�� �� ���!���� �� ����� �!���� ����� �� �"!� � ��� ��!��� ����!� ��� � �+ ���

�$�!� ��!� �� �
6� ���!� ���"� ����� �!���� "���! ���/���� 3�

2

# ���������� � ���� �� ����"�����
�$��!�� ���� �� �!�����"��� � 2� � �!�����"�� # ��� ���� �+ ������ ��"�� � � �!���
"���! ���������� ���� �!� ��������� �$���� +�! ��� ���"�� �+ 3�

2

�� ��� ��� �����!� �
;"� ��� ����!����� ��/�!��� ��� �+ � �!�����"�� �� �"��� "���:� ��� "�����!�����
���"!�� ��/�!������ # �� # �� ���� /�!���� ����"�� # �$� �!�� ���� ���� ��/�� �� ����4
��� ������!� � �� �� ��4��� ������! �� � ����� # ��������� � +�� ����!� �� ���� ���! #
�������� �� � ����� # "�"���� ������� # ���� ��� ���� �� ��� ��� � 3�

2

��� � � ����� ��
��� ��! ������ ��� ������! � ;���"�� ��� ������! �� � ����� �������� # ��� �"�� 3�

2� ��� ����� � # ��� ��!� ��� � � ����� �� ������ � 7��� ������ ��� � � �!��� �� ������!�
� ��� �$���� 3�

2

����!� �� ������!� � ����"� ��� ����! �!���� �����!�� � ;"� ��
� ��� �!�����"��� # �� ��4��� ������!� �!� ��� ���������� �����+����!�� ����������
������ �� ����"�� �$��!�� ���� "���! �/�� ��!� ���"!�� ���������� �

6� ���� ��� # �� ��� ���� -��$ <� ��� �� �� �+ ; ��������� ��� ��/�!�������� � �4
���!�� �� ��� 9 �7 � � ���!�� ��� �+ ���!�� (��� ) � ���� �"���!���� !����!�� "���� �
���������� ������ '�3� # �! �
�� � �
 	�
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�'�3� �!�/���� � ���������� �� ����� ��� � ��!����� ��� �!�"�� �!��4
��� ������ � �� � � ����.�� �� ���"���� ���� ��� ������ ���������� � 6���4
����� 3� 04��!����� ��! �� !������� +!�� � ��!��� �+ /�!����� � �� �� ���� �����
"� �� 1$� �� ���� ���! # ��� �� ���� �� 0$ � �

�'��� +������: ����!�� ��� �!�4���"���� �+ 3� 0 �!�/��� ������ # ���/����
�3� 0� ���"������ ���� ��� ������ ���������� �

��� �������� ��� �� !��"�!�� � ��� '�3� ��"������ ��� ���!� �� ��
�����.���� ������ �� ���"!�� ��!4��� � ��!�� '�3� ����� !��"�� ������ �+
���� ���� ��� ����"!� +"���4+"��������� # �����!���� ���������4����� �!�4
������ � '�3� '���� ���� !��!����� ����� ��� ��������� � !�������� ��
�������!������ �+ ��������!�� 3� 0 �$������ �� ��� � ��4������4.!�� ���4
�"!���

7�� ��� ������� +�! ����"!�� ��� ��!� ��+�!� ����� � 2� � '�3� �$��!�� ��� # 3�
2

��
!������� ���� ��� � �!���� ��� ����� � 6�� ��/�� �+ 3�

2

������ ��� ���� �� ������"����
������!�� � � �!� 3�

2

�� !������� �� ������ �� :��� ��� ���"�� �+ 3�
2

�� ���
��� �����!� �� ��� � �!��� ���.�� ��/�� # ��������� ��� ��/�� ���� �� �$� ����� �� ���
� ��40-�� ����"!�� � ���! ����� �!� !���!/�� �� ����!�� ����� � 5 ���� �!���� �� ���
�!���� ��� ����� �� �����!�� �� ���� �� ��� ����!�� � ���� �

;���"�� � '�3� ���� �� ��� �������� # 3�
2

������"���� �!�+�� �"� �+ ��� ���� ���
����� �� � � !���������� � � ������ ���"�� 3�

2

�� ��� ��! �� /�!� ������ ��� �� # �� +��� #
��� � �* �! �$� ���� �� ����"����� '�3� �$��!�� ���� �

6�� .!�� ��/�!�� '�3� ����� ��!� �� � !����� (��!��"� # ����� # ������) # 7� ����!4���� (!�� �!��� # ���/�!) ��� 3���+�!��� (����/� �����!!��) � � �� �+ ����� ������������4�!�� ��� ������ � ;� ��� ��!�� -��$ <� # ���������� ������ �� ����"�� � '�3� �$4
� �!�� ��� �� � +�!��� # ��� �"�� �� �$� �!�� ��� ��� �!�� ���� �� ��/��������!� �� �":�
9��/�!����# �� ��:� ����� �� �":� '�!��� � ;"� � �+�!� ��� �$��!�� ��� ��"�� � � +"����
��� ��/��������!� ��� �� ���/���� ��� � ���!�� ��� �+ ���!�� (��� ) ���� �� ��"�� ��
��!������� � 2� ��!���"��! # ���� ������ �� �������!��� ���� ��� �$��!�� ��� ��"��
��/� � ���� ������ �+ "���/�!��� �����/�! �!���� ����!����� ��"�� �$ ��� � ������
�!���� ��� ��� ����!�� � 6�� �������!����� ��� ��!!��� �"� �� ����"��! ���"������ �
6�� ���� +�! ���� ��� ����!����� # �������� ������ +�! ���!���# �� ��/�� �� ��� ��� �+
���� �$����� ��� �$������� � ���� �

-� 6�� �$� �!�� ��� ��"�� ������� �+ � ����� # ��/ ���� ���� 1 ���!� � ��� ���� ��
���� ���! ��"�� !����/� ��� 3�

2

�!���� ��� � ��� ����! ��"�� �� � ����!�� �
6�� �$� �!�� ��� ��� ������� �� !"� +�! -$ ���!� � 2�/��������!� ��� ������.��
-� ��������� ����� �� �":� '�!��� � 6�� ���/� �!�"�� ���� ��� �+ ����� ����� #



���� � �� ������� !)

����"!�� ��+�!� ��� �$��!�� ��� � ���� # �� ��/�� �� ��� ���� % ����� �� 
 � ���
� �

0 � 6�� ���� ���"����� -$$$ !�� �������� �+ ��� �$� �!�� ��� � 6��� <� ��� � ������ �+
���	 � �� 
��� �

1 � 6�� ���/� �!�"�� ���� ��� �+ ���� ���� �� ���!�� �� � ��
�&�� �
������ ���
� ��
�&�� ���������� � 6��!� �"�� � � !��� �� ���!� ��� ���� ��� �+ ���� ����
+�! �/�!� ����������� �+ (���! #���! #!�� �������) � 6�� ����� ����� �������
�!����� � �"���� �� �������� � ��!�$ # �! �

�� # . ���� � ��� �� <� � 6�� ��� �������
�!� ��/�� �� 
 ��	���� �������� 
 ����	 �� �

� � � ���� <� ���"�� ���� ��� �� ��� :���� �$����� �"� �� � ���"!�� � ��� �!!�! � 6��
���"����� � ���"!�� ���� �!� ���!�� �� � ��% ����� �
������ ���
� ��% ����� ���������� �

� � ���� !�� ������� � ����� �� �������� � ����� +!�� ����� ��� -� �/������� � 6���!
����!/�� ���� ��� �� �� ���� ���	 � 6�� .!�� ��!�� /��"�� �!� �������� �� � ��% ����� �
������
��� ��� ���� ��!�� �� � �����!/�� ��!���� ��� � � �� �� �� ������� �� � �� �� 	�� ��
�� 
 ����	 �� �

� � 2�/��������!� �$� ����� ���� ����!�� � ���� ��"�� �!�� �� �� �/�!��� !��� �+ 0�
��! ���! ��� �!���� ��� ����� �� �� �/�!��� �+ ��� ������ ���� � 6���� /��"��
�!� ������ %���
 ��� %���� � 6�� ���"������ ��� !"� � ��� %���� " -�$� # - �$� #
- �$� (����� ����� ) ��� -�-$ � ���� ���� ��"�� ��/� ��� ��� �!���� !��� �����
��"�� �� �������� ����!��� +!�� %���
 �! %���� � '�! ����!�� ����� # ����� !����
�!� �!��� +!�� ��� �

(%���
, 0.1 ∗ (%���
 − 1))
����!��"���� ��� ���!�� ��

%��� �
������ # ��� ��� ���!�� +�! ��� �!���� ��� ����� �
, � � ���"!�� ��� �!!�!� �+ ���� ��� ��!� �$� ����� �� ��/� �� 7� �!�"�� �� � 6��� <�

��	� �� � ;"� �� ���� ���� �� ���� ���! ��� � ���"!�� ��� �!!�! ��"�� �� ��������
��� �!��� � 6�� ����"!�� ��� �!!�!� �!� �!��� +!�� ��� �

(1, ��	���) ����!��"4���� ��� ���!�� �� ������ �
������ ��� ������ ���������� �
� � � �$� �� ���"���� ��� ���"�� ���� ��� �+ ��� ����� � '�! ��� .!�� ���! ���!� ��

��!���� ��/� ����"!�� ���� ���� <�

� ��
�&�� �
������  � 
 � � �� ���
� ��
�&�� ����������  � 
 � � �� ���
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'�! �"����"��� ���!� ��� ���� ��� �� ���! � �� ��� ���� ��� �� ���! ��
 �"���� ����
�� ��� �!���� +����! %��� �
������ �! %��� ���������� � ; ��� ��� �� ���"�����
�� ��� ���� 	�� �� ��  ��������� 
�� �

� � � ���"!�� ���� ��� �� ��� ���"�� ���� ��� �"�������� �� � ���"!�� ��� �!!�! � 2�
�� ���"����� ��

� ��% ����� �
������ �� ���
� ��% ����� ������� ��� �� ���

-$ � 6�� ���"������� +�! ���� ���! ��!� �������� ���� ���! �� � ��  ���� �� ���� �
����� �� �:� �� ��� !���� ���� ��� �� ���! �

���� ��� �� ���! 

�� ��� ������! �� �� �����.������ ��!��! +�! �!���� ��� ����� ���� +�! ����!��
����� � 7�� 7������ $�� +�! ������� ���"� �4����� � '�! �"! �"!����� ��!� # �� ��/�
!������� ��� �4���� � ��� � ���� # ' ��"!� -�00 # ����� ���� � � ����! ����!�����
������� �!���� ��� ��� ����!�� ����� �+��! �� �"� � ���!� �

6�� ��� ��� ������ �� +"�� ��� �!������ +�! � '�3� �$��!�� ��� �� �":� '�!��� #
�� ����� ��!��� � ���"�� �+ ��� ��� ����!����� ���� �"�� �� �$� �!�� ��� ��"�� ��/� �
!��������� ��!�� ������ �+ �"����� �

��������������������������������������������������������
� � 	 ���� �������� �	 ��� #�
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�� / ��� ��&��/ �����+ �#��� �� ,

(19.15, 8.37)
�

,�� �+�# ��� ��� �� ��� �� ����� ����� � �/�#�� 	 ��	&#%� �� �	� ��/ �� �	� �� �/� %�� �'�� ��� %� ���� ��� 	�##��/ �
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' �� �	���� � / ��� ��# ���� � � 	 ���� �� ��� �� ����� ����� � �/�#�� 	 ��	&#%� ���	� ��/
�/� %�� �� ���� � ��&� � % #�� � 
 �� #�� /���� �� � � � �� ���� �� � ����� �� � �� ��� �
	 ��	&#%� �� �	� ���&�/ �(4 &� � �/� %�� � ��� ���&�/ "�� - �� ��� ��� �� ��� %�� �&	� � �����
	 ��	&#%� �� �	� � '� �&��� �%� ��� �� ��� �� ����� ����� � ��� �������� - ��� �� / �� �/� ��� #� �
���� � ��&�� �		��/ ��� �� 	 ��	&#%� ���	� ��/ ��� �#��� ��� 	� �/ �� �� �� � / ��� ��&� �� � �% %��
� ��� � 	 ��	&#%� �� �	� � 3% �� / �� �/� ��� #� � ���� ��� �%� �� �� ��� ���� 
 � #� � �� � � ��&� �

&� �	� � �� �&��� ��� � �% � �� �
��
 �
	��&	 � �� 
&� � �% � 
&� �	� � � ��%���� 
 �
 �
% ��	 ��� � 	�� � 	��&	 � ����%� ��&��� ���� �	 �%���� 
��
&�	���� 
� � �

���%� �	��
��� % �� 	�� � �
,��� 	

• 2 �#�% ���! �� � ���� �� ����� �� � �%  !'��% � $�� �+�#��� - � �� ���
�� � �&��� ��� �% �%
�� � �� �&#� � q

�&	� ���� ���
 �% � �� � �� �% #���& ��#� ��� ��� ���� � ���
q

��/
����
 ��� � ����� � � ���

q
� �2 #��� 	���%& � /�� ��� �� � ��& �/ ��� � ��� �� /� �� 	���

�% � ��� �� ' �� #�/ �� � �� � �� �� �&��� ��� � � � ���� 	&� �& � /��� �		��/ ��� �� ���
���
 - 
��
 - � � � - �
��
 �&��� ���� �% �% �

• 3% ��& /� � �� ��� � ��� ��� 
&� ��% ����� 	�##��/ /� �� - ����� �&� 
&� �	� � ��/
	��&	 � - � �� � ��� � �� ���# &�� �� ��& ��& �� �� �&� �

• ���� �� �" ��� � 	� ������ �� ��� �� 	�# ���� / �� �� �� � ��&�� �% /��� � 3� ���� 	���
��� �� ��� �
 � ��&�� � *�	� � ��&� �� ������� ���/ � � ��� ���� � � �+ � �� � � ����� �� �
' �� �+ ����� � �� � ��� ��/ � ���/ �&��� ���� � �
� ��/ �)� �&��� ����� �% 	�� %�� ����
� ��&� � ' �� ���� ����&� � ��� # �// �� �% � �� �+ �� � �� #�/ �� � 	�� %�� ���� � ��&� �' �� � ����� �� �+ �� �/ �� 	��� � #��� �% � �� ���� �% � �� /��� � 2 %�� �&� �� ��� 	��
�� �&�� %� �� �&�� �/� ��� � ����� �� � � ��� ��� ��/ �	���/ �� ��/ �� �/&� � �� ���� �

• �	�� � 	��&	 � � �� 5 �� ����� �� � %�� � $�� #�� � 3� #���� �� � ���� 	�� �� � %&�	� �� ��% 	��&	 � � $��#& ��� ��� �+ � ��#� �� &��%& � � �/ � ��� ����� �� �����/ ���
' �� #�/ �� �� ��	 ����� �� ��� �& ��� � ��� & ��� ����� �� � ' �� �����& ����� ��� ��� ��� ���/&� �� ��� �������� � % ��#����� � � � 	�� � �/ � �� #��� - #�/ �� � ��/ ������	� �% 	�� %��

��	� � ��&� � �� �
�& �	�� �� ��		 �� � 	�� � 	��&	 � � ���� �
�� �	�� �� ��		 �� � 	�� � 	��&	 � � �� ��� �
� �	�� �� ���� � ��		 �� � 	�� � 	��&	 � � ��� � �

% �� � �& �	�� � �� �	�� � � �	�� �
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• ��		 �� #���� ������ �� ��� �� � ��#� �� �% � ���� �� 3� ���� 	��� - � �� ���� �� 	�� -
� ��&��/ �		��/ ��� �� 	��&	 � �

• 
% �� #���� ���/ ������� � �� 	� �&#�� �� ' �� �� �� �� ��� ���&� 	�##��/ �% �� �
$ ��� ���- ��� �� #��� � ��& �� � �# ���� �� $ ��& �� ���
 �

� �� ��� � � � �� � %�� 
 �
	�� � �	����
 �� ��� �
	�� � � �� 
 �
 �
	�� �� 	��&	 � �� �
� ��� � 	�� 	��� � �����
 �� ���� � �����
 �� ��
� �

%���� ����� �� ��� �%���� � 	����# �
���%� �	��
��� 	�� � � ����� �� �

� �� � ��� � � � �& �	�� �� � � �	�� �� �
����� � � � � �

' �� ,��#� � 	& ���� ���# �� � � �� ��� � � ��� ������ � � ��� ��� #��� ��� � ����� �%� � #����
&�	��/ �� �� �� ��� / ��� ��&� �� � �% �� �	� �� �/� %�� �� �� �� � ����+ �#���/ � ,

(19.15, 8.37)
�

�� �� �� ��� ���� ��� 	� �/ �� �� �� � / ��� ��&� �� � �% �� �	� �� �/� %�� - � ���� ���� �/�#� � 	 ���
	&#%� �� �	� �� �� ������ ���

(i−1)/12
��/

i/12
�&��� ���� �� ,

(�& �	�� �� , � �	�� ��) �3% �� ���� � #�� �� �/�#�� 	 ��	&#%� ���	� ���� �����+ �#��� �� ���� ��� �� 	�� ��� �#���
��� �� �	��� �/� %�� #��� �		& ���� �� � �/ ��� � �� �� ��	� � ��� �#�� �� � � ���� �� �#� ��� � � ��99
�
��	� �; ��
�	 ��	 ���	 �
 ; � ��
� �; 	�� �9 ���	 �
 ;�

	
� ���� ��� �� ��� ����� ��� � ��
3� �� ���& �� ��� �� � � ��&� � ��� ����� ��# ���� ��� ���� � � ��� �#� ��- � ��� #��� /��� �� ���� �� ��� ���� - ��/ - ���� � � ��&� ��- � ��� � �� � ���&� � /��� � �� �� �����&� ��� ��/ �� ��� ��� ��
����� � � ' ���� ���& �� ��� � �� ���� �� �� ���� ���	 ��� #����#�� �	� � �����#���� �� � �� %��#
�% ' �����#� ���
 - � ��" ��/ ���( � � � ����� ����� ������#� �� �� �� �� 	�� &�� ���#
� ���&� ��&� � �� ���� � % � �� �� � � ' ��� ��� �+�# ���/ �� #��� /��� �� �� .�	� �� � ) �0 �
��� ;�	 �
 ; � �< �	�;9
� ��� � �� � � 2 	� ���	� �� �

y1, . . . , yn

�% ���/�# ����� ��� �� �� �/
�� � � ��%'� "� � �! � % � ���

n
% ��# �/% �� �#%

f
�% ��/ ���� �%

� �
yi ∼ f

%�� ��	�
i = 1, 2, . . . , n

��/


 � � ��
yi

�� ��� #&�&� ��� ��/� ���/� �� - ��� �
f(y1, . . . , yn) =

∏n
i=1 f(yi)

�



��� � ���� ��� ���� ��� �� ��� ������� ))

' �� 	� ���	� �� �
(y1, . . . , yn)

�� 	� ���/ � '� �� "!�� � � � ����

y1, . . . , yn ∼ ����/ �
f

� �� �� ����/ � ����/� %�� �%'!� !%'!% � �%' �'!% ��&� ��� '�" ����#�!' �
���� ��� ��/&	���� ���� ��� �	� ��+ �� /��	 ��� ��� �� 	� ���	� ���/�# ��#���� - #���

���%� ��� � ��� ��� �� - ��/ #��� ����%� ��� ���� � �� ��� ����#�� � � � �# �� � ��� / ��	&�� �� ��� �� ��/ ��%� � � �� ���� �����/ ���/� � �� �& � %������� ��� ��/&	�� �� ��+ � � � ��� �&� �	� -$���/#�� �� � �� (�004) � ��	� ��� �� �+ 	� ��� �� /��	 ���� �� � �% ���/�# ��# ����� �� ���� �� �
�� �� �� �� /��� ���/ / ��	&�� �� � �% � �� �. 	� ��&� ��/ � �� �& ��� �� �� �& ��� �� � .& �����. &����� y1, y2, . . . ,∼

����/ �
f
� ���

µ =
∫

yf(y) dy
��/

σ2 =
∫

(y − µ)2f(y) dy ���� #��� ��/ ������	� � %
f
� '� ��	� ���

µ
��/

σ
��� &����� � ��/ �� ���� ��� ��#��� ��

��/� � �� ����� ��&� � ��# � � � � ��� �%�� � &�� ȳn ≡ (y1 + · · · + yn)/n
- � �� #��� �% � ��

� ���
n

� �� ���� �� �� - �� ��� �#���
µ
� .�#� �&��� �� �� �� 	� �� �/� � ���

• $�� � ��# ��� � % � ���
n
- ��� �		& ���� ��

ȳn

�� �� ��� �#��� �%
µ�

•  ���
ȳn

��� 	 ���� � ��
µ

��
n

��	 �������
• ��� ����� #&�� n � �� ��/� � �� �	����� � /�� ���/ ���� � �% �		& ��	��

' �����#� ���
 ��/ ���( ���� �/� ����� �� �� ����� �&��� �� �� � ��%��� ���� ��� ���# ��
���/ ��#� ��� ��# ����� ���& ��� ��&� � �� #��� ��/ ������	� �%

ȳn
�

� ��
��� � �� � �! � x1, . . . , xn
�! ��%'� �������!" � ���  !�%" µ1, . . . , µn

� ��!%
E[x1 +

· · ·+ xn] = µ1 + · · · + µn
�

� ��� $� 3� �&� 	�� �� ����� ��� 	���
n = 2

�

E[x1 + x2] =

∫ ∫

(x1 + x2)f(x1, x2) dx1dx2

=

∫∫

x1f(x1, x2) dx1dx2 +

∫∫

x2f(x1, x2) dx1dx2

= µ1 + µ2

�
�
 ����� � �� � �! � y1, . . . , yn
� ! � ��%'� "� � �! $�� f � ���  !�% µ

� ��!%
E[ȳn] = µ

�
� ��� $� ' �� 	��� ����� %� ���� � % ��# ' �����#� ��" ��/ ��) �
� ��
��� � �< � �! � x1, . . . , xn

� ! �%'!� !%'!% � ��%'� �������!" � ���  !�%"
µ1, . . . , µn

�%' ��"
σ1, . . . , σn

� ��!% Var[x1 + · · ·+ xn] = σ2
1 + · · ·+ σ2

n

�
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� ��� $� 3� �&� 	�� �� ����� ��� 	���
n = 2

� �� ��� ' �����# ��
 -
Var(X1 + X2) = E((X1 + X2)

2) − (µ1 + µ2)
2

= E(X2
1 ) + 2E(X1X2) + E(X2

2 ) − µ2
1 − 2µ1µ2 − µ2

2

=
(
E(X2

1 ) − µ2
1

)
+
(
E(X2

2 ) − µ2
2

)
+ 2 (E(X1X2) − µ1µ2)

= σ2
1 + σ2

2 + 2 (E(X1X2) − µ1µ2) .
�&� �%

X1 ⊥ X2

� ���

E(X1X2) =

∫∫

x1x2f(x1, x2) dx1dx2

=

∫

x1

∫

x2f(x2) dx2f(x1) dx1

= µ2

∫

x1f(x1) dx1 = µ1µ2.

.�
Var(X1 + X2) = σ2

1 + σ2
2

�
,��� ���� ' �����# ��0 ���& ���� ��/� ���/� �	� � ���� ' �����# ��) /� �� ��� �

�
�
 ����� � ��� � �! � y1, . . . , yn
�! � ��%'� "� � �! $�� f � ��� �����%&! σ2 � ��!%

Var(ȳn) = σ2/n
�

� ��� $� ' �� 	��� ����� %� ���� � % ��# ' �����#� ��( ��/ ��0 �� ��
��� � ��� ���������� �� :;���� ��	� � � �! � X � ! � ��%'� �������! � ���  !�% µ�%' ��
σ
� ��!% $�� �%� ε > 0�

P[|X − µ| ≥ ε] ≤ σ2/ε2.
� ��� $�

σ2 =

∫

(x − µ)2f(x) dx

=

∫ µ−ε

−∞
(x − µ)2f(x) dx +

∫ µ+ε

µ−ε

(x − µ)2f(x) dx +

∫ ∞

µ+ε

(x − µ)2f(x) dx

≥
∫ µ−ε

−∞
(x − µ)2f(x) dx +

∫ ∞

µ+ε

(x − µ)2f(x) dx

≥ ε2

∫ µ−ε

−∞
f(x) dx + ε2

∫ ∞

µ+ε

f(x) dx

= ε2 P[|X − µ| ≥ ε].



��� � ���� ��� ���� ��� �� ��� ������� )0
' �����#� ���
 ��/ ���( ��� ��� ��� #� �� ��# �� � �����#� �% ���� ��� �	� � ' ��� ���� �/�

����� �� - �� ����� ��� ������ �	� ���- �� ��� �&��� �� �� � � ���� )) �
� ��
��� � ��7 �� �� � ��� 
� ���� ��� �� ��� � �! � y1, . . . , yn

� ! � ��%'� "� � �!$�� � '�" ����#���% � ���  !�% µ
�%' �����%&! σ2 � ��!% $�� �%� ε > 0�

lim
n→∞

P[|ȳn − µ| < ε] = 1.
����4�

� ��� $� 2 ���� ����	��� �� 3���&� ���� �' �����# ����� ��
ȳn
�

lim
n→∞

P[|ȳn − µ| < ε] = lim
n→∞

1 − P[|ȳn − µ| ≥ ε] ≥ lim
n→∞

1 − σ2/nε2 = 1.

2 ����� � �� �� �� � � % ' �����# ���
 �� 	� ���/ � �� .� �� �� ��� �% ����� ,&#� �� �
� ��
��� � ��� ��	 �
 ; ��� 
� ���� ����� ��� � �! � y1, . . . , yn

�! � ��%'� "� � �!$�� � '�" ����#���% � ���  !�% µ
�%' �����%&! σ2 � ��!% $�� �%� ε > 0�

P[ lim
n→∞

|Ȳn − µ| < ε] = 1;

��! ��
P[ lim

n→∞
Ȳn = µ] = 1.

3� �� ��� �/ � �� �	� �� � % � ��� ��	� �� � �� �+ ��� �� ��� / �� ���	� ����� � ��� � ��,
��/ � �� . ��,� .�� .�	� �� � ) �0 �
� ��
��� � �� ���;	 �� � ��� �	 � ��
��� � � �!� y1, . . . , yn

�! � ��%'� "� � �! $�� 
f � ���  !�% µ

�%' �����%&! σ2 � �!� zn = (ȳn − µ)/(σ/
√

n)
� ��!% � $�� �%� %# �!�"

a < b�

lim
n→∞

P[zn ∈ [a, b]] =

∫ b

a

1√
2π

e−w2/2 dw.

��! � ��! �� ���%� '�" ����#���% � $ zn
�" �

(0, 1)
�

' �� ��� � % ����� ,&#� �� �� � ��� #���� � �#& ��� �� �� ���� ��/ � �� ����� ��#����
��� ���� � � ��� �#� ��� 3� ���� � ��� �� � �� �&# � � �% � �#& ��� �� � � ��� � �� �� � �� ��# ���
� ��� � ��� � - �

n → ∞� - � �� ��� ���� �% � �� � �#& ��� �� �� �� ��� ��� ���� �% � �� ��# ��� ����
	 ���� � ��/ 	 ���� � �� ��� � �&� �� �&� �

X̄n → µ
� � $�� ����� �	� - �� *+�# ��� ����- � �� ��

�� &��/ � �#& ��� �� � �� ��� �#���
P[
.����� � � ���

]
�� � ���� - � �� ��� �#��� �	�#� #��� ��/
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#��� �		& ���� �� � �� �&# � � � % � �#& ��� �� �� ��	 �����/ % ��# �� - �� 
�� - ��/ � �� � �� ���� �' �� ���� �� � ��# �� ' �����# �� ��� &� �� � � �� ����� � �#& ��� �� �� #��� 	 ���� ���

�� ����& �� ���- � �� ���� �� � ��# �� ' �����# ���� � ���

lim
n→∞

pzn =
,
(0, 1).

3�� ���	� �	� � � ����	�� �� � �� � ��� - %�� �����
n
-

pzn ≈ ,
(0, 1),

� ��	� �� �& �� #����
pȳn ≈ ,

(µ, σ/
√

n).3� *+�# ��� ���� �� � �#& ����/ � �� ��#� �% ����� %�� � ���� � �� - 
�� - ��/ ���� �' ���� � �#& ��� �� �� ��� /���	��/ �� $ ��& �� ��
" � ' �� &��� � ���� � ���� � � ������ ��# �%
���� � �#& ��� �� �� - � �� &� ��� � ���� = 50

� $�� � � ��� �� � �#& ��� �� � � �� � � ���� = 50
���

X1, . . . , X50 � ��� �&�	�#�� � % � ���� � �#& ��� �� �� � *�	� Xi ∼
�� ��

(.493)
- ��

µ = .493��/
σ =

√
.493 ∗ .507 ≈ .5

� ' �� ��%��� - �		��/ ��� �� ��� ���� �� � ��# �� ' �����# - � ���
� ���� = 50

X̄n ∼ ,
(µ, σ/

√
n) ≈ ,

(.493, .071)' ��� �� � �� ,��#� � /��� ��� � �����/ �� � �� &��� � ���� � �% $ �� & �� ��
" � � � ��� ���� ���
,
(.493, .071)

�� � ���/ �����+ �#�� �� � �� ��� ������ ��# � 2 �/ � ��� �� �	�&�� θ̂ = X̄50 ∼,
(.493, .071)

- �����+ �#��� ��� ' �� ���� �� � ��# �� ' �����# ���� � ��� ��� �����+ �#�� �� �
� ��� � ���/ %�� � ������

n
� 3� ���� 	���

n = 50
�� ����� � ��&�� � �.�	� �� � ) �� �( � ��� / ��	&��� �� �&��� �� � � % � ���

n
�� � ����� � ��&� �� ��. �# ������-

X̄n ∼ ,
(.493, .035)

� ��� � ���� = 200

X̄n ∼ ,
(.493, .016)

� ��� � ���� = 1000.
' ���� /��� �� ��� ��� ������/ �� � �� # �// �� ��/ ���� � ���� �� �% $ ��& �� ��
" �' �� ���� �� � ��# �� ' �����# #���� � ���� �����#� ��� ��&� � �� / ��� ��&� �� � �%

ȳn

�
zn

�
�� ����� ��#���� 	

��
E[ȳn] = µ

�
E[zn] = 0

� -

 � SD(ȳn) = σ/

√
n

�
SD(zn) = 1

� - ��/
" �

ȳn

�
zn

� ��� - �����+ �#��� ��- � ,��#� � / ��� ��&� �� � �' �� � ��� ��� � % � ���� ��� � ����/� ���� � % ��# ' �����#� ��) ��/ ��0 � 3� �� � �� ����/ �� ���
���� �� ��� �� ��� ���� �� � ��# �� ' �����# � 2 ����� � �& ����� ��� �#���	�� �� � % ��# � �� ���� �� �
��# �� ' �����# �� � ��� ��� / ��� ��&� �� �� �% ȳn

��/
zn

�� ����� ��# ���� ��� /��� �# ���/ �� �� ��
� µ

��/
σ
� �� ���� � %���& ��� � %

f
#���� ��
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	� ��� �� ��
�� .��� 	 �%

µ
�� � ��� ������ #���& �� � �� � %�� ��� ������ �

n ≥ 2
- ��/ / ��� � ��� ����

A1, . . . , An

µ(
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

µ(Ai).


 � � �����	 �; � ��� 	
 ���
��� � �#& ���� !��� / �	� �� ��� � ��&�� ��� �&# � � �% � �� - 
 �� - � � � - ! �� �
�� 
�& �+ ��	� ��&� ���� �% ��	� �&#� �� ��� 	 ���� ��� ��& � ���& �� �� � ���

��& �+ ��	��/�
�	� 2 �&� ��� �%�� � ��& �/ ��& �+ ��	� �� ��� #��� ���� ��"� � ��� 6&� �� 5

� �#& ��� �� � �� ��� �#��� ��� ����� � �
" � � �� ���� 
� 	 ��� 3� ��� ���/ ��#� � �"� ����� �� ���	� ��� �� ��# ��� �� / �� �� ��

	�&�� ���� ��/ � �� ��� ��&� ��� �� 	� �� �� � � �� � �� �� ����/ � 	���& ���� 	�&�� ���� ���
�� � � �#� % ��# ���� � ����� �� � '� 	���& �� � 	�&�� ��- � ����� � #&�� ����	� �� % ��#
�� �/� �	��� 	�&�� ��� 3% ����� � 2 ���

A ≥ 2
��# ��� �� 	�&�� �� A

- ��� #�� ����	�
�/� �	��� 	�&�� �� D

� 2���	�� ��� #�/� � �� � % ��# � �� " ��# ��� � . ��	� �� ����� �
��#� #&�� � ��%� ����/ �� � �� ����	� ��� 	�&�� ��- 2 #�� 	����� �� ����	� � �� �
� # �� �#&# � % � ��/ � #�+ �#&# �%

min(3, A − 1)
��# ��� � 3% ����� �  ���

D ≥ 1��# ��� �� 	�&�� �� D
- �� #�� /�%��/ ��#�� �% ��� ���� ����	� &� ��� � # �� �#&# �% �

��/ � #�+ �#&# �%
min(2, D)

��# ��� � 3� �� � �#��� � ����� ��� �� ����	� ��/ /�%� �/
� �� � ��� #�+ �#&# �� �# ��� � �� �&# � � �% ��# ��� �
� ��� ����� � 2 ����	�� � �� �

a
��# ��� ��� �� ���

a
/ �	� � � ��� ����� �  /�%� �/� � �� �

d
��# ��� �� �� ���

d
/ �	� � 2 �� ��� ���� / �� �� 	�# ����/ ��  �� ��� ���� � 3% ��� ����� ��

&�� �� ����� ��� / �	� - � �� � 2 �� ��	� �/ ��� ���� �� � ��� 	�# ����/ ��  �� ��	� �/
��� ���� � $�� ��	� 	�#������� - �% 2 �� / �� �� ��� �� � ����  �� � �� � 2 � ��� ��/  
��#���� � �� ��#� % ��# � �� ���/ � ���� �� ���  � ��� ��/ 2 ��#���� � �� ��#� % ��#
� �� ���/ � � ��� ��� �� ��� ��� 	�# ������ �� - � ���� � �% ��� ��# ��� ��� ��#���/
% ��# � �� ���/ �

• 3% 2 ����	�� � �� � ��� ��#� ���� ��� ��� ��# ��� �� 	�&�� �� 2 - �� #�� � ���
����	� � �� � � ��� ��/  /�%��/� � �� � ��� ��#� ��� ��� � ��� � �� ��#� ��
	�&�� ��  � � ��� �� � �� ��� ������ � ��� 2 � ��� � ���

• .&����� ���� � ���� � � ��� ��� ��# ��� ��	� �� 	�&�� ���� C1

-
C2

-
C3

��/
C4

-
� ��� � ���� � 
 ��� ��� ��#� ��	� �� 	�&�� ���� B1

-
B2

-
B3

��/
B4

- ��/ � ���
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	�&�� �� Ci

����	�� 	�&�� �� Bi
� � ��� �� � �� 	���	� ���� � ���� � � � ��� ��&		���%& � �� �� ����� � �� �% � �� %�& � ����	���

( � ��� 1&�� �%� ��� ���� ��� � � % *�&�� �� � ��
 �
�� 1&�� �%� ��� ���� ��� � � % � �� ���� % �% ' �����# ����
�	� � ���� ' �����# ��� � ���

g
�� � /�	 ���� ��� %&�	� �� � �

� � Y
�� � ���/�# ����� �� � Y ∈ (−1, 1)

� ' �� �/% ��
p(y) = ky2

%�� ��#� 	������� -
k
�

��� $ ��/
k
�

�� ��� 5 �� ���� ��� �/% �
�	� ���

Z = −Y
� $ ��/ � �� �/% �%

Z
� � ��� �� �

! �
U

�� � ���/�# ������� � � ��� ���� ��� �
[0, 1]

�
p(u) = 1

�
���

V = U2 � 
 � � ��� ���� ��� � /� ��
V

����� � ���
V

�� � %&�	� �� � �%
U
� $ ��/ � ��

�/% � %
V
� � ���

pV (v)
�� � %&�	� �� � �%

v
�

�� W = 2U
� 
 � � ��� ���� ��� � /���

W
����� � ���

W
�� � %&�	� �� � �%

U
� $ ��/

� �� �/% � %
W
� � ���

pW (w)
�� � %&�	� �� � �%

w
�

�	�
X = − log(U)

� 
 � � ��� ���� ��� � /���
X

����� � ���
X

�� � %&�	� �� � �%
U
�

$ ��/ � �� �/% � %
X
� � ���

pX(x)
�� � %&�	� �� � �%

x
�

) � ���
X ∼ *+ �

(λ)
��/ ���

Y = cX
%�� ��#� 	� ������

c
�

��� � ���� /�� � ��� /� �� ��� �%
X
�

�� $ ��/ � �� /� �� ��� � %
Y
�

�	� ,�#� ��� / ��� ��&� �� � �%
Y
�

4 � 2 ���	�� � �� �/�# �� �� ��	�� � ��&/� �� % ��# � .�� ��" 	 ���� � ���
X � ��� �&#� ��% #��� 	�& ���� � �� ��&/� �� ��� 	�# �����/ � ���

Y = 1
�% � �� ��&/� �� �� %�#� ��

��/
Y = 0

�% � �� ��&/��� �� #� �� � $ �%�� �� �	��� �% � �� 	 ���� �� %�#� �� � 2#� ��
��� ��#�� - � ����� �� �	��� ���� 	�#�����/ � �� #��� 	 ���� - %���� �� �	��� ����
	�# �����/ ��� #��� 	 ������ ��/ � ����� �� �	� �� ���� 	�# �����/ � ���� � 2#� �� ���
#� � - � ����� �� �	� �� ���� 	�#�����/ � �� #��� 	 ���� - � %�� �� �	� �� ���� 	�#�����/
��� #��� 	 ������ ��/ ������ �� �	��� ���� 	�#�����/ � ���� �
��� ���� �� �� ��� 	

X
��/

Y
��� ��/� ���/��� �

�� $ ��/ *
[X|Y = 1]

�
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0 � . &� �� ��&/� ��� ��� � ���
� -�( � / ��� ��&� �� � � 3� 5 ��� �� ���
� �� �% �� �� ��� � � � �� �
� 
 �� ���� �� �
� �� �&� �� � � �
�� �� �&� � �� �� 
�� � � ��

��� 3� � � �&#� �- � ��	��� �� � #�� ��+ �
�� � ��� �� � �� �����+ �#��� �� �&� �% � 
�
�	� � ��� �� � �� �����+ �#��� �� �&� �% � �
�/� � ��� ��� . &� � �� ��� �� ��� �#��� � �� � ���

�� � ' �� ���/�# ����� ��� X
��/

Y
���� � � ��� �/%

fX,Y (x, y) = 1
�� � �� � ��� �� �� �%

� ��
XY

���� �� /��� �# ���/ � ��� �� ���� ���-�� - ��-�� - ��/ �� -�� � � �;	 � � ��� �
� ��	��� �
��� $ ��/

fX(.5)
�

�� $ ��/
fY (y)

�
�	� $ ��/

fY |X(y |X = .5)
�

�/� $ ��/ *
[Y |X = .5]

�
��� $ ��/

fY (.5)
�

�% � $ ��/
fX(x)

�
��� $ ��/

fX | Y (x | Y = .5)
�

��� $ ��/ *
[X | Y = .5]

�
�� �

X
��/

Y
��� &��%��# �� / ��� ��&��/ �� � �� &��� / ��� � 3�� �- � �� � � ��� /��� ��� p(x, y)

��
	� ������ �� ��� ��� �� � � %

R2
�&	� ����

x2 + y2 ≤ 1
�

��� $ ��/
p(x, y)

�
�� 2 ��

X
��/

Y
��/� ���/� ���

�	� $ ��/ � �� #��� ��� � /��� �� ���
p(x)

��/
p(y)

�
�/� $ ��/ � �� 	� �/ �� �� �� � /� �� �� ���

p(x | y)
��/

p(y | x)
�

��� $ ��/
E[X]

-
E[X | Y = .5]

- ��/
E[X | Y = −.5]

�
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�
 � �� ��%� ��� 	 �� �# �� *+�#��� ��( � ���

argmaxλ P[x = 3 | λ] = 3
� � ��� 	 / �� ���� ����

*�&�� �� � ��! �
�" � ���

p
�� � �� �/% � % � 	� �� ��&�&� �� �/�# ����� �� w

� $ ��/ ∫
R

p(s) ds
�

�� $ ��/ ∫
R

p(s) ds
%�� ��� �/% �� *�&�� �� � ��) �

�( � ���� ) ���� �*�� �� �/% #&�� ��� ��%� ��� ��� �� �� ��� � � � � ��/ � ��� � �� �% � ��# ��
�
p(y) ≥ 0

%�� � ��
y
�� *+ ��� �� � �� ���� �� ��� �& ��� ��� �� �

�� �
p(y) =

1√
2π

e−
1
2
y2

�� � �� �/% �% � 	� �� ��&�&� ���/�# ����� �� y
� $ ��/ ∫ 0

−∞ p(s) ds
�

�! � � ��� ��&� - �� &�����/ ������ � �� ���� �� ��#� �&#� � y ∈ (0, 1]
� � ��� ��

p(y)�
�) � .�#� �+� �	 ���� � � ��� /��� �� ��� �% � ���%��#�/ ����� ��� � 
 �� �% � ��# ���& �/���&�� ���� ��� ���/ %�� ��� ��� �&�� �� �&� �% � �� 1�	� �� � �
�4 � ��� � ���� 	 �%

X ∼ �� �
(λ)

� ���
E(X) = λ

� � ��� 	 &�� ��� ��#� � ��	� �� &��/ ��
/� ���� ��� #��� � % � �� � ���# �� � / ��� ��&� �� � �

�� � ���� 	 �%
X ∼ ,

(µ, σ)
� ���

E(X) = µ
� � ��� 	 	����� ����� ��� �� � �� ����� �� ��

�0 � ��� � ���� 	 �%
X ∼ � ��

(n, p)
� �� �

Var(X) = np(1 − p)
� � ��� 	 &�� ' �����# ��0 �

�� � ���� 	 �%
X ∼ �� �

(λ)
� �� �

Var(X) = λ
� � ��� 	 &�� ��� ��#� � ��	� �� &��/�� /� ���� ��� #��� � % � �� � ���# �� � / ��� ��&� �� � ��/ ' �����# ��
 �

�	� 3%
X ∼ *+ �

(λ)
- � �/

Var(X)
� � ��� 	 &�� ' �����# ��
 �

�/� 3%
X ∼ ,

(µ, σ)
- � �/

Var(X)
� � ��� 	 &�� ' �����# ��
 �
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 �
�� 1&�� �%� ��	� ��� � � % *�&�� �� � ���" � �� ��� 	 ����� ���� � ����� ��


 �� ���
X1 ∼ � ��

(50, .1)
-
X2 ∼ � ��

(50, .9)
��/

X1 ⊥ X2
�  �� ��

Y = X1 + X2
�

 ���
Y

���� ��� � ��
(100, .5)

/ ��� ��&� �� �� � �� �� � �� ����


 � ���

X1 ∼ � ��
(50, .5)

-
X2 ∼

� ��
(50, .5)

��/
X1 ⊥ X2

�  �� ��
Y1 = X1 + X2

��/
Y2 = 2X1

� � ��	� ��� � �� ���� � #��� 	
Y1

��
Y2� � ��	� ��� � �� ���� � ������	� 	

Y1

��
Y2� 1&�� �%� ��& � ����� ��
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" � ���� �/� � 	&���#� �� ����� ��� �� � �� �� �	� 	�&��� �� 3��� ������� � � �#�� �%�� � ���� �
/ ��� ��&� �� � ���� �� �����+ �#��� �� �+ ������ �� � � �� � � ����#��� �

λ
� ��� /����/�

� � 	��/ �� �� �� ���	 ��	 �� ��� ���� �	& ��� 	�&��� � � 3�� �- p(t) = λe−λt � 2 ��&#� ����
�&		��� ��� ���� ������� � � �#�� ��� ��/� ���/� �� �% ��	� ���� � � ���

T1 � ��� ������ �
� �#� � % � �� ��+ � 	&���#� � ��/

T2 � ��� �// �� �� �� � � �#� &�� �� � �� ������ � �% � ��
��	� �/ 	&���#� ��
��� � ��� �� � �� � � ��� /��� ��� �%

(T1, T2)�
�� ���

S = T1 + T2

- � �� � �#� &�� �� � �� ��+ � ��� 	&���#� �� ������ � � ��� ��
P[S ≤ 5]

� ��� � � �� ��� ������ � ��� �� ����� 
 	&���#� �� ������ � �� ��� ��� ��+ �
� # ��&����

�	� � ��� ��
E(S)�


( � 2 ��# �� � � ���� �� � ��& ����� ���� %�� ��� ��& �� ��� ��� � � 6�/ �� ��	� ���� �%
� �� � ��� �� ' �� �� ��� !� ����� /& ���� ��� ��� ��& � �� ���/ � � ��� �� � �� / ��� ��&� �� ��%
���

z
- � �� �&#� � �% � �#�� � �� ��#�� � � ��� -

�� y
- � �� �&#� � � % � �#�� � �� ��# �� � ����� -

�	�
x
- � �� �&# � � � % � �#�� � �� ��# �� � �� � ��� ��/ � ��� �� ��� � ����/ ��� ����/ -

�/�
w
- � �� ��#�� ��� ��� �� ���
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�% � ��� � ��##�� �	� ��� 	����	� � ' �� 	����	����� �% � �� �� ����	� /� �� ��� � �	�
��� 	����	����� �% ��� ���� � ����� �	� � �� ��	� �� �� � ���� � �� �� ����	� ����� ����
%�� � � ��� ��� ��� �� �#��� � � ���� � %��#& �� %�� ��� 	���	� ���� �� #��� ���� ���
�� ����	�� ��� � ��##�� �	� ��� ��	����	� �
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� ���� � � % � �� �� ���� �� � �� � ��� ���# �� � �� ( ��#�� ��
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��� ���
m � ��� �&#� � �% ����� ��� #���� � � ��� �� � �� / ��� ��&� �� � �%

m�� ��� ��� ��� �+ ��	��/ �� �&� ��/ ������	�� � ��� �� � �� 	���	� ���� ��� #����
��#�� �� �� ������ � ��/ 0 ����� - ��	 �&� ����

�� ���
r � ��� �&#� � �% �� �&�/� �� � ���# ���� % ��# �� � % ��� ����� � � � ���

�� � �� / ��� ��&� �� � � %
r� � ��� ��� ��� �+ ��	��/ �� �&� ��/ ����� �	�� � ��� ��

� �� 	���	� ����
r ≥ 1�


0 � ���
(x, y)

���� � � ��� /� �� ��� %&�	� �� � fx,y
� ' �� �� ��� ��� ���� �� � �/

Ey
� 
 ��

��� �� �� ��� �&��� ∫∫ yfx,y(x, y) dxdy
� ' �� ���� � �� �� ����� � �� � ��� � � ��� /��� ���

fx,y

- � �/ � �� #��� ��� � /��� ���
fy

- � ��� ��� �&��� ∫ yfy(y) dy
� .��� � ��� ����� ���

#����/� � ��� ��� ��#� ����� � �
"� � � ���� ' �����# ��" ��� � "0� �� � �� / ��	 ���� 	��� �
" � � � ���� ' �����# ��) ��� � ))� �� � �� 	� �� ��&�&� 	��� �
"
 � 2 ������	�� � �� �/�# �� �� ��	�� #���� ��/�&� ��� � �� ��� � ���

xi

��/
yi � ��� �� �� ���

�% � ��
i
�� � #���� � ��/ /�&� ��� �- �����	� ��� ��� '�&� � � $� ��� 	

���
xi

��/
xj

��� ��/����/���
�� xi

��/
yj

��� ��/� ���/� ��
�	�

yi

��/
yj

��� ��/����/���
�/�

xi

��/
yi

��� ��/����/� ��
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 � ��� ���& �� �% � �� ��	� �/ � � ��� ��

� �� ��� ������ � ��� � �� � � ��� � ���� � � � � 
 � ��
"( � 2 /� 	��� �&���	�� � ��� �� �� ��� � �� ���� #�/ �	� � 	� �/ �� �� �  . - �� / ������ �	& ����� -� �� �������� �� ����� ���� ��� �	� �  . � 		& �� �� �� �� �% � �� �� �& ��� �� � - �� � �� �� ��� �

�� �� -��� � ' �� /� 	��� ��/� �� � / ��� ���� �	 ���� � ' �� ���� �� �& ��� �		& ���� � 2#� ��
��� ��� � �� ����  . � �� ���� � �� �/� � ��� �� ��� ���& �� 00� �% � �� � �#� � 2#� ��
��� ��� � �� /� ��� ����  . � �� ���� � �� �/� � ��� �� ��� ���& �� � ��� �� �% � �� � �#� �
$�� ��� ��� �� �� �� �&��� �� � - � �� ���� ���& �� �� ��� �� ��� � �� �	& ���� ��� ���������� ��� ��� ��� �� �� ���  . �

"� � $�� �����&� ����� �� - ������	�� �� �%��� ���� �� ���� � �� �&#� � �% ��� ��� � �� ����
���� �	 �����/ �� �# ����� ��� �	� �� �� ��� �&	� �� ������ � / �&� &�� - 	���� ��� � � ����� -
�� ��� ���� - ��	 � 2 � � ����� � �� �� � ��	� ���� � ���� �&��� �� �� / ���	� �� �� ���� ��
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�� � ��	 �� #��� &�� �&� �%& � � ���� �� � '� ��� ���&�/ � �� ��� ��# - ������	�� �� ����
/�� ���/ � �� #����/ � % ���/�# ���/ ����� ��� � ' �� %� ���� ��� �	������ ���&�� ����� � ��
#����/ �
2 �� ����� � �/� �� ���� � ������/� �� ��/ � ���� � �� %� ���� ��� ���� �&	� �� �� � �'��� � 	� �� -
&� /� � �� ���� �� �� #� � 3% �� �� �/� ���/� - ����� � �&��� �� � ��� � 3% �� �� �/� �� ��� -
����� � �&��� �� � �� � 1 &�� � ���� � ���� � �� ��� ��  � ��� �� �� #� � ��	� �&��� �� � ��&��� ����� ���� �
� &��� �� � ��� 	  ��� ��& � �� �� ��� �� �&#� � ��/ �� �� ���� / �� ���
� &��� �� � �� 	 ���� ��& ��� � &��/ 	� 	� �������	�&�� ��� ����� �/� �� 	�� ����� � � �&� �%& ��� � �� ��&� ����� ���� ��� �� �� � 	� 	� ���
&�� - � �� ��	��� ��� �� ��� �� ��#���/ � 6�����	�� �� �� �� ������/� ��� � ��� �� �� � ��
� �&� � �

�& #�� ���&#� ���� ����� �/� ��� ��� � �&� �%& � � �/ � ��� �� ����� �� �&#� �� ���
��&� ��� ���� �� �� � �// �� ��� � � ���

p � ��� ��� ������ � ��� � ���/�# �� �� ��	��/
�� ��� � ��� &��/ 	� 	� ��� �
��� � ��� �� � �� ��������� � ��� � ���/�# �� �� ��	��/ �� ��� � ����� �� ���� ��
�� .&����� �� �& ���� ��� ������ � ���

X � ��� �&#� � � �� ����� � ���� ��
� ��� �� � �� / ��� ��&� �� � �%

X �
"! � 3� � �00 � ��� �	 �� �.�� ���� (�00 �) ��/ / ��	&������ �� 1��� �	� ���� ��� ��� � ��#� �%

� �� ������� � % ��� ������ � �/ ���� ��� �	� �� *.� ������	� � ' ��� �&��� �� � 	��	� ��� �
���� �	& ��� �� ���� � % �#��� �%� $! �' �+ �� ��#� ��� �� � ��	� � ���/� � ��� � ��� �� � ��	�& ��� ���� �� 	����� ���� ��	�& �� �� �������	� ��� �� � ��	� ��� �� ���� �+ ��� ��� 	

� � � � ��&������%� �/ � �+ �� ��#� ��� ���& ��� %�& � ���� �	 ������ � ' �� � ��� �� � ��
6�	� ��� � �6� - � �� ����#��� �� �/��� �%� ��� ������ #��� ��� � � ��� � �� ���/
� ��� .��/� � �. � � ' �� *+ �� ��#� ��� � �*� ��� ����� 6 %�� ��� ���� - � ��	 ���
� �� ����� ��� % ��# 6 ��/ �&�� �� ���� 6 �� � &/� ��� �% � �� ����� ��� ��� ����
� �� %�& � ������ �� � ������� � �1&/� ��� �� /�&�� ���/ � * /� �� ��� ����
� ��	� �� � �� 	� ���	� ������ �� ' �� %�& �� � ���� �	 ����� �� � �� �� ��� ���� ��
��2 � � ���� � ��� ���� �� �� ���� �&	� ��� 	�# �&�� � �� �� �/�# �� �� ��	� � ��
������ � ,� � �� ���� ���/ �� � �� �+ �� ��#��� ���� � � �� �/��� ��� �% � ��
������ �

����� 6 ��/ . ��� ���&���� ��/ �� ��&�/� ��� ����/ - � ��	� ��	� ��� ��� ��/�/�� �#� � 6 �� ��� ����/ �� �� ������ � ����%� �/ ��&/ ��� - � �� � � ���� �� ��� ��/
� �� �/ � % ��/ ��� �� � 3� � ����/� �	��� �� �# - . ���	��� � �� ������ #��� ��� �
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X � ��� �&# � � �% / ���	� ���� �
��� � ��� ��� ��� ���� � �� �� �&�� �%

X �
�� 2��&# ��� ��� �� �� �� *.�- ��/ �� 	���� ��� - � ��� �� � �� / ��� ��&� �� � �%

X �
�	� � ��� � �� �#% � % � �� / ��� ��&� �� � �� ���� �� �
�/� $ ��/

E[X]
��/

SD(X)
�

��� 2// � ,��#� � �����+ �#�� �� � �� ��� ���� �� ���� �	� �
�% � 1&/� ��� % ��# � �� ���� �� ���� �	� - �����+ �#��� �� � ��� �� �&�� �%

X
��� 	���

� ���� �� � �� � ��� ��� *.�- �� 	���� ���� �� ������ ���
��� 3� %�	� - � �� ���� � �&#� � �% ���� ���

x = 122
� � ��� /� ��& 	� �	 �&/��

") � ' ��� �+� �	 ��� �� ���/ � � � 	�# �&�� � ��  ���� ������ � ���%����� &��� �� ���	� ���
���� �� � ��# �� ' �����# � 3� ��� ���� ��� ��� � ������ �� ������ &� �� �� �� �� � �� �� ����/
���� 5 �
*��� � � �� %� ���� ��� 5 	�##��/� 	
& �� ���� �� � �&� �	 ������� � 
��� � �� �
� �� �		 �� � & �  � ���� �
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n,��� 	 ��#� ���� ��� �	 �� �� ���%� �

s ≡
√∑

(yi − ȳ)2
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n



� �� � ���� ��� ���� ���� 04

,��� 	 ��#� ���� ��� �	 �� �� ���%� �

s2 ≡
∑

(yi − ȳ)2
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+, -./ 0123,4 0/5 /0-/2 67 899: ; <� 0-=>/,-0 ?651@/-/> A-B-30-3?0 C9: B- D=E/ F,3G/2H
03-IJ K 34=2/ 8 JL >301@BI0 -./32 42B>/0 J

M./2/ N/2/ 8O P=3QQ/0 >=23,4 -./ 0/5 /0-/2 J RB?. NB0 N62-. C9 163,-0 J M./
=11/2 1B,/@ 67 -./ S4=2/ 0.6N 0 -./ >30-23T=-36, 67 0?62/0 6, /B?. P=3Q J M./ BT0?300B
30 @BT /@@/> C -.26=4. 8O ; 3,>3?B-3,4 -./ P=3Q ,=5T/2 J K62 /B?. P=3Q ; -./ S4=2/ 0.6N 0
B �UVW XUYJ K62 /B?. P=3Q -./2/ 30 B T 6Z J M./ .623Q6,-B@ @3,/ -.26=4. -./ ?/,-/2 67 -./
T6Z 30 -./ 5 />3B, 42B>/ 762 -.B- P=3Q J [/ ?B, 0// -.B- -./ 5 />3B, 0?62/ 6, \=3Q 8
30 B26=,> L ; N.3@/ -./ 5 />3B, 0?62/ 6, \=3Q : 30 B26=,> O J M./ =11/2 /,> 67 -./ T 6Z
30 -./ L<-. 1 /2?/,-3@/ ]:2> P=B2-3@/^ 67 0?62/0 _ -./ @6N/2 /,> 67 -./ T6Z 30 -./ 8<-.
1/2?/,-3@/ ]C0- P=B2-3@/^ J [/ ?B, 0// -.B- BT6=- .B@7 -./ 0-=>/,-0 0?62/> T /-N//,
BT6=- < B,> ` 6, \=3Q 8 ; N.3@/ BT6=- .B@7 -./ 0-=>/,-0 0?62/> T/-N//, BT6=- 8 B,>
a 6, \=3Q : J \=3Q : NB0 -6=4. J

RB?. T6Z 5 BI .BG/ bcdef ghe; 62 >B0./> @3,/0 N.3?. /Z-/,> BT6G/ B,> T/@6N -./
T6Z J M./ /ZB?- >/S,3-36, 67 -./ N.30E/20 30 ,6- 35 162-B,- ; T=- -./I B2/ 5 /B,- -6
3,?@=>/ 5 60- 67 -./ >B-B 1 63,-0 -.B- >6, i- 7B@@ 3,03>/ -./ T 6Z J ]+, � ; TI >/7B=@- ; -./
N.30E/20 /Z-/,> -6 -./ 5 60- /Z-2/5 / >B-B 1 63,- N.3?. 30 ,6 562/ -.B- CJ< -35 /0 -./
3,-/2P=B2-3@/ 2B,4/ BNBI 7265 -./ 5/>3B, J^ K 3,B@@I; -./2/ 5 BI T / 065 / 3,>3G 3>=B@
163,-0 1@6--/> BT6G/ 62 T /@6N /B?. T6Z1@6- J M./0/ 3,>3?B-/ UjYXdghe; 62 0?62/0 -.B-
B2/ /Z-2/5 /@I .34. 62 @6N 2/@B-3G/ -6 6-./2 0?62/0 6, -.B- P=3Q J k B,I P=3QQ/0 .B>
@6N 6=-@3/20 _ 6,@I \=3Q < .B> B .34. 6=-@3/2 J

l6Z 1@6-0 B2/ /Z-2/5 /@I =0/7=@ 762 ?651B23,4 5B,I 0/-0 67 >B-B J [/ ?B, /B03@I
0// ; 762 /ZB51@/ ; -.B- \=3Q < NB0 -./ 560- >3m ?=@- ]L<n 67 -./ ?@B00 0?62/> : 62
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.B> P=3Q BG/2B4/0 T /-N//, BT6=- < B,> � T=- -.B- O BG/2B4/0 N/2/ 5=?. @6N/2 J
K 34=2/ 8 JL NB0 126>=?/> TI -./ 76@@6N 3,4 � ?6>/ J
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,-./�� ����	� � 43G/0 -./ B??/1-B,?/ B,> 2/+ /?-36, >B-B 7265 -./ 03Z @B24/0- 42B>=B-/
>/1B2-5 /,-0 6, N.3?. -./ 0-=>I NB0 TB0/> J MI13,4 ��� �,-./�� ����	� �	 -/@@0 562/BT6=- -./ >B-B J +- -/@@0 =0 ; B56,4 6-./2 -.3,40 0
���1	���� �



� �� � ���� ��� ���� ���� ���

−3 −1 1 3

4
5

6
7

8
9

latitude = 45 
 longitude = −40

n = 213

−2 0 2

4.
5

5.
5

6.
5

latitude = 45 
 longitude = −30

n = 105

−2 0 2

6
7

8
9

10

latitude = 45 
 longitude = −20

n = 112

−2 0 2

5.
5

6.
5

7.
5

latitude = 35 
 longitude = −40

n = 37

−2 0 1 2

8.
0

8.
5

9.
0

9.
5

latitude = 35 
 longitude = −30

n = 24

−2 0 2

8.
5

9.
5

10
.5

latitude = 35 
 longitude = −20

n = 44

−2 0 2

6.
5

7.
5

8.
5

latitude = 25 
 longitude = −40

n = 47

−2 0 2

6.
5

7.
0

7.
5

8.
0

latitude = 25 
 longitude = −30

n = 35

−2 0 2

6.
8

7.
2

7.
6

latitude = 25 
 longitude = −20

n = 27

� �#� �� % �	 
 .. � ���� �� ���� � ����� ���� ��� �◦�� �� ����� ��� �



� �� � ���� ��� ���� ���� ���

/ ��� ��� ��	��� ���� ��� �� ��� ��	� ��	������� ��� ��� �!��
	� ����� �	� � 	� � ��� ��� �� � �� ��� ��� �� ��� ���� ����
�� �� �	��	� � �

�	 ��� ����
� /�� �� /�� ���� � ������ 
��� ��� � 1���
� ��� / � . � - � � � � � 1

���
M./ 5B+ 62 P=/0-36, B- 300=/ 30 N./-./2 -./2/ 30 0/Z T3B0 3, B>5 30036,0 J M6 3,G/0-34B-/
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K62 /B?. >/1B2-5 /,- ; -./ -N6NBI -BT@/ 67 B>5 30036, 0-B-=0 G/20=0 0/Z 30 >301@BI/> J

A=?. B >301@BI; ?B@@/> B �hUeeY��jX�YdU� ; 0351@I -BT=@B-/0 -./ ,=5T/2 67 /,-23/0 3,
/B?. ?/@@ 67 B 5=@-3NBI -BT@/ J +- i0 .B2> -6 -/@@ 7265 -./ ?2600-BT=@B-36, N./-./2 -./2/
30 B 0/Z T3B0 B,> ; 37 06 ; N./-./2 3- 30 0I0-/5 3? 62 ?6,S,/> -6 +=0- B 7/N >/1B2-5 /,-0 J
�/- i0 ?6,-3,=/ TI S,>3,4 -./ 5 B243,B@ ]B442/4B-/> TI >/1B2-5 /,- B0 61160/> -6
?6,>3-36,B@ 43G/, >/1B25 /,-^ B>5 30036,0 2B-/0 762 5 /, B,> N65 /, J
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30 B 42B1.3?B@ NBI -6 >301@BI -./ >30?2/1B,?IJ M./ @/7- ?6@=5, 30 762 B>5 3--/> 0-=H
>/,-0 _ -./ ./34.-0 67 -./ 2/?-B,4@/0 0.6N .6N 5B,I B>5 3--/> 0-=>/,-0 N/2/ 5 B@/
B,> .6N 5B,I N/2/ 7/5 B@/ J M./ 234.- ?6@=5, 30 762 2/+ /?-/> 0-=>/,-0 _ -./ ./34.-0
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N/2/ 3,>/1 /,>/,- ; 3 J/ J; 37 -./2/ N/2/ ,6 0/Z T3B0 ; -./, -./ 126162-36, 67 5 /, B56,4
B>5 3--/> 0-=>/,-0 N6=@> /P=B@ -./ 1261 62-36, 67 5 /, B56,4 2/+ /?-/> 0-=>/,-0 B,>
-./ ./34.-0 67 -./ @/7- 2/?-B,4@/0 N6=@> /P=B@ -./ ./34.-0 67 -./ 234.- 2/?-B,4@/0 J
M./ B11B2/,- >3� /2/,?/ 3, ./34.-0 30 B G30=B@ 2/12/0/,-B-36, 67 -./ >30?2/1B,?I 3,
0/Z 2B-360 B5 6,4 B>5 3--/> B,> 2/+ /?-/> 0-=>/,-0 J M./ 0B5 / >B-B ?B, T / G3/N/> B0
>30?2/1B,- B>5 30036, 2B-/0 762 5 /, B,> N65/, TI -2B,01603,4 -./ 5 B-23Z 0
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M./ /Z 30-/,?/ 67 >30?2/1B,- 0/Z 2B-360 762 B>5 3--/> B,> 2/+ /?-/> 0-=>/,-0 30 /P=3GH

B@/,- -6 -./ /Z 30-/,?/ 67 >30?2/1B,- B>5 30036, 2B-/0 762 5 B@/0 B,> 7/5 B@/0 B,> -6
>/1 /,>/,?/ 67 0/Z B,> B>5 30036, 2B-/0 J M./ @B?E 67 >30?2/1B,- 2B-360 30 /P=3GB@/,-
-6 3,>/1 /,>/,?/ 67 0/Z B,> B>5 30036, 2B-/0 J

RG 3>/,-@I F) l/2E/@/I B>5 3--/> 5 /, B,> N65 /, B- >3� /2/,- 2B-/0 J l=- 42B>=B-/
B>5 30036, >/?3036,0 B2/ ,6- 5 B>/ TI B ?/,-2B@ B>5 30036,0 6m ?/ _ -./I B2/ 5 B>/ TI
-./ 3,>3G 3>=B@ >/1B2-5 /,-0 -6 N.3?. 0-=>/,-0 B11@IJ A6 6=2 ,/Z- 0-/1 30 -6 @6 6E B-
B>5 30036, 2B-/0 762 /B?. >/1B2-5 /,- 0/1B2B-/@IJ [/ ?B, @66E B- -./ ?2600-BT=@B-36,
6, 1B4/ CCO 62 5 BE/ 560B3? 1@6-0 762 /B?. >/1B2-5 /,- 0/1B2B-/@I ],6- 0.6N, ./2/^
N 3-.
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/P=B@ 2B-/0 J M./ 76@@6N 3,4 0,311 /- ?B@?=@B-/0 B,> 123,-0 -./ 2B-/0 J +- ?6,S25 0 -./
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�6-/ -.B- >/1B2-5 /,-0 * B,> l N.3?. .B> .34. B>5 30036, 2B-/0 B@06 .B> @B24/ ,=5 H
T/20 67 5 B@/ B11@3?B,-0 N.3@/ >/1B2-5 /,-0 ) ; D ; R B,> K N.3?. .B> @6N B>5 30036,
2B-/0 .B> @B24/ ,=5T/20 67 7/5 B@/ B11@3?B,-0 J M./ 4/,/2B@@I B??/1-/> /Z1@B,B-36,
762 -./ >30?2/1B,- 5 B243,B@ B>5 30036, 2B-/0 30 -.B- 5 /, -/,>/> -6 B11@I -6 >/1B2-H
5 /,-0 -.B- N/2/ /B0I -6 4/- 3,-6 N.3@/ N65/, -/,>/> -6 B11@I -6 >/1B2-5 /,-0 -.B-
N/2/ .B2>/2 -6 4/- 3,-6 J * 562/ 03, 30-/2 /Z1@B,B-36, 30 -.B- -./ =,3G/203-I 4BG/
562/ 2/06=2?/0 -6 >/1B2-5 /,-0 N 3-. 5 B,I 5B@/ B11@3?B,-0 ; B@@6N 3,4 -./5 -6 B>5 3-
B 42/B-/2 1261 62-36, 67 -./32 B11@3?B,-0 J M./ >B-B N/ iG/ B,B@IQ/> B2/ ?6,030-/,- N 3-.
T6-. /Z1@B,B-36,0 _ -./ ?.63?/ T /-N//, -./5 5=0- T / 5 B>/ 6, 6-./2 426=,>0 J

�,/ @/006, ./2/ 762 0-B-30-3?3B,0 30 -./ 16N/2 67 0351@/ >B-B >301@BI0 B,> 0=5 H
5B23/0 J *,6-./2 30 -./ ,//> -6 ?6,03>/2 -./ =,3P=/ B01 /?-0 67 /B?. >B-B 0/- J M./
/Z1@B,B-36, 67 >3�/2/,- B>5 30036,0 2B-/0 762 5 /, B,> N65/, ?6=@> 6,@I T / >30?6GH
/2/> TI 065/6,/ 7B5 3@3B2 N 3-. .6N =,3G/203-3/0 B,> 42B>=B-/ 0?.66@0 N62E ; ,6- TI
76@@6N 3,4 065/ 4/,/2B@ 2=@/0 BT6=- .6N -6 >6 0-B-30-3?B@ B,B@I0/0 J

� ��  �� � ����� �� �� �!��� � �� � ��� ��  �� � ���� ��  � �  � �� ��� � �� ���  �� � � ���� ��  �� � �� ' � �� �� ��� � #�$�� � � �� �� � �� ��� ��� ( � � �� �� ��� ��  ����� � � �� �� ��� ��  ����!����� � ��� ��  �  � ���� ��  �  � ��� ��� �� ��� ��  ���� �� ��"� �����!�� � �� � � ��� �
 ��!� �" # $� &� �� �� 	
��' �*
 X� ��dYc� jX 30 B 4/I0/2 3, �/@@6N 0-6,/ �B-36,B@ �B2E B,> B 42/B- -6=230- B--2B?-36, J
* 0 D/,TI B,> � 2/43T6, �C�`L� /Z1@B3, ; �K265 *=4=0- C -6 *=4=0- ` ; C�L` ; 2B,4/20
B,> ,B-=2B@30-0 B- �/@@6N 0-6,/ �B-36,B@ �B2E 2/?62>/> -./ �jh�YdU� 67 /2=1-36, B,>
d� Ygh�� X -6 -./ ,/Z- /2=1-36, ]T6-. 3, 5 3,=-/0^ 762 /2=1-36,0 67 � @> KB3-.7=@ T /-N//,
a B J5 J B,> 5 3>,34.- J M./ 3,-/,- 67 -./ 0-=>I NB0 -6 12/>3?- -./ -35 / 67 -./ ,/Z-
/2=1-36, ; -6 T / 160-/> B- -./ � 303-62 i0 )/,-/2 06 -.B- G 303-620 -6 �/@@6N 0-6,/ ?B,
=0/7=@@I T=>4/- -./32 -35 / J� M./ � >B-B0/- ������� � ?6,-B3,0 -./ >B-B J +, B>>3-36,
-6 -./ 2/7/2/,?/0 @30-/> -./2/ ; -./ >B-B B,> B,B@I0/0 ?B, B@06 T / 76=,> 3, [/30T /24
�C�`<� B,> D/,TI B,> � 2/43T6, �C�`L� J M./ @B--/2 B,B@I030 /51.B03Q/0 42B1.3?0 ; B,>
N/ 0.B@@ 76@@6N 065/ 67 -./32 0=44/0-36,0 ./2/ J

[/ T/43, /Z1@623,4 -./ >B-B N 3-. 0-231 ?.B2-0 B,> >/,03-I /0-35 B-/0 67 >=2B-36,0
B,> 3,-/2GB@0 J M./0/ B2/ 0.6N, 3, K34=2/ 8 JCCJ M./ S4=2/ 0=44/0-0 T35 6>B@ >30-23H
T=-36,0 J K62 �jh�YdU� -./2/ 0//5 0 -6 T / 6,/ T=,?. 67 >B-B B26=,> -N6 5 3,=-/0 B,>
B,6-./2 B26=,> 76=2 62 SG/ 5 3,=-/0 J K62 d� Ygh�� X; -./ 56>/0 B2/ B26=,> <9 5 3,=-/0
B,> `9 5 3,=-/0 J * 1@6- 67 3,-/2GB@ G/20=0 >=2B-36, ; K 34=2/ 8 JC8 ; 0=44/0-0 -.B- -./
T35 6>B@3-I 30 12/0/,- 3, -./ + 63,- >30-23T=-36, 67 -./ -N6 GB23BT@/0 J l/?B=0/ -./ >B-B
N/2/ ?6@@/?-/> 6G/2 -35 / ; 3- 5 34.- T / =0/7=@ -6 1@6- -./ >B-B 3, -./ 62>/2 67 ?6@@/?-36, J
M.B- i0 K 34=2/ 8 JC: J M./ .623Q6,-B@ 0?B@/ 3, K34=2/ 8 JC: 30 06 ?6512/00/> -.B- 3- i0
.B2> -6 0// N.B- i0 463,4 6, J K34=2/ 8 JCO 2/1 /B-0 K34=2/ 8 JC: T=- >3G 3>/0 -./ -35 /
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3,-/2GB@ 3,-6 -N6 0=T3,-/2GB@0 -6 5 BE/ -./ 1@6-0 /B03/2 -6 2/B> J M./ 0=T3,-/2GB@0
6G/2@B1 0@34.-@IJ M./ 1/2030-/,- =1HB,>H>6N, ?.B2B?-/2 67 K34=2/ 8 JCO 0.6N 0 -.B- ;
762 -./ 5 60- 1B2- ; @6,4 B,> 0.62- >=2B-36,0 B2/ 3,-/2N6G/, ; B0 B2/ @6,4 B,> 0.62- 3,H
-/2GB@0 J ]K 34=2/ 8 JCO 30 1 6-/,-3B@@I 5 30@/B>3,4 J M./ >B-B N/2/ ?6@@/?-/> 6G/2 B, /34.-
>BI 1/236> J M./2/ B2/ /34.- 0/1B2B-/ 0/P=/,?/0 67 /2=1-36,0 N 3-. 4B10 3, T /-N//, J
M./ ������� � >B-B 0/- >6/0 ,6- -/@@ =0 N./2/ -./ 4B10 B2/ J D/,TI B,> � 2/43T 6,
�C�`L� -/@@ =0 N./2/ -./ 4B10 B2/ B,> =0/ -./ /34.- 0/1B2B-/ >BI0 -6 S,> /22620 3,
>B-B -2B,0?231-36, J^ �=0- -.30 0351@/ B,B@I030 ; B ?6@@/?-36, 67 76=2 S4=2/0 ; .B0 43G/,
=0 3,034.- 3,-6 -./ >B-B -.B- N 3@@ T / G/2I =0/7=@ 3, 12/>3?-3,4 -./ -35 / 67 -./ ,/Z-
/2=1-36, J
K 34=2/0 8 JCC; 8 JC8 ; 8 JC: ; B,> 8 JCO N/2/ 126>=?/> N 3-. -./ 76@@6N 3,4 � ?6>/ J
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� �#� ��� % ��� � � % ��� � � ����"� ��� �� �, � � ��� � ��� � ���� ��� � # ��� �� ��� ��  ���� ��� #
����� ����� !��� � � ��$ ������� � ��� � "�� ����� ���� �� ���� � ��� ����� �� � �� � � � �#-� �� % ��� � �� �� ��� � �� �� � �� � � ��"� ����� ���� �� �� � ������ �#� � �� ��� ����� � ��"� �� � �
�� ���� � ��� � �� �� � �� � � ���� ��"��� �� #� �� ��  # ����� � � �� ���� � �� � �� � �� � �
���  � # ��� ��� � � � �� � �#� �� � ���� � � �� � �� � �& � �� � ��  #�� �� ��  # ����� � ��� ����� �� �

� �� * ��� ��  # ����� ��  #� �� � � ��� �!��� - �� �� �!��� - �� � �� � �� � ���� ��  # ����� ��
� � �� � �� ��� � (−17,−10) #� � �� ��� ���� � ��# �� �� � � �� �"���� �� ���� � � ���� ��� ���
�� � �� �� �$ " ���� �� ��� ���� � � � � �� ��� ��� ���  �� $�� � ��� ( � # �� ���� �� � � �� ���
���� ����� ���� �� � " ������ �� �$ ����� �$ � ��� $��� � �� %���� �

� � �� �!��� 35◦ � �� � ��"�
�� � � ���$ ����� �� ��" ����� ����� �$ �� �� #� �� �� �� � %���� � � ��� �� !�"���� �� ��� " ���� � #
��� ��� ��� ���  �� ��  #�� �� � �� � � �� �$ " ���� �� ��� ��� �"� �� �� ���� � ��  # ����� ��  #�� ��� �!��� (−20,−13) � (−25,−16) � (−30,−20) � (−34,−25)
� � (−40,−28)

� � ��$ ��� ���� �� " ����� ��� �"���� �� ��� �� � �� � � �� ���� � "� �� �� ��-
�� � ���� � ���� � ��# �� � ���� � "�  �� �� � � ���� � ���� � �����"� ��� �$� � �� #� � �� � ������� ��  
��

• ����� ���� ��� ��" ����� � ��# �� �$ �� �� ��
�� ���� �� & ��� �

• � �� � # �� � ��� �"���� �� ��� !�"���� � ��# �� �$ ��� ����� � �� �� ��
�� ���� �� &��� �

� �
• � �� �� ��� ���� �� � �� � ��� �� �� * � � �� #� � �� � ����� � �

%�� �"� ���� ��� ��  # ����� �� #�� ��� �
�� ����� � # � �  �� �� ���� � � ��� � � � �� �� #�� ���"���� !$ � �� ���� � ���� �� !�� �� �

�� ���� � � �� ��� ���#��$ ���� �  �� !� �� �� �� � ��
� �� ��"� �� #� �� �#� �� % ��� ���� ���� � �� �� ��� �� ��� ����� � � ��  # ����� � � �� ������� ��  �� � ���
����� ���� �� � " ������ # ����� ��$ � ��� &��� �� ���� � � ���� ��� *#� ��� # ��� � �� ���$ " ����
� �"�� �� � � � �� ��� ��� ��� �� �� #�� �



� �� � ���� ��� ���� ���� �%�

5
10

15

20 30 40 50

20 30 40 50 20 30 40 50

5
10

15

lat

te
m

p

−40 −35 −30 −25 −20 −15 −10

Given : lon

� �#� �� % ��� 
 ����� ���� �� �� ���� ��� ����� ��� � �&� ��  � �� ���� �� ��  # �����



� �� � ���� ��� ���� ���� �%�

5
10

15

−40 −30 −20 −10

−40 −30 −20 −10 −40 −30 −20 −10

5
10

15

lon

te
m

p

20 25 30 35 40 45 50

Given : lat

� �#� �� % ��� 
 ����� ���� �� �� ���� ��  # ����� ��� � �&� ��  � �� ���� �� ��� �����



� �� � � ���� ����� �%	

� �#� ��� % ��� � � % ��� �� �� �����"�� !$
�	� �	� � ��� � ��� � �	� 	
�	� �	� � ��� � �	� � ��� 	

� �� 	
�� 
��� �
� �� �� � �� � ��� ���� ����� � �
�� ����  ����� � � ��� �� � !�� ��� ���� � ��� � � ��� ��!�� ��  ���� ��  �� ( ��  ���" ��� �$!�� � ���� #� � �� � ���� �� ( ��  � ��� ����� �� � �� ��$ ( �� � ��� ��� ���� "��� � ���
� �� ���� � ��� ��!�� ��  � X ∼ �� �(λ) �

!�� �� ��  �� ( �� � �� �� ��� �� λ
� &� ��$ ( ��

� ��� X ∼ ) � (n, θ)
!��  �� ( �� θ

� ' � �� ��$ ( �� � ��� ��� �� ���� �� X ��� �� �� �$" ����� ��� ���� � ���� "�  � �� � �� ��� � � ������ � �  !��� � ���� � �� �� ��" ��� �� ���� �
X ∼ %

(µ, σ) �

!�� �� ��  �� ( �� � �� �� ���� �� µ � � σ
� � ����� "���� � �� �� �� � � �� ��

��� ��$ � � ��� !�!����$ � ��� ��!�� ��  � � ����� !$ � �� �� � λ � θ �

�� (µ, σ)
� &� "� �� λ � θ �

�� (µ, σ)
� �� � ( ��  ����� � ��� � � �� ��� ��$ �� � ��� ��!�� ��  � �� "� ���� � ����� � ���� ��� �� � ' ���  �

� �� #�� � �� � �� ���� ��� �"� � � � �$� �� �� �� ���� �!��� � �� �� ��� �� � �� � ( ��  �������� ��
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� �&� ��  � ���� ���� �� �$�������� �!���  ��� �� � � ��  � �! �� ��$ �� � ��" ��� � ��� ��� #
��� �������� �� �""� �� � # �� ��� �� �� � ��$ �� � �� � ��� ���� � !�"� �� � �� $��� �� #� ����"
����� ��� # �� � # �� � # �� � � # �$% � � ��"� X ��� � ��  ��!� � ��  �� ���� �� #� � � ������
���� ��� � X ∼ �� �(λ) � � � � �&� �� � �� ���� �� λ �������  � � �& � ��  � �������� �� �$��������
�!��� � �� ������ � ���� ��  �� ���� �� #� � & �� X �� � �� ��� �� !� �

� ��� �� �� � �� ����� λ �� � �� � � � �� ���� �� ����� ��� !$
Pr[X = 3 | λ]

� � ��� ��� !�!����$� �� � �� "� ��  ��
λ � �� "� ���� � �� ��&� ��'��( �)*� ���* � � ��  ���� `(λ)

� �� ��$� ��� �� �� ��"� �� ��� �� λ
�� � �� � � � �� ����� X = 3

� � �#� �� # �� "�# � #$% �� � � ��� �� � �� ��(� ������ �� "� ��  �� � �$� �"� � ��� !��� �� ( �� � �� ���� "��� � ��� � ������� ��" ��� ��$ � ����� !$ �
�������� � θ � ��� � X1, . . . , Xn ∼ ����� �f(x | θ) �

!�� �� ��  �� ( �� θ
� � �� + � � � ��  � ��$ ��

� �� � �� ���� ��
f(X1, . . . , Xn | θ) =

∏

f(Xi | θ).
"% �%%

����� ��  % �%
� �� � �� "� ��  � � θ � �� � �� ��(� ���� �� �� "� ��  � &� ����� ���� � ���� f(

���� | θ)
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� ��  �� θ �� ��$ � ��� � ���� � �� ��(� ���� �� �� "� ��  �� `(θ)

�� `(θ | ����) �
� �� � �� ������� ��  �� � �� ��(� ������ �� "� ��  �� � ���$� � �� ��� �� ��� ��� � �� � ���

����� �� � `(θ1)/`(θ2) > 1 � � ��  θ1 �� � �� � � � �� ���� !���� � � �� θ2
� �� `(θ1)/`(θ2) = k �

� ��  θ1 �� � �� � � � �� ���� k � ���� !���� � � �� θ2
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���� ��� �"� " ���� "�  ��"� � ����$ �� ��� ����� ��� � ��"� ��  �� "��� �  ������ � ���� ����
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��� ��� � $���� � � � !�� ����
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� � ��"���� X = 3
� $�� � �� � ) � �� �� � �� �� ����  � � �� � ���� ��� �"� � ���� � �� X ∼

) � (10, θ)
� �� � ��(� ���� �� �� "� ��  �� `A(θ) =

(
10
3

)
θ3(1− θ)7 � �� �� � ������ � � �#� �� % �#� �

)�"���� �  �$ ��� ��� ����� �� � �� ��(� ����� � �� "� ��  "� !� ���"� ��� !$ � $ ��!�� ���$ ��� �-
� ��� "� ��� � � � � �#� �� % �#� �� ��� !�� ���"� ��� �� ��� ��� �� �� �� # � � �� � �� ������� ��  �� � �#� �� % �#� �� � ��� �� ���� � � θ ���� � θ ≈ 0.3 �� � �� � ��� ���� !��� �

!�� � ��� � $ �� ����� θ � � �� � �� ��� � � ��� �!��� � �# �� �!��� � �� �� � �� � � � �� ����  �� ��� ��"� �����
��� ��� !��� � ��� �� θ ≈ 0.3 �� � �� � � � �� ���� �  �$ �!��� #� � ���� !���� � � �� θ ≈ 0.1
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) ��"���� Y = 10

� ��� ) � �� ��(� ����� � �� "� ��  ��

`B(θ) = P[Y = 10 | θ]
= P[

% ���� ��� # * ��� $ "���] × P[#� �� � "�� �� ���]
=

(
9

2

)

θ2(1 − θ)7 × θ

=

(
9

2

)

θ3(1 − θ)7

`B � �&� �� � ��� `A
!$ ��� �� �� �� ��"�� ��� "�  ��� � (9

2

)
/
(
10
3

) � )�� � � "� �� �� �� ��"�� ���"� ��� �� �� �� ����� �� � � � ) ��� ��$ ���� ��� ���� ��(� ���� �� �� "� ��  � � �� "�
���"� �$ � �� ���� � ������ ��  �!��� θ

� $����  � ) ��� �� � ��� ��� � �#� �� % �#� �� � �� � ����� �� � ��(� ����� � �� "� ��  �
$����  � � ��" ���� �� � !�� ��� ��� �$ "�� ��� � �� ���� �� #� � � ���� � � ��"� �� Z1 �

� � �
�

Zk � �� �� k �� � ��  ��!� � � � "��� � ��� � ���� !$ � #� � � ���� � � ��"� Zi �� � �� �� � # ��� �""��� � # �� � ����� � ��� i �� � "�� �� ��� � & �� � �� � �� ������ � ���� � �� � � � �
) �

�  �$ #� "��� � ���� !$ � ��� * ��� #� � � ���� � � �� ������ � ��"����� ���"� �$ � �� ����
���� �� � � � ) � �� � ��(� ����� � �� "� ��  ��

`C(θ) = (1 − θ)θ(1 − θ)(1 − θ)(1 − θ)θ(1 − θ)(1 − θ)(1 − θ)θ = θ3(1 − θ)7
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`(λ) ≡ p(
DB-B | λ)

= p(y1, . . . , y60 | λ)
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=
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M./ S20- @3,/ 67 ?6>/ ?2/B-/0 B 0/P=/,?/ 67 C99 GB@=/0 67
θ
B- N.3?. -6 ?651=-/

`(θ)
; -./ 0/?6,> @3,/ >6 /0 -./ ?651=-B-36, ; -./ -.32> @3,/ 2/0?B@/0 06 -./ 5 BZ35=5

@3E/@3.66> 30 C; B,> -./ 76=2-. @3,/ 5 BE/0 -./ 1@6- J

����� ��� % �� � � % �� ���� ��� ��(� ���� �� �� "� ��  � ��� ���� � � ��$ ����� � � ��"�
�� ���� �� � �������� � � �� ���� ������� "��� ��� ��  � �$� � ��"� �� ���� �� � �������� � �� � �� � 
��� ���� �� ��% � � �� ���� � ��$ ��  �� ������� "

� ��"� �� ���� �� � �� � ��� ���� �����$ % �� �� �� ��  � ���� �� � !����� ������� � �  �  -������� � !���� �� � �� � ��� �� � �� ��(� ��-
���� �� "� ��  � ���� � � �� �������$ ���$ � # ���� �� �� ������� ��� � �&� ��  � �� ���� �� � ��
�������� � �
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� �� �� ���  "� � � ��(� ���� �� ��� �� �� #� �

�� #�� �

�� #��� �

�� ����� '  � ��$ �� � ��� �
� �� ����� ��  �� �� "�  �� ��"� � �� ����*�� ��� ���� �* �� �  � � � ��"� �� ���� � � �� �� ���� �� ���� � � # � � � �� �� ��  #�� � � �� ���  "� � � "� "� �"� ���� ��� ��(� ���� �� � � ��  �� "� "������ ��� "� �"� ����� ��(� ����� � �� ��� ( ��  �� ��  #�� �� �� ��� "� ���� �� � ���� ��  "� �� �� ����  � ���# � � �� ���� ��� "� � � � '  � �� � �� �� "� � � � ������ � �� ���-������ � &� �� ��� �$ "����� � "� � � � �� �� "�  ��"� � �����  "� ��"� � ������ �� ���� � ��"� "� � ��� �� ��"��� � $������ ��� ������ $ �� �� n

"�  ��"�� �������� � P[n
����� | �� ��] = 2−n

�
P[n

����� | ���-������] = 1
� $� ��� ��(� ����� � ��� �� ��

2n � � ��� �� �� � ���� ��  "� �� �� ����  � � � ��(� ���� �� ��� �� ���� � � �� ��(� ���� � # �����"� ��"�� ��� ����� � � ��(� ������ ��� �� ���� � #��� �� ��(� ���� � # ��  "�  ��"�� ��� ����� �� ����� �� % ��
argmax `(θ) ≈ .055 � � `(.025)/`(.055) ≈ .13 ≈ 1/8 � �� ��� �� ���  "�

�#� � �� θ = .025 �� ������� �� θ = .055 �� �!��� �� �� ��  # �� � �� �� ���  "� �#� � �� � �� �� ��"� � � �� ����� "�  ��"�� ��� ����� ��� ������ � � �� ���� "� !� �� �� ��� ��� �� ���  "�
�#� � �� θ = .1

� $ �� �����$� `(.011)/`(.055) ≈ `(.15)/`(.055) ≈ .001 � �� ��� �� ���  "�
�#� � �� θ = .011

�� θ = .15 �� �!��� �� �� ��  # �� #� "� ��"�� ��� ����� � � �� �� �������  ��� � �� �� ��� "� �� � ��� θ �� � � �� � �� ��� � � ��� �!��� θ = .025 �� �!��� θ = .1 �� � �� � 
��� ����  �� � �"� ����� ��� ��� ��� �� �� �� θ ≈ .055

� )�� θ �� !� ��� �!��� �� # ��
���#� � � �� �!��� �#� �� � �� � ��� ����  ��  ����$ �� �� �� �� θ �� ���� � ���� �

� �� �� � ��� ����� � �� ��� ���� �� � � �� �� � �����
$���� ���� �� ��  �� ���� �! �� �� "������ ��� ��(� ������ �� "� ��  ���"� �$� � �� �� � !�"����
�� �� �� � � �� "� �� � � !�"���� �� ��  �� ( �� � ��� �� �� � )�� �� "� ���� "������ � 
������ ����� ��(� ����� � �� "� ��  �� � # ��� �� � �� � � �� �� � ������ � � �� �� ���� � # ����� ��
�� � �� � ��� ���� "��� �

!�� �$� �*�� � �� ���� ���� �" "���� �� � ��� ��� ���� � �  �$������ �� ���� �� X1, X2, . . . , Xn � ��� � ��� !�!����$ ��  � ��$ f
� &� ��  �� ( ��

� ��� f �� � �� ��  �� ���  ( �� � ��� ������� ��" ��� ��$ �� !� ��  #� �� � � ����� ���� f
��� � ��� µ � � � $�

σ
"��� � ������ ���� ��� ��� � � ����� "� ��� *  ��� �% � �

� ��� �� ��� �� ��(� �� ���� �!��� µ
� �� (µ, σ) ��� ��� � �$ � ( ��  �������� �� � ��  ���

��(� ������ �� "� ��  �� `(µ, σ) = f(
���� |µ, σ) =

∏
f(Xi |µ, σ)

� )�� �� ��  �� ( �� f
� � "� �� "� �"� ���� `(µ, σ)

�
������ �� �� "� �����  �� �� ���� � �

# � ���� �� � �� � ������ ��  � ��� ���� ��� ���� � # �!��� µ �� "� �� � � �� � X̄
� � ���

�� � X̄ �� ��� �� � ��� �!��� µ � � � �� ��� ��� ��  � δi ≡ Xi − X̄, i = 1, . . . , n �� �� ��
�� �$ ���� �� �
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% � �� n �� ���#� ��� ��� ��  � �� � � �� �� � ������ �� ��� ��

X̄ ∼ %
(µ, σ/

√
n), ������ ����� �$

� � &� "� ��� ����� σ2 � ��� � �� ���� !$

σ̂2 = s2 =
∑

δ2
i /n

� � �  � � �� ������ ��� �� "� ��  

`M(µ) ∝ exp

(

−1

2

(
µ − X̄

σ̂/
√

n

)2
) "% �� %

�� � #�� � ������ ���� ��  �� ��� ��(� ���� �� �� "� ��  �
�� "� ��  % �� �� "� ���� � ���� �*� � ��&� ��'�� ( �� "� ��  � ���� � � !�$� �� �#$$�� ���� � ���
���# � � � ��(� ���� ��� ��� #�� � ������ ���� ��  � �� � ��� ��(� ����� �� � � "� !� ���� �� ��(�
�""� ���� � �� ��  "�� � �� ����� � "���� � �� �� ��� �� � �� � � �� �� � ������ ��� ���� � &� ��� ����� ���# � � � ��(� ����� �� � ����# ���� � ��� !�� ( �
 ��! � �" # $� &) ��
" � )��		 �� �	 �
 	�'"� *
[/ 2/>6 -./ A@B-/2 A?.66@ /ZB51@/ ]RZB51@/ 8 JL^ -6 3@@=0-2B-/ -./ 5 B243,B@ @3E/@3.66>
B,> 0// .6N 3- ?651B2/0 -6 -./ /ZB?- @3E/@3.66> J +, -.B- /ZB51@/ -./

Xi

i0 N/2/ Ci0
B,> 9 i0 3,>3?B-3,4 N.3?. -/B?./20 46- ?B,?/2 J M./2/ N/2/ ` Ci0 6=- 67 CO< -/B?./20 ; 06
X̄ = 8/145 ≈ .055

J * @06 ;
σ̂2 = (8(137/145)2 + 137(8/145)2))/145 ≈ .052

; 06
σ̂ ≈ .23

J
[/ 4/-

`M(µ) ∝ exp

(

−1

2

(
µ − .055

.23/
√

145

)2
) "% �� %

K34=2/ 8 J89 0.6N 0 -./ 5 B243,B@ B,> /ZB?- @3E/@3.66> 7=,?-36,0 J M./ 5B243,B@ @3E/@3H
.66> 30 B 2/B06,BT@I 466> B1126Z 35 B-36, -6 -./ /ZB?- @3E/@3.66> J
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 ��! � �" # $� &� � �� �� �� *
�6N 5=?. B2/ ?62162B-/ )R� i0 1B3>� K62T/0 5 B4BQ3,/ ?6@@/?-/> >B-B 3, C��: -.B-
?B, T/43, -6 B,0N/2 -.30 P=/0-36, J M./ >B-B B2/ BGB3@BT@/ 6,H@3,/ B- �/"� ; -./ � �Y�
��� � YUh� � d�h�h� ; B ?6@@/?-36, 67 >B-B 0/-0 762 72// =0/ TI 0-B-30-3?0 0-=>/,-0 J �/"�0BI0

�K62T/0 5 B4BQ3,/ 1=T@30./> >B-B 6, -./ T /0- 05 B@@ S25 0 3, C��: J M./0/
N/2/ S25 0 N 3-. B,,=B@ 0B@/0 67 562/ -.B, SG/ B,> @/00 -.B, �:<9 5 3@@36, J
K 325 0 N/2/ 2B,E/> TI SG/HI/B2 BG/2B4/ 2/-=2, 6, 3,G/0-5 /,- J M./ >B-B
/Z-2B?-/> B2/ -./ B4/ B,> B,,=B@ 0B@B2I 67 -./ ?.3/7 /Z/?=-3G/ 6m ?/2 762
-./ S20- a9 2B,E/> S25 0 J +, P=/0-36, B2/ -./ >30-23T=-36, 1B--/2,0 762 -./
B4/0 B,> -./ 0B@B23/0 J�

�6= ?B, >6N,@6B> -./ >B-B 7265 ���� ���
�� ����� ��	� ���� ��/"������� �
��������� ���	 
 JM./ S20- 7/N @3,/0 @66E @3E/ -.30 0

http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Datafiles/ceodat.html
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+, -.30 /ZB51@/ N/ -2/B- -./ K62T /0 >B-B B0 B 2B,>65 0B51@/ 67 03Q/
n = 60

67 )R�
0B@B23/0 762 05 B@@ S25 0 J [/ i2/ 3,-/2/0-/> 3, -./ BG/2B4/ 0B@B2I

µ
J �=2 B1126B?. 30 -6

?B@?=@B-/ -./ 5 B243,B@ @3E/@3.66> 7=,?-36,
`M(µ)

J
K 34=2/ 8 J8 C�� � 0.6N 0 B 0-231 ?.B2- 67 -./ >B-B J RG3>/,-@I; 560- 0B@B23/0 B2/ 3, -./

2B,4/ 67 �899 -6 �O99 -.6=0B,> >6@@B20 ; T=- N 3-. B @6,4 234.-H.B,> -B3@ J l/?B=0/
-./ 234.-H.B,> -B3@ 30 06 5=?. @B24/2 -.B, -./ @/7- ; -./ >B-B B2/ ,6- /G/, B1126ZH
35 B-/@I �625 B@@I >30-23T=-/> J l=- -./ )/,-2B@ � 35 3- M./62/5 -/@@0 =0 -.B-

X̄
de

B1126Z 35 B-/@I �625 B@@I >30-23T=-/> ; 06 -./ 5 /-.6> 67 5 B243,B@ @3E/@3.66> B11@3/0 J
K 34=2/ 8 J8C�� � >301@BI0 -./ 5 B243,B@ @3E/@3.66> 7=,?-36,

`M(µ)
J
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• M./ >B-B 0-26,4@I 0=1162- -./ ?6,?@=036, -.B- -./ 5 /B, 0B@B2I 30 T /-N//,
BT6=- �:<9 B,> �O<9 -.6=0B,> >6@@B20 J M.B- i0 5=?. 05 B@@/2 -.B, -./ 2B,4/ 67
0B@B23/0 6, >301@BI 3, K34=2/ 8 J8 C�� � J [ .I�

• +0 3,7/2/,?/ BT6=- -./ 5/B, 0B@B2I =0/7=@ 3, -.30 >B-B 0/-� +7 ,6- ; N.B- N6=@>
T/ T /--/2�

� �� �� � ��� ����� �� ���� �� � �������� ��
& ��� �� � �� �� ��� ��� � ( ��  �������� ��� � �� ��� ��(� ����� � �� � �� "� ��  �� ���
�����!��� � ��� ����� �� � �� � �� Xi �� ��� � ���� �� � ��� %

(µ, σ) � ��  ��� ��(� ����� � �� �
�� "� ��  �� (µ, σ)

� � ��  �� � ����� �� ������ ����� � �� �� � � �
 ��! � �" # $�� &��� � �	 �
 	�'"� *
M.30 /ZB51@/ ?6,-3,=/0 RZB51@/ CJC8 BT6=- B K*)R /Z1 /235 /,- 3, D=E/ K62/0- J
M./2/ N/2/ 03Z 23,40 _ -.2// N/2/ -2/B-/> N 3-. /Z?/00 )�

2

J M./ >65 3,B,- ?B,61I
-2// 3, -./ K*)R /Z1 /235 /,- 30 W d�je Y�g��; 62 @6T@6@@I 13,/ J K34=2/ 8 J88B 30 B
.30-642B5 67 -./ S,B@ TB0B@ B2/B 67 /B?. @6T@6@@I 13,/ 3, C��` >3G3>/> TI 3-0 3, 3-3B@
TB0B@ B2/B 3, C��a J +- 0.6N 0 -.B- -./ -2//0 3, � 3,4 C 42/N B, BG/2B4/ 67 BT6=- :9n
T=- N 3-. GB23BT3@3-I -.B- 2B,4/> 7265 ?@60/ -6 9n 6, -./ @6N /,> -6 B26=,> <9n 62
a9n 6, -./ .34. /,> J l/?B=0/ -./ >B-B B2/ ?@=0-/2/> B26=,> B ?/,-2B@ GB@=/ B,>
7B@@ 6� 26=4.@I /P=B@@I 6, T6-. 03>/0 -./I ?B, T/ N/@@ B1126Z 35 B-/> TI B �625 B@
>30-23T=-36, J l=- N 3-. N.B- 5 /B, B,> AD � [.B- GB@=/0 67

(µ, σ)
5 34.- 2/B06,BT@I

126>=?/ -./ .30-642B5 3, K34=2/ 8 J88B�
M./ @3E/@3.66> 7=,?-36, 30

`(µ, σ) =

n∏

1

f(xi |µ, σ)

=
n∏

1

1√
2πσ

e−
1

2σ2 (xi−µ)2

∝ σ−ne−
1

2σ2

Pn
1 (xi−µ)2

K34=2/ 8 J88T 30 B ?6,-6=2 1@6- 67 -./ @3E/@3.66> 7=,?-36, J M./ >6- 3, -./ ?/,-/2 ;
N./2/

(µ, σ) ≈ (1.27, .098)
; 30 N./2/ -./ @3E/@3.66> 7=,?-36, 30 .34./0- J M.B- 30 -./

GB@=/ 67
(µ, σ)

-.B- T /0- /Z1@B3,0 -./ >B-B J M./ ,/Z- ?6,-6=2 @3,/ 30 >2BN, N./2/
-./ @3E/@3.66> 30 BT6=- C�O 67 3-0 5 BZ35=5 _ -./, -./ ,/Z- 30 B- C�Ca -./ 5 BZ35=5 ;
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-./ ,/Z- B- C�aO ; B,> -./ @B0- B- C�8<a 67 -./ 5 BZ35=5 J M./I 0.6N GB@=/0 67

(µ, σ)-.B- /Z1@B3, -./ >B-B @/00 B,> @/00 N/@@ J
R?6@6430-0 B2/ 1235 B23@I 3,-/2/0-/> 3,

µ
T /?B=0/ -./I NB,- -6 ?651B2/ -./

µ
i0

7265 >3�/2/,- 23,40 -6 0// N./-./2 -./ /Z?/00 )�
2
.B0 B� /?-/> -./ BG/2B4/ 426N-.

2B-/ J ]M./I i2/ B@06 3,-/2/0-/> 3, -./
σ
i0 ; T=- -.B- i0 B 0/?6,>B2I ?6,?/2, J^ l=-

`
30

B 7=,?-36, 67 T6-.
µ
B,>

σ
; 06 3- i0 ,6- 355/>3B-/@I 6TG 36=0 -.B- -./ >B-B -/@@ =0

B,I-.3,4 BT6=-
µ
TI 3-0/@7 J M6 3,G/0-34B-/ 7=2-./2 ; K 34=2/ 8 J88? 0.6N 0 0@3?/0 -.26=4.

-./ @3E/@3.66> 7=,?-36, B-
σ = .09, .10,

B,>
.11

; -./ @6 ?B-36,0 67 -./ >B0./> @3,/0 3,
K34=2/ 8 J88T J M./ -.2// ?=2G/0 B2/ B@5 60- 3>/,-3?B@ J M./2/762/ ; -./ 2/@B-3G/ 0=1162-
762 >3�/2/,- GB@=/0 67

µ
>6/0 ,6- >/1 /,> G/2I 5=?. 6, -./ GB@=/ 67

σ
; B,> -./2/762/

N/ B2/ +=0-3S/> 3, 3,-/212/-3,4 B,I 67 -./ ?=2G/0 3, K34=2/ 8 J88? B0 B � @3E/@3.66>
7=,?-36,� 762

µ
B@6,/ ; 0.6N 3,4 .6N N/@@ > 3� /2/,- GB@=/0 67

µ
/Z1@B3, -./ >B-B J +,

-.30 ?B0/ ; 3- @66E0 B0 -.6=4. GB@=/0 67
µ
3, -./ 3,-/2GB@

(1.25, 1.28)
/Z1@B3, -./ >B-B

5=?. T/--/2 -.B, GB@=/0 6=-03>/ -.B- 3,-/2GB@ J
K 34=2/ 8 J88 NB0 126>=?/> N 3-.
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� �� � � ���� ����� #��

• M./ @3,/ � 
� � ���� �� �� 	� 30 -./2/ T /?B=0/ 065 / >B-B 30 5 3003,4 J M.30 @3,/
0/@/?-0 6,@I -.60/ >B-B -.B- B2/ ,6- 5 3003,4 B,> E//10 -./5 3, � J [ ./, � 30 B
G/?-62 ; �� �� �� 	 30 B,6-./2 G/?-62 ; -./ 0B5 / @/,4-. B0 � ; N 3-. �

�,� 62 1/�"� ;3,>3?B-3,4 N./2/ � 30 5 3003,4 J M./ � 30 �,6-� ; 62 ,/4B-36, ; 06 � ���� �� �� 	�0/@/?-0 6,@I -.60/ GB@=/0 -.B- B2/ ,6- 5 3003,4 J

• M./ @3,/0 	� 
� ��� B,> �� 
� ��� ?2/B-/ B 423> 67
µ
B,>

σ
GB@=/0 B- N.3?.

-6 /GB@=B-/ -./ @3E/@3.66> J

• M./ @3,/ 
�� 
� 	 ���
�� � �/ � !� � !� 	 ?2/B-/0 B 5 B-23Z 762 0-623,4 -./ GB@H=/0 67

`(µ, σ)
6, -./ 423> J M./ ,/Z- -.2// @3,/0 B2/ B @661 -6 ?B@?=@B-/ -./ GB@=/0

B,> 1=- -./5 3, -./ 5 B-23Z J

• M./ @3,/ 
�� 
� 
�� � 	�� �
�� 	 2/0?B@/0 B@@ -./ GB@=/0 3, -./ 5 B-23Z 06 -./
5 BZ35=5 GB@=/ 30 CJ � /0?B@3,4 5 BE/0 3- /B03/2 -6 0/- -./ 
���
� 3, -./ ,/Z-
@3,/ J

• ��
� ��� 126>=?/0 B ?6,-6=2 1@6- J

��
���� �	� ��� �
�� ����	 01 /?3S/0 -./

GB@=/0 6, -./ ZHBZ 30 ; -./ GB@=/0 6, -./ IHBZ 30 ; B,> B 5 B-23Z 67 GB@=/0 6, -./
423> J M./ 
���
� B24=5 /,- 0BI0 B- N.B- @/G/@0 -6 >2BN -./ ?6,-6=2 @3,/0 ;
N.3@/ ���� 
���
��1 0BI0 ,6- -6 123,- ,=5T/20 6, -.60/ @3,/0 J ]k BE/ I6=2 6N,
?6,-6=2 1@6- N 3-.6=- =03,4 ���� 
���
� -6 0// N.B- .B11 /,0 J^

• �� 
�� 30 =0/> 762 B>>3,4 @3,/0 -6 1@6-0 J �6= ?B, 0BI /3-./2 �� 
�� ��� ���	 62
�� 
�� ��� ���	 -6 4/- .623Q6,-B@ B,> G/2-3?B@ @3,/0 ; 62
�� 
�� ��������� ��
���	 -6 4/- B2T3-2B2I @3,/0 J

• 
�� ��� ; 
�� ��� ; B,> 
�� ��� 13?E 6=- -.2// ?6@=5,0 7265 -./ 
�� 5B-23Z J
M./I B2/ -./ -.2// ?6@=5,0 762 -./ GB@=/0 67

σ
?@60/0- -6

σ = .09, .10, .11
J RB?.

?6@=5, 30 2/0?B@/> 06 3-0 5 BZ35=5 30 CJ

 ��! � �" # $�� &#' 	( )�	 �"� � �	 �
 	�'"� *
M.30 /ZB51@/ ?6,-3,=/0 RZB51@/ 8 J: BT 6=- 0?62/0 3, A-B-30-3?0 C9: J K 34=2/ 8 JL 0.6N 0
-.B- 560- 0-=>/,-0 0?62/> T/-N//, BT6=- < B,> C9 ; N.3@/ O 0-=>/,-0 N/2/ N/@@ T /@6N
-./ 2/0- 67 -./ ?@B00 J +, 7B?- ; -.60/ 0-=>/,-0 >3> ,6- 0.6N =1 762 /G/2I P=3Q 06 -./32
BG/2B4/0 N/2/ P=3-/ @6N J l=- -./ 2/5 B3,3,4 0-=>/,-0 i 0?62/0 N/2/ ?@=0-/2/> -64/-./2
3, B NBI -.B- ?B, T/ B>/P=B-/@I >/0?23T /> TI B �625 B@ >30-23T=-36, J [ .B- >6 -./
>B-B 0BI BT6=-

(µ, σ)
�



� �� � � ���� ����� #��
K34=2/ 8 J8: 0.6N 0 -./ @3E/@3.66> 7=,?-36, J M./ >B-B 0=1162- GB@=/0 67

µ
7265

BT6=- L J9 -6 BT 6=- L Ja B,> GB@=/0 67
σ
7265 BT6=- 9 J` -6 BT6=- CJ8 J * 466> >/0?231-36,

67 -./ >B-B 30 -.B- 560- 67 3- 76@@6N 0 B �625 B@ >30-23T=-36, N 3-.
(µ, σ)

3, -./ 3,>3?B-/>
3,-/2GB@0 ; /Z?/1- 762 O 0-=>/,-0 N.6 .B> @6N 0?62/0 ,6- S--3,4 -./ 4/,/2B@ 1B--/2, J
D6 I6= -.3,E -./ 3,0-2=?-62 0.6=@> =0/ -.30 B,B@I030 -6 B0034, @/--/2 42B>/0 B,> ; 37
06 ; .6N �

µ

σ

6.8 7.0 7.2 7.4 7.6

0.
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0.
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0.
9

1.
0

1.
1

1.
2

1.
3
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����� ��� % �#� � � % �## ���� ��(� ���� �� "�  ��� �� � ��� ��� ���# ��$ " ��"� ���� � � �"�� � #
���� ��� ��(� ����� � �� "� ��  ��� �  � �������� � ����  �� ����  � �� �$ �� ��  # �$ �  ��� �� ����� � �� ���� � �������� �� � � �� �� "� #�� � �� ���$ " ���� � �"�� �� �� � ��� ��� ���� ��$ �!����  � �������� � � ��� ��� ��  � )�� � ���� � ���� ���� ��� �������� �� ��$ !� � �� � ��"�!�$
�  �� � �� � ����� �� % �#% ������ ����� � �� ��� !��� �

 ��! � �" # $�# &)""� �	��� � �	�
 	�'"� *
RZB51@/0 CJO ; CJa ; B,> CJL 3,-26>=?/> B, 6T0/2GB-36,B@ 0-=>I TI /?6@6430-0 -6 @/B2,
BT6=- -2// 0//>@3,4 /5 /24/,?/ B,> 0=2G3GB@ J A65/ 01 /?3/0 ; � /> kB1@/ 62 ��gh hj�hj�
762 /ZB51@/ ; 4/- B 5 B2E ?B@@/> B �j� e �� Xg e ��h N./, -./I @60/ -./32 @/BG/0 6G/2 N 3,-/2 J
lI @66E3,4 762 T=> 0?B@/ 0?B20 /?6@6430-0 ?B, =0=B@@I -/@@ N./-./2 B, ��gh hj�hj�
0//>@3,4 30 � /N ]3, 3-0 S20- 0=55/2^ ; 62 � @> ]B@2/B>I 0=2G3G/> -.26=4. B- @/B0- 6,/
N 3,-/2^ J [ ./, -./I 5 BE/ -./32 B,,=B@ 6T0/2GB-36,0 -./I 2/?62> -./ ,=5T/20 67 � /N
B,> � @> ��gh hj�hj� 0//>@3,40 3, /B?. P=B>2B- J RG/2I � @> 0//>@3,4 3, I/B2

t
5=0-

.BG/ T //, /3-./2 B � /N 62 B, � @> 0//>@3,4 3, I/B2
t − 1

J
MBT@/ 8 JC 0.6N 0 -./ C��8� C��: >B-B 762 P=B>2B- a J ) @/B2@I -./ >B-B B2/ 3,?6,H

030-/,- _ N./2/ >3> -./ � @> 0//>@3,4 ?65 / 7265 3, C��:� [./, ?6,726,-/> N 3-. -.30
1B2B>6Z -./ /?6@6430-0 /Z1@B3,/> -.B- 065 / � /N 0//>@3,40 /5 /24/ 7265 -./ 426=,> B7H
-/2 -./ >B-/ 67 -./ KB@@ ?/,0=0 T=- T /762/ -./ N 3,-/2 J M.=0 -./I B2/ ,6- ?6=,-/> 3, -./
?/,0=0 -./32 S20- I/B2 ; T=- >/G/@61 B T=> 0?B@/ 0?B2 B,> B2/ ?6=,-/> B0 � @> 0//>@3,40
3, -./32 0/?6,> I/B2 J �,/ 0=?. 0//>@3,4 5=0- .BG/ /5 /24/> 3, C��8 ; B??6=,-3,4 762
-./ � @> 0//>@3,4 3, C��: J

�6N 0.B@@ N/ 56>/@ -./ >B-B� �/-
NT

i

T/ -./ -2=/ ,=5T/2 67 � /N 0//>@3,40 3,
I/B2

i
; 3 J/ J; 3,?@=>3,4 -.60/ -.B- /5 /24/ B7-/2 -./ ?/,0=0 _ B,> @/-

NO
i

T / -./ 6T0/2G/>
,=5T/2 67 0//>@3,40 3, I/B2

i
; 3 J/ J; -.60/ -.B- B2/ ?6=,-/> 3, -./ ?/,0=0 J * 0 3,

RZB51@/ CJO N/ 56>/@
NT

i ∼ �63
(λ)

J K=2-./2562/ ; /B?. 0//>@3,4 .B0 065 / ?.B,?/
θf

67 T /3,4 76=,> 3, -./ ?/,0=0 J ]�65 3,B@@I
θf

30 -./ 1261 62-36, 67 0//>@3,40 -.B-



� �� � � ���� ����� #��
���� %� � � � %�� ���� �� #� %� � �� ' �� ���� �� #�
#$$% � �

#$$� � #
��!�� % �# � %��!� �� � � %�� � � ' �� ���� �� #� � ���� ��� � � #$$% � � #$$� �

/5 /24/ T /762/ -./ ?/,0=0 ; T=- 3, 7B?- 3- 5 BI B@06 3,?@=>/ B ?6516,/,- B??6=,-3,4
762 -./ 7B3@=2/ 67 /?6@6430-0 -6 S,> 0//>@3,40 -.B- .BG/ B@2/B>I /5/24/> J^ M2/B-3,4
-./ 0//>@3,40 B0 3,>/1 /,>/,- B,> B@@ .BG3,4 -./ 0B5/

θf
@/B>0 -6 -./ 56>/@

NO
i ∼l3,

(NT
i , θf)

J M./ >B-B B2/ -./
NO

i

i0 _ -./
NT

i

i0 B2/ ,6- 6T0/2G/> J [ .B- >6 -./ >B-B
-/@@ =0 BT 6=- -./ -N6 1B2B5/-/20

(λ, θf)
�

+4,62/ -./ � @> 0//>@3,40 762 ,6N B,> +=0- @66E B- C��8 >B-B
NO

1992 = 0
J D 26113,4

-./ 0=T0?231- C��8 ; -./ @3E/@3.66> 7=,?-36, 30

`(λ, θf ) = P[NO = 0 | λ, θf ]

=
∞∑

n=0

P[NO = 0, NT = n | λ, θf ]

=

∞∑

n=0

P[NT = n | λ] P[NO = 0 |NT , θf ]

=

∞∑

n=0

e−λλn

n!
(1 − θf )

n

=

∞∑

n=0

e−λ(1−θf ) (λ(1 − θf))
n

eλθf n!

= e−λθf

"% ��%

K34=2/ 8 J8OB 1@6-0
log10 `(λ, θf)

J ][/ 1@6--/>
log10 `

3,0-/B> 67
`
762 GB23/-IJ^

M./ ?6,-6=2 @3,/0 B2/ ,6- ?32?=@B2 J M6 0// N.B- -.B- 5 /B,0 ; 76 ?=0 6, -./ ?=2G/
log10 `(λ, θf ) = −1

N.3?. 2=,0 7265 BT6=-
(λ, θf) = (2.5, 1)

-6 BT 6=-
(λ, θf ) = (6, .4)

J
�63,-0

(λ, θf)
B@6,4 -.B- ?=2G/ /Z1@B3, -./ >B-=5

NO = 0
BT6=- C�C9 B0 N/@@ B0 -./

5 J@ J/ J]M./ 5 J@ J/ J 30 B,I 1B32 N./2/ /3-./2
λ = 0

62
θf = 0

J^ �63,-0 T /@6N B,> -6 -./
@/7- 67 -.B- ?=2G/ /Z1@B3, -./ >B-=5 T/--/2 -.B, C�C9 67 -./ 5 BZ35=5 J

M./ 5B3, 1B2B5 /-/2 67 /?6@643?B@ 3,-/2/0- 30
λ
; -./ 2B-/ B- N.3?. � /N 0//>@3,40

-/,> -6 B223G/ J M./ S4=2/ 0.6N 0 -.B- GB@=/0 67
λ
B0 @B24/ B0 a ?B, .BG/ 2/B06,BT@I

@B24/ @3E/@3.66>0 B,> ./,?/ /Z1@B3, -./ >B-B 2/B06,BT@I N/@@ ; B- @/B0- 37 N/ T/@3/G/
-.B-

θf

534.- T / B0 05 B@@ B0 JO J M6 3,G/0-34B-/ 7=2-./2 ; K34=2/ 8 J8OT 30 035 3@B2 -6



� �� � � ���� ����� #��
8 J8OB T=- 3,?@=>/0 GB@=/0 67

λ
B0 @B24/ B0 C999 J +- 0.6N 0 -.B- /G/, GB@=/0 67

λ
B0 @B24/

B0 C999 ?B, .BG/ 2/B06,BT@I @B24/ @3E/@3.66>0 37 -./I i2/ B??651B,3/> TI 0=m ?3/,-@I
05 B@@ GB@=/0 67

θf

J +, 7B?- ; B2T3-2B23@I @B24/ GB@=/0 67
λ
?6=1@/> N 3-. 0=m ?3/,-@I 05 B@@

GB@=/0 67
θf

?B, .BG/ B2T3-2B23@I @B24/ @3E/@3.66>0 J A6 7265 -./ >B-B B@6,/ ; -./2/ 30
,6 NBI -6 2=@/ 6=- /Z-2/5 /@I @B24/ GB@=/0 67

λ
J � 7 ?6=20/ /Z-2/5 /@I @B24/ GB@=/0 67

λ
>6, i- 5 BE/ /?6@643?B@ 0/,0/ ; T 6-. 3, -./32 6N, 234.- B,> T/?B=0/ /Z-2/5 /@I 05 B@@

GB@=/0 67
θf

B2/ B@06 ,6- 0/,03T @/ J A?3/,-3S? TB?E426=,> 3,7625 B-36, 67 -.30 -I1 / 30
3,?621 62B-/> 3,-6 0-B-30-3?B@ B,B@I030 67-/, -.26=4. lBI/03B, 3,7/2/,?/ ]A/?-36, 8 J<^ J
l=- -./ 163,- ./2/ 30 -.B-

λ
B,>

θf

B2/ @3,E/> ; B,> -./ >B-B B@6,/ >6/0 ,6- -/@@ =0
5=?. BT6=- /3-./2 1B2B5/-/2 3,>3G 3>=B@@IJ

K 34=2/ 8 J8O �� � NB0 126>=?/> N 3-. -./ 76@@6N 3,4 0,311 /- J
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• 
�� �� ?651=-/0 -./ TB0/ C9 @64B23-.5 J
K34=2/ 8 J8O �� � NB0 126>=?/> N 3-. -./ 76@@6N 3,4 0,311 /- J
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� �#� �� % �%� � ��# � � � �� ��(� ����� � �� "� ��  ��� (λ, θf) � ����� �� % �#%



� �� � �� �������� #�$
&� ����  �� ��� ��� ����� ��� "% �#� � � % �##% � � ��"� ��(� ���� �� "�  ��� �� ���

���# ��$ " ��"� ��� �  � �  � "% �#%% � � ��"� ���$ ���  �� � )$ ��� ��� ���� "����  � �
�������  � "��� �� � �� ���� �� ����� �� % �#� !�"���� �� ��� ���� � �� ��� ��  � �� � � �� ��� ������ ��� ���� � � ��� �� � � �� �� ��� �� $ � ��� "�� � � ��"� �� ��� � �$ � # �� ��(� � 
� �� �� "� �!��� � �������� � θ � � "� � ��(� ��� �� � �� � � �� �� � ������ ��$ � # ���� ���
���� ���� ��� �" t � t ∼ %

(θ, σt) ������ ����� �$ � � � �� �� �� "� ��� ����� σt
� � ����� "����

�� "� � ��  �"�����$� �#  ��� � $ ���� � �������� �� � � �� ��� !��� � � ��(� � � �� ��  "�
�!��� θ

!���� �  
`M(θ)

�

� �� ��� 
�	� 
�

$���� ���� � �� �� ����� � � � ���� ��� �"� � � � �$� �� �� �� + ��#� ��� ���� � �� ������� # ���  !$

y �� ������� �� ���� � � θ
� '  "� y ��� !�� � !�� ���� � � ��  p(y | θ) �� � �� "� ��  �

"� ����
� �� ��&� ��'��( �)*� ���* � � ��  ���� `(θ) �

�  �$ �� θ
� ��� ��"� �� ��� �� θ � `(θ) ��$� ���

�� �� � ��� ���� �"� ��� θ �� � �� � � � �� ���� � � �� ���� �� � ��� " �� �� �� ��� ���� ��  �� � ��� ��
`(θ1) > `(θ2) � ��  θ1 �� � �� � � � �� ���� !���� � � �� θ2 � � � �� ������ ��� ���� # ��� ����
������� �� θ1 � �� θ2

� � ��"� � � �� ���� � �� ������� �� � ���"� �$ ������� ��  � � �� `(θ)
� $�

�� `(θ1) = 2`(θ2) � ��  ��� ���� ������� θ1 �� �"� �� � �"� �� θ2
�

�  � ������ #���� �� ��� �� ��� �� θ �� "� ���� � �, ��� � �� � � ��  ���� θ̂
� �� �� ��� ��

��� ����� θ
!���� �� �� �$ �  

y � �� ��� �� "����� ��� �� ��� �� θ ��� � ��"� `(θ) ��� ���#��� �� ��� �� � �� ��!+ �"� � � $�"� ��  % �� �# �
� �� �� � �� �
 �� �� � ��� ���� 	�� �����
� �� $ ���� ��� �"� ��� !���� � �� �� �� � � ���� �� ��� �� θ � ��� ��� �� ���� `(θ)

� � ��� �� ���
�� "� ���� � �� ��� �� )� ��&� ��'��( �, ��� � �� �

�� � ���� � �� θ � � ��  ���� θ̂
�

θ̂ ≡ argmaxθ p(y | θ) = argmaxθ `(θ).

��� � ��� "� � � ����� �� % �� � � � �#� �� % �#$ θ ��� � �� ���� �� "� "� � � ""� �� "� � �
�� "� �"� ����� `(θ)

!���� �  
y = 8

"� "� �� � #�� ���� �� � � �#� �� % �#$ ��##���� � ��� ���
� ���� � �� �!��� θ̂ ≈ .05.& �� `(θ) �� � �& � ��  � �� !�� � � �� � ���� � "� !� ��� � !$ � �&� ��  � ��� � # � � ����� � #
�� �� �� � � ����� �� % �� � �� ��(� ���� �� ��� `(θ) ∝ θ8(1 − θ)137 � � �� �� ����� ��� ��

�`(θ)
�θ ∝ 8θ7(1 − θ)137 − 137θ8(1 − θ)136

= θ7(1 − θ)136 [8(1 − θ) − 137θ]

"% ��%



� �� � �� �������� #��

����� � # �� � $ �� ���
0 = 8(1 − θ) − 137θ

145θ = 8

θ = 8/145 ≈ .055
$�

θ̂ ≈ .055 �� � �� � ���� � ' � "�� ��� �� � �� ���� �� ��� � � �� �� ��� � � �� �� �� ����� � � ��
��� �� �� � ""� �� �� � � ��� � � �

�� ` ��  �� � �&� ��  � �� !�� � � ��  ���� "��� ��  ����� �
����� ��  % �� ���� � ���� #� � �� ��$ � �� � ���� � ��� ) � �� �� � ���� � $ ��� �$ ��� ��"� #��

� �� � n − y � � � � �� � y �� #�� θ̂ = y/n
� � ��� ��� �" ���� $�� � ��� !� ��(�� �� *  � � ��

� ���� � ��� ���� � ��� ���� � �$��� � � � ��� ��!�� ��  � �� �� �� �� � � ��"( � ��� �� ����  ����� � ��� *  � � # � ���� ��� � )�"���� log �� � ��  ��� �
�� "� ��  � argmax `(θ) = argmax log(`(θ)) � �� ��� � ���� � "� !� ��� � !$ ��� �� �� � #
log `

� ��� ����� � ���� � `(θ) =
∏

p(yi | θ) � log `(θ) =
∑

log p(xi | θ) � � � �� �� ����  ��� �� �
�� � �& � �� � ���� ��� ��� � �� ��� �����"� � ��� ��� $ ���� � ����� �� � �� ���� ��� �� �� � (
��(� ���� �

log `(θ) = 8 log θ + 137 log(1 − θ)

� log `(θ)

�θ =
8

θ
− 137

1 − θ
137

1 − θ
=

8

θ

137θ = 8 − 8θ

θ =
8

145
.

����� ��  % �� ���� � � ��� �� y1, . . . , yn ∼ )� � (θ) � �� ��� � ���� � �� θ ��
θ̂ = n−1

∑

yi = ���� �� ��� 
� �� ��� �" ���� ��( $� � �� ���� � �� �� ���� � # �

# � �� y1, . . . , yn ∼ %
(µ, σ) � �� ��� � ���� � �� µ ��

µ̂ = n−1
∑

yi = ���� �� ��� 
% � �� y1, . . . , yn ∼ �� �(λ) � ��  ��� � ���� � �� λ ��

λ̂ = n−1
∑

yi = ���� �� ��� 
� � �� y1, . . . , yn ∼ �� �(λ) � �� ��� � ���� � �� λ ��

λ̂ = n−1
∑

yi = ���� �� ��� 



� �� � �� �������� #� #
� �� �� �������� � 	�� ���� ��
� � � � # ��� � ���� � ��  �� �  ��#� � $��� ��� �" ��  � �� � �� ��� � ��$ ��� �""� ��"$ �� θ̂ �� � 
��� ����� �� θ

� � ���� � ����� � �� �� � �� ( �� � ��� ���� � �� ���� �� θ � � ��� �� ��  ��
θ̂ � ���� �����  �!�$ ��# � ��(� ����� � "���� ��� � ����� �!�$ #�� � �� � ��  �� ��  �� � �� ����% ��  � � ��� ���� � �����  �!��� ��� � $�"� ��  % �� �% ��� ������ � ��� ����� ��  �� � �� ��� � ��� � �� ���� �� "� �� �� ���� � � ��"� ��  % ��

� � �� �� ���  "� ��  �� �� �$
�� ��  # �#� � �� � $ �� ��� � � θ ��"� ���� `(θ) > `(θ̂)/10

� $� � �� "�  � ��� �� # ��� ���� ��  
�""� ��"$ �� �� ����� � �� ��� ( �!��� ���� ��"� ��

�$
.1 ≡

{

θ :
`(θ)

`(θ̂)
≥ .1

}

�$ ��� �� ��� ��&� ��'��( ,� �� ���� #� � �� ��$� ��� � $ α ∈ (0, 1) �� ��*  � ��� ��(� ���� ��
��� �� ���� � α �� !�

�$
α ≡

{

θ :
`(θ)

`(θ̂)
≥ α

}

�$
α �� � �� ��� � � θ �� � ��� �� � �� � ��� ���� ����� !�$ �� ��� � � � �� ������ ��� ��� ��

θ �� !��� ��������� !$ ��� ���� � � �� �� ��� ��� � �*"�� ��  �� � �����  �!��� � � �
!���� ���

���� �� � �� !$
α
� � ��  �� ��  �� �  �$ ������ ����� � � ��� � �� � ��� ���� �" ���� ��  "� � � 

��� ���$ � �� �� ��  � �� ��"� "���& !�����  �����  �!�� � � � �����  �!�� �� ���� �� θ
� � ��� �

� �� �� ��  � � ���� �$ !��� �� ��� �� α
� &� � �����  � �$ ��� α ≈ .1 ��� "�  

��  ��  "� � �"����� �
� �� $ ��� !���� � �� ��(� ���� �� �� "� ��  `(θ) �� "�  � � ���� � � � ����� �� ��� � �� ��"� �$

��" ���� � # ���$ � ��� θ̂ � � � #� �� �� � �� θ → ±∞ � �� � � �#� ��� % �#� � � % �#$ � � 
����� "���� � θ ≈ θ̂ ⇒ `(θ) ≈ `(θ̂)

� $�
�� ���� �� θ

" ���� �� θ̂ �� � �� � ��� ���� � ����� ��
�� �� �� � � ��� �!��� �� � ���� �! �� �� θ̂ � � �$

α �� � � �� ��� �
�$

α = [θl, θu]

� �� �� θl � � θu ��� ��� ���� � �  � ���� � �  ��� � �� � �����"� ��� �$�

�� � �� � �� ��� ��� ����� �� % �� "$ ���� � $"��� �% θ̂ = 8/145 � �� �� "� *  � `(θ̂)
�  � "� �"� ������ �� !$

�� � # � �� !� ���- � �� "� ��  
�� � �	 � � � ��! � ����! 	

� ��"� $ �� ��� �!��� �#�� � � �� θl � � θu
"� !� ��� � !$ � ��� � �  � � ���� � $ � "�

�� � �	 �� ���! �����	 ≈ .013 � � �� � �	 �� ���! ����!	 ≈ .015 � �� "�  " ���� �����$
.1 ≈ [.023, .105] �� � ���#� ��(� ����� � � �� ��� � ��� θ

� !�� ��� � �#� �� % �#$ �� ��� � ����� �
���� � �� ��� � ��(�� �� �� �



� �� � �� �������� #�%
� �� ���� � ����� �� % �� "�� �� � � ���  

θ �� � � �� ��� � �� � ��� � �!��� ��� � � #� -
� �� �� � �� �� ���� � � ��� � � ���  

θ �� � �� ��  � ���� �� � �� !$ ��� ���� � �� � ������ ��  
� ��� ���� � � � ���� �""��� ����� �� �� �� � ������ ��  � � � �� �!����$ �� ���� �� � � θ

�
�$� �"� ��$ � �� ��(� ���� �� �� "� ��  !�"���� � " ���� � # �$ ���� ���(�� �� n → ∞ � ���� � # ��
� " ���� � # �$ �""� ���� � �� �� "� ��� θ

� &� ��� � ��� � � �#� ��� # �� � � % �#� � ����� �� % �#�
������ ����� � �� �� � � �� �� �� ��
 ��! � �" # $�% &� ���� � �	�
 	�'"� *
RZB51@/ CJC9 3,-26>=?/> B ?651=-/2 035=@B-36, -6 @/B2, -./ 126TBT3@3-I

θ
67 N 3,,3,4

-./ 4B5/ 67 ?2B10 J +, -.30 /ZB51@/ N/ =0/ -.B- 035=@B-36, -6 3@@=0-2B-/ -./ /�/?-
67 4B-./23,4 /G/2 3,?2/B03,4 B56=,-0 67 >B-B J [/ i@@ 0-B2- TI 2=,,3,4 -./ 035=@B-36,
+=0- B 7/N -35 /0 ; B,> /ZB5 3,3,4 -./ @3E/@3.66> 7=,?-36,

`(θ)
J M./, N/ i@@ B>> 562/

B,> 562/ 035=@B-36,0 B,> 0// N.B- .B11/,0 -6
`(θ)

J
M./ 2/0=@- 30 3, K34=2/ 8 J8< J M./ �B--/0- ?=2G/ 30 762 : 035=@B-36,0 ; B,> -./ ?=2G/0

T /?65 / 3,?2/B03,4@I 1 /BE/> 762 � ; 8L ; B,> `C 035=@B-36,0 J * 7-/2 6,@I : 035=@B-36,0
�A

.1 ≈ [.15, .95]
30 P=3-/ N 3>/ ; 2/�/?-3,4 -./ 05 B@@ B56=,- 67 3,7625 B-36, J l=- B7-/2

� 035=@B-36,0
`(θ)

.B0 0.B21 /,/> 06 -.B- �A
.1 ≈ [.05, .55]

30 5=?. 05 B@@/2 J * 7-/2 8L
035=@B-36,0 �A

.1

.B0 0.2=,E 7=2-./2 -6 BT6=-
[.25, .7]

; B,> B7-/2 ` C 3- .B0 0.2=,E /G/,
7=2-./2 -6 BT 6=-

[.38, .61]
J

K 34=2/ 8 J8< NB0 126>=?/> N 3-. -./ 76@@6N 3,4 0,311 /- J
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� �� � �� �������� #��
 ��!� � � � � ��� ��� ��  � � " ������ � � ��� ��  � �"" ���  � � �� �� � �� �$� �"� � !���� �� � � �� $
���� ��� �"� ��� !���� � $�"� ��  % �� �� �� � �� � � � �� �����  �

� �� �� � �� �������� � ��� ����� � � � �� ��� �����
� �� ��� ������ θ̂ �� � �� "� ��  � � � �� ���� y1, . . . , yn

� �� �� ������ ��� �� �� ����  � � �#��  �� ���� �� � ��� #�� �  �� θ̂
� $�

θ̂ �� � �� ��� �����!�� � � ��� � � ��� ��!�� ��  "� ���� � �� ,��� ��*� (�, ����) ���* �� θ̂ � � ��  ���� Fθ̂

� &� ���� ��� Fθ̂ � ����� �� # �##
� �� �� �� ���� � ��� ��� ��  �� ��� ����� ��� ��� !�!����$ θ

�� � �  � # � #��� �� " ���� � ���
��"� ���� �� � ��� � � n = 50, 200, 1000 �� � �� #��� � �� � ��� ��  � � ��"� � �� � ��� ��  $ �� ����
� � �& � ��  � θ̂

� � ���� #��� θ̂ �� ��� � �� ��� ���� �� �� � ��� #��� � ��� Fθ̂

� � �#� �� # �#$
������ !�� � ���� �� � �� � ��� ��� ��  � �%�� �� ���� � � ��� ���� �� # � ��� ��!�� ��  �� θ̂ � ���� ���� ��� � �� �� ��� �� ����� ���
�����  � ��� �� � # �� � � ���� � Fθ̂ �� � ���� � ��$� � ��� �� ��  �� ��(� ����� � ���� �

�� ������ � #
��� �""� ��"$ � � θ̂ �� � ��� ����� � �� θ

� �� Fθ̂ �� � �# �� �$ "�  "� � ����� ���� � θ � �� θ̂ ��
��# ��$ �""� ���� � �� 

�� ��� �$� �� Fθ̂ �� ��# ��$ � ���� ���� �

��  �� "�  �� ��� ���� � θ � � ��  θ̂ ��
� � �""� ���� ��� ������ � $�"�  � � �� ��$ �� � �� "������ ��� ���� �! �� ��� ����� �� � ��� ��
�� � �� �� ��� ��� ���� � �� � ��� ������� θ̂1 � � θ̂2 � �� "� "������ Fθ̂1

� � Fθ̂2
� � ��� ���

��� ����� � � ���� ���� �� # � ��� ��!�� ��  �� ���� � �# �� �$ "�  "� � ����� ���� � θ
�

�� ������ ���� � ��� �� ������� �� ���� �� y1, . . . , yn � ��� � ��� ��!�� ��  FY � � � �� �
�� ��� ����� θ ≡ E[Y ]

� &� "� � ��� � ��� ����  � �� � ��� ������� � � �� ���� �� ��� θ̂1 =
(1/n)

∑
yi � � � �� ���� �� ��� ��  θ̂2

� �� ��� � ��"� ��� ������ �� !���� � �� �� � � ��� ��-
� ��  � �� ����  � ��� �� ���� � # � ����� � � �� � ��� ��� ��  �� ��  � �� ��� � � �& � ��  � ���� ��
� ���� � n = 4, 16, 64, 256 � �� ��� � ����� � ���� �� � ��� ����� �� � �� �� �� ��� ��� FY

!�%
(0, 1)

� )�� � �� "�� �"� !����� θ̂1 � � θ̂2 � �# �� ���� � �  � ��� FY �� � �� � ����
������#� � ���� �#�� ��  ��� �� "�  � ��� � ���� � "�� �"�� �� FY

�
&� �� #��� � �� � ��� ��  � �� ��"� ���� �� � ��� � � �#� �� % �%� ���� � � �� ���� �� � � �� *#� ��

��##���� � ��� ��� ���� �� # � ��� ��!�� ��  � �� !��� θ̂1 � � θ̂2 ��� "� �� ��� �� ��� � ��� �� ����� θ
� � �� � ��� ��!�� ��  � � θ̂1 �� � ��# �� �$ ���� �����!�� ��� ���� �� θ̂2 �

!��  �� � ��# � ��
��(� ��"� ���"� �"� � � �&� ��  "� �
� �#� �� % �%� ��� �����"�� !$ ��� �� ���� � # � ����� �
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"������ # θ̂1 �� θ̂2 �� �  �$ � ��"�  ���$ �� � � �� � �� � ��� ��� ��  � � �� �� � 
�� � � �� ��� �-�� �� �

# � �  ��� ������ θ̂ �� � �� ��� ����� !�� �  � ��� � � ��� ��!�� ��  �
% �

Fθ̂ �� � #� ��� �� ��� ���� ��  �""� ��"$�
� � $��� ��� �" �� � ����$ "�  � �� ��  � � �� � � ��"� � � ��� ������ �� !���� � � �� � ���� ��

� � $ �� � ��� ��  �� ����� ��
& �� ��� � ���� � �� � �� ���� �� ��� � �� �� �� � �� FY �� � )� � �� ���� %���� �� �� ����  �� �� ��  � � �� � � ��� ��!�� ��  � � �� �� � �� � � �� �� � ������ �� ��� �� � ��� � ���#� ���� ��� � θ̂

�� ������ ����� �$ %���� ��$ � ��� ��!���� � � �� ������ � � � ���� "���� � ��� � ��� ��!�� ��  "� !�
�� �� ���" ��!�� !$ ��� ��� � � $� � � ����� ����� �$�

θ̂ ∼ %
(µθ̂, σθ̂).

� �� ��
µθ̂ = µY

σθ̂ =
σY√

n

"% ��%
!��� �� � ��"� "� !� ��� ��$ ��� ������ � ��� � �� ���� �� � $� �� "� ��� ��� ���� �� ��"������ � #�� � ������ ���� ��  �� ��� ���� �� # � ��� ��!�� ��  �� � �� � ���� ��� ��� ���� ���� " �����$� ��� �� ��(� #��� � ��� ��� ��  � �� � �� � ���� � � n = 5, 10, 25, 100
)� � �� ��� � ��� �� � �� � p = .1

� &� ��� ��(� �����# ���� �� � ���� � �� � ��� ��  � � � �
�� ���$

���� � �� � (� � � � �� � ��$ ��� ������ � � %���� � ��  � �� ��� � � �� �������� �� �� � �� %���� �
��  � �� ��� � ��� !� ��� ������ � ��� � �� � ��� ��� ��  � � !��� ��� ��� ����  � � �#� �� % �%� �
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� ������

�� � � (� � � � ��  � ��$ ��� ����� � ������ �� � � %���� � ������ ���� ��  � &� * �  �� � &�* �  � #� �&�* �  � �� � &� * �  �%��



� �� � �� �������� #��
� �#� �� % �%� ��� �����"�� !$ ��� �� ���� � # � ����� �

��	� ���� 
� � � ! � �� � �! � ��� 	
 ���	 
� ����
� ����� 
� ��
��� �	������ �� ��		
��� � � � ��� ��
�����	� ����	 	 �

�  ���	 .�� �� 

� ��	� 
�� �� ��	� ���� ���
 
� 	���

�� � �
� � �	 �  ���	 ���	� ���� ��� � � � � ����� 	 �


���� ���	 � 

��
���	� ���� ��� 	

� ��� ���� ��	� 
� � ��	���� ��� 	��

� ���� 
� ��� 
 �  � � � 	�� 	

� � �������	 �� ����� ���
� ��� � � ���� � ���

��� �
�
�	�� �� ���	 � �
������������ ���� ������		 �
 
�	�� �� ��� 	 �  
��� ��� ��� � �
	�������� � � �� � 
������ ��� � �	� � ���� �� 	

	

� ����
 �� ��� ��� �	��� �� ����� ���

��� � �� ��� � � ���� 	 � 
� �� 	

� ���	�
 ������ �	�� �� �� �� ��� �� ����� ��� �
� ��
�� 
���� ���	 ��� � ���� ��	� 
�

	 
� 	�� � �� �� 	
�� 
� �� � �� �� 	����� ���	� ���� ��� 	
� 
� ��� � 	 � �� ���� 	 � 	�� �� ���� 	 � 
������� 	

��� � � � � ��	 � � � 	 � �� 	 � 
� �� 	�

%�� �"� ���� ��� %���� � ������ ���� ��  ��  �� �� �$ #��� ��� ��� �� n � � ��� �� !�"����
��� � �� ��$ � # � ��� ��!�� ��  FY �� ��# ��$ �(���� �

 ���� # �� � �� ��(� � %���� � � ��� ��!�� ��  �� ��"� �

� ��� � �!�� �� "������ ��� %���� � ������ ���� ��  ��� n = 5
� )�� ��� ���#� n �

� �� %���� � ������ ���� ��  �� �� ��� #�� � � � ��� �� � �� ��  � �� � � �� �� � ������ ( �"( � # � ���� � $ n � �� "� ��� ��� ���� �� �� ��� ����� ��� �������� �� � ����� ��  % �� � ��� ��� ��



� �� � ����� ��� ��������� #�$

n � � ���� �������� �� ��  �� �� �� �� � �"� � )�� ��� n = 256 � � ��$ �� �� �� � ��� �!��� � ��
�""� ��"$ � � θ̂ � � � � �� %���� � ������ ���� ��  "������� � ��� � �� * ��� ���� �� �� � #���
���"� �� ��� ���� �� # � ��� ��!�� ��  �� θ̂

�
� �� $� � � � ��� ������ �� # ���  � ���" �� �  ��� � �� �� "� ���� � �� , ��*(��( ����� �� $��� � �� ��� ������ !�"���� �� ����� ��� � �� �$� �"� � � ��� �� ��� ���� ��  � ����� |θ̂ − θ| � & �� 

θ̂ ∼ %
(µθ̂, σθ̂) � ������ ����� �$� � ��  σθ̂ �� � �� $� � ��� � $ %���� � � ��� ��!�� ��  � �!��� $��

�� � �� ���� �� � �� �� ±2 ���  ���� ��� ��� ��  � �� � �� ��� � � �� ������ �

Pr[|θ̂ − θ| ≤ 2σθ̂] ≈ .95

� ���� � ����� � ��� ������ ��� �""� ���� �� � �� �� �!��� ��� ���  ���� � ����� �!��� $�� ��
� �� � ��� � �� ����� � �� %���� � � ����$ ��� ���� �&� ����  �� ���  ��� ��$� �� ������ � # ��� ���� ��  �""� ��"$ � � ����# � `(θ) � �
� ����# � Fθ̂

� ' ��� ����� ��� ������ � �$ � �&� ��  � ������"��� � ����� "� � " ��� � � ���
�����  � � �� � � �� �� ���� � # "�  � �� ��  � �

# � & �� θ̂ ∼ %
(θ, σθ̂) � � � σθ̂ ≈ σ/

√
n � � ������ ���� ��  ����  + ��� �*�� !$ ���

��  � �� � � �� �� � ������ � � �� �� "� ��� ����� θ �� � �� �� �!��� ±2σθ � ���� �$�� � � � �� � ��� � $� ��� � �� ��� � (θ̂ − 2σθ̂, θ̂ + 2σθ̂) �� � �����  �!�� ��� ���� ��  
� �� ��� ��

% � & �� ���� � � � �� � ������ ��  � ��� ���� "��� � ��� � �� ���� �� ��� � � � � ���� �"���� � �� � ���# � � � ��(� ����� � ��#��� � ��� ���� � � �� `(θ) ≈ exp

(

−1
2

(
θ−Ȳ
σ̂/

√
n

)2
)

"
����� ��  % ��% � � �$

.1 ≈ (θ̂ − 2σθ̂, θ̂ + 2σθ̂)
� $� ��� ��� � �� ��� �� ��� �!��� � ��
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�� ��
�
� �� ����  "� � � )�$�� ��  � �� �� "� �� �� � # ��� !�!����$ � ��� ��!�� ��  � �� ���" ��!� �� � ������� ( �� ���#� � � ���� �������� � �� � �� ���� � θ

� &� "� �� ��"� p(θ) � � �� �� � � ��� �� ��� �
�� ����"� �� � ( �� ���#� !$ ��( � # p(θ) ���#� ��� ����� �� ���� �� θ � ��� ���� ���� ��(� �$�

� � p(θ) ��� �� ��� ����� �� ���� �� θ � ��� ���� ����� ��(� �$� �""��� � # �� �� � ����� ��( �� ���#� � � �� ���#� p(θ) �� � ��� !�!����$ � ��� ��!�� ��  � �� ���� ��  �"�������$ ��� ���� θ
�� � �� ��� �����!�� � !���� �� p(θ) � "���� �� � ����� �� ( �� ���#� � �  � � �& � ��  � ���� ��"� ���� � �& � �� � ������ � � ( �� ���#� � �� "� � �& � ��  � ��� !�!����$ � ��� ��!�� ��  � � ���
����� �� � ������� $�� ���� � �� �� "� � � �� � ( �� �� �

!�� ��  �� ���� �� �� �� � � �� ���"���
��  �� ��  ��� � �� ��� � �����$ � ""� ��� � � $�� ( �� � ��� �� �� � )�� ��� �� � ��"� ���"���
�� ���� ��$ ��(� �$� � ��� �� �  "��� �$ ����� �� ( �� ���#� !$ ��� �#  � # P(

�
) = P(

�
) = 1/2
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� �� � ����� ��� ��������� #��
��� ��� �� �  "��� $�� � ����� � � ( �� ���#� !$ ��� �#  � # � �� �� � P(

�
) = 1

�� P(
�
) = 1

�""��� � # �� � ����� � ��� "� � ��� ����� �� �� ��� � � ��� � � ��� ��� "� � � ��� �� ������
�$ ��� !�!���� ��� �� !� ��� ���� �� $�� �� ���� � ���� � "���� ����� �� �

"�  � ��� � ����� ��" � # � & �� � !����� � ��"�� � !�� ��
#� �� # � ��� �� ��$ � # � # ��� � � �"(�� ���� � ��� ��$ � #� �� � �� ����� � � � � �� � �� ��"���
��$�& ��� ���� !�� �� −$1 + P[����� � � �] × $10

� ��� ���� �� !� � #�� � ��� � ��� ����
� �� ( � ��� P[����� � � �] ≥ .1

� ' � "�� ��� ���� � !������ ��$ � ���# ��� ��� �� ��� ���� ���� � ����� ��� � � ��"� ��� !�!����$ � ��� ��!�� ��  � ���� !� �������� �

• � ��" �� � # � ����� � �� �� � ���� $���� � ��# �� ������ ���� ������ � ����� � ��� ���# ���
�� ��(� �$ �� !� !� �*" �� � �  � � �� �� � � �� ��# ��� �� !� �*� �

• & �� � ���� � # � ��� ��� "( ���(�� � � ������� � ��� ������ � �� ���� �� ��� !�!����$
� ��� ��!�� ��  � � � ��� "(� � ��$ ��$ !�$�

• & �� ��( � # !�� � ��� ��" �� ��  � � * ��� ���� ������ � �� ���� �� ��� !�!����$ � ��� ��!�-
� ��  � � � ���"���� �

• &����� � ����"���� �� ������ � �� ��� !�!����$ �� �� � �

• ��!��" �� ��"$ ��(� �� � ��� ������ � ����� � ��� � !�� ���� � " ����� � ��� ��#� # �� !� �
����� ���� �� �� � ������#� �" � � � �� �� � �� � ��� �� ��  � �

• �� "���� � � ��� �� �� � ��� ������ � � "������ ��� � ��� ��!�� ��  �� ���"���� � �� �
���� �� � � ��� � �� ��� � ������  �� �

• �� � �� $ ���� � $"��� �� ����� �� % ��
� ���"�� �� � � ��� � ��� ���� �� ���� ������ � �� ��

��� !�!����$ � ��� ��!�� ��  ��� θ � � �� "�� "� ���� � �� ��� �$ �� ��"��� ���"�� � ���� ����
� ��� ��� "� "� � �

� ������ ��  �� �� $ �$��� #� �� � �� ������ � # ��� !�!����$ � ��� ��!�� ��  � � )�� �� ������ ����� � �� � �� ��� ��� � ������ ��  � �� ��� �$��� � #� � �� � !�"(# ��� � ( �� ���#� � �
� ������ ��  ���" �* " �� ��� � ����� ��  �� �� � � ��� �� ����� ��� �$��� �� � ������ ��  "�� !� � �� ���� � �

�� �� �� � ��� ��!�� ��  ��� θ� ' ��� �� !�# � !$ �������� � # + ��� � ��!�"(# ��� � � ������ ��  �� p(θ) � � �� ���# � � � � ��� ��!�� ��  �� θ
� � �� ���" �*" � ������ ��  

�� �� � �� ���� � ��"� �� "� ���� � �� p(y1, . . . , yn | θ) � � �� "�  � �� ��  � � � ��� ��!�� ��  ��
y1, . . . , yn

# ���  θ
� %�� � � � �� ���# � � � �  � "�  � �� ��  � � ��  � �� ��� ��� "��!� �� �� # ��� ���

+ � � � � ��� ��!�� ��  p(y1, . . . , yn, θ)
� � � � ��$� � �� + � � � � ��� ��!�� ��  $ �� ��� p(θ | y1, . . . , yn)� �� "� � �� ��  � � � ��� ��!�� ��  �� θ # ���  y1, . . . , yn

� �  � p(θ | y1, . . . , yn) ������� �� �� �
����� �� ( �� ���#� �""�� � � # ��� !��� ��� !�"(# ��� � � ������ ��  � � � �� ���� ���" �*"



� �� � ����� ��� ��������� #�#
�� ��� ��� !��� �� �� � � p(θ) �� "� ���� � �� �

���� � ��� ��!�� ��  � � p(θ | y1, . . . , yn) �� � ��
�
�, ������ � ��� ��!�� ��  �
� "����  ��� ��"�� ��  �� � ��� �"� � �" ��� � # ����� � ��  � ��� � � ��� �� � !� � #

�" ���  �� ��� � ���� � ������ �

�  � ���� �&�"�� # � #��� ���� �� � ��$� � �� � ������ ����
� ��� ���� ��� ��  �� !�"(# ��� � � ������ ��  � � �� ��� ��  � �� �����  �� �  ��� �" ��� � #
���� �� ���� ���" �* " �� ���� ���� �"� ��� ��� ��  � � ��*  � � � � �"���� ����� !�� � !$ �

= 1 ��
� �� ��� �� � ��� � �� � ������ � � �

= 0 ��  �� � ��*  � � ��"�  � ��  ��� �����!�� � !$ �
= 1

�� � �� ���� ���� �� �� ��� �� ��� � � �
= 0 �� � �� ���� ���� �� ��  �#�� ��� � �  � ������� ���

���� � ��� �� $�� �""� ���� � ��� ��  �� ���� P[
�

= 1 | � = 1] = P[
�

= 0 | � = 0] = .95
�

� � � ��$� � ��� �� � �� "�� "� ���� ��� ��� ��  � ��� � �� � ������ # ��� ���� ��� ���� �� ��� ������ ���� � ����� � � ��� �� P[
�

= 1 | � = 1]�&� ���� ��� ���# � � � � ��� ��!�� ��  �� � � � � �� "�  � �� ��  � � � ��� ��!�� ��  �� � # ���  � �
� �� ��� "��� �� �� �� *  � � �� + � � � � ��� ��!�� ��  �� (

�
,
�
) � � ��  ��� "�  � �� ��  � � � ��� ��!�� ��  �� � # ���  � � � �� ���� ��

P[
�

= 1 | � = 1] =
P[

�
= 1 � � �

= 1]

P[
�

= 1]

=
P[

�
= 1 � � �

= 1]

P[
�

= 1 � � �
= 1] + P[

�
= 1 � � �

= 0]

=
P[

�
= 1] P[

�
= 1 | � = 1]

P[
�

= 1] P[
�

= 1 | � = 1] + P[
�

= 0] P[
�

= 1 | � = 0]

=
(.001)(.95)

(.001)(.95) + (.999)(.05)

=
.00095

.00095 + .04995
≈ .019.

"% �$%

� ��� �� � � ��� ��  � � �� ����� ��� �� ��� ��� �  �$ �!��� � %� "�� "� �� ��� � # ��� � ������ �

��� ����#� ��� ���� �� $�� �""� ���� �
�� $ ���� �� *  � � ��� � �� ����� � # ���� �� �  � �����"� � �������� �"� � � ��"( � )�� �

�� �"( ��� ���� �" "��"( ��$� � ��� ��� �� #��� ���� �� �� �� ��"� # �� ���� ��� � ������ � � �
� ��� �� ���  �� ���� ��� �� ��� � �� �� ��"� $$$ ���� ��  �� �� ���� ��� � ������ � � �� ��
� ���� �

�� �!��� ��
� �� ���� ��� �� ��� � �� ���  # ��� � # ���� �� � �� ���� ���� ��� �

�  �$ # ��� � ���� �� ���� � �� %�
� ��� � �� � ������ � � �� ���� �� "����"� � � ��� �� � ����� �� � �� ��

���� ���� �� �� � �� �� ��  �� �� ��� �� � � "����� � ���� � ��  �� �������� �"� �� ���� ���� � ���� �  �� �� !� ��� ��� ��$�& ��� �� � �� ��(� ����� � �� "� ��  � ���� ����� ��� � �� �� ��� ��� ���� �! �� �� ���� �� � ��
�������� �� �� "� �  �$ ��� �� � �� � � �� ���� � �� � �� ��(� ���� �� �� "� ��  �

�
= 0 � �



� �� � ����� ��� ��������� #�%
�

= 1
� $� ��� ��(� ���� �� �� "� ��  ��

`(0) = .05; `(1) = .95

�� �� �� � ���� � ��$ �� ��� ( �� ��� ��� �"� � �" ��� � # ��� !��� �

�  � ���� ��# ���# ��� � ��
�� �� �� ��"�� ���  ��� �� � � ��(� ����� � �

P[
�

= 1 | � = 1]

P[
�

= 0 | � = 1]
=

P[
�

= 1 � � �
= 1]

P[
�

= 0 � � �
= 1]

=
P[

�
= 1] P[

�
= 1 | � = 1]

P[
�

= 0] P[
�

= 1 | � = 0]

=

(
P[

�
= 1]

P[
�

= 0]

)(
P[

�
= 1 | � = 1]

P[
�

= 1 | � = 0]

)

=

(
1

999

)(
.95

.05

)

≈ .019

� �� ��$ � � � ��� ����� ��  �� � �� ����� ��� � ���� �� ��� � # ��� � ������ � � �� �� � �� �����
�� � ���� � � ��� ��� ����� ��� � ���� �� � �� �����"� �� � �� ���� � ���� � � � �� ��(� ���� ��
��� �� � $��" �*"� ��$� �� "� �"� ���� ��� ����� ��� �� ��  ��� � �$ ��� ��(� ����� � ��� �� �

 �� ���
�!�� ���� �� ��� �� � �� ��(� ���� �� �� "� ��  � �  � ��(� ����� � ��� ��� ��� ��� ��� � !$ � ��"�
���� � ���� #�� � �� ������� � �� ����� ��� � ���� ���� �� �� � ( ���� "����� ��$ �� � �� �������� �"� � � �� "��� � �� �� ��� � ��� ��!�� ��  � ����
��  � �� ��� � ��� y ��  ��� ��� ���� � ���  ����# � � ���"� �"� �� � �# �� !� y1, . . . , yn

�

p(θ | y) =
p(θ, y)

p(y)

=
p(θ, y)

∫
p(θ, y) dθ

=
p(θ)p(y | θ)

∫
p(θ)p(y | θ) dθ

"% �#�%

����� ��  % �#� �� � �� ���� �� ����� ��  % �$
�

�  �$ � ���� #� � �� � �� ��� � $ � "� �� ���
� ���� � # ��� ���� �� # ��� � � p(θ | y) �� � �� "� ��  �� θ � �� ��� + ��� �*�� � � ��� � #

p(θ | y) =
p(θ)`(θ)

∫
p(θ)`(θ) dθ��

p(θ | y) =
p(θ)`(θ)

c



� �� � ����� ��� ��������� #��

� �� �� c =
∫

p(θ)`(θ) dθ �� � "�  ���  � ���� ����  �� ���� � � 
θ
� "�  � ��# �� � � �� �

�����"� �� θ �� ��  �� ���� � �  
θ
� ���� � � ��# ��� ��  �� ����  �� "�  �� � θ

�% � �� �& �"��� � �� "� ��� � c �� �� ���"� �� ��� �� "� ��  � ���  ��� ����� �� ���� �� � ��# ����� �� # ���� �� ∫ p(θ | y) dθ = 1
� �  � � � "� c � ��$� � ��� �� �� � � �� ��(� ����� � �� "� ��  "� �!���! � 

��!�� ���$ "�  ��� � � ��"� � ��� � �� ����� �$ !� "���� ����� ��� !$
c
� '  � ����  ���� � ��

�� ����� ��  
p(θ | y) ∝ p(θ)`(θ)

"% �##%
� �� �� ��� � ��  � ��  �� "�  ���  � �� ������� ��  � ���$ �� c

�
&� "� *  � c � �� �� � � ����# � ����� ��  % �#� �� !$ �� � # ����� ��  % �## � � �� ���� � #

c = [
∫

p(θ)`(θ) dθ]−1 � ����� �� % �#� ������ ����� � �� ��"�  � ������"� �
 ��! � �" # $�( &)""� �	��� � �	�
 	�'"� *
� /?B@@ -./ A//>@3,40 /ZB51@/0 ]CJO ; CJa ; CJL ; CJ� ; 8 Ja ; B,> 8 JC8^ N.3?. 56>/@@/> -./
,=5T/2 67 � /N 0//>@3,4 B223GB@0 B0 �63

(λ)
J � 2362 -6 -./ /Z1 /235 /,- /?6@6430-0 E,/N

P=3-/ B T3- BT6=- 2/4/,/2B-36, 2B-/0 67 ��gh hj�hj� 3, -./ G 3?3, 3-I 67 -./ /Z1/235 /,-B@
P=B>2B-0 J M./I /0-35 B-/> -.B- � /N 0//>@3,40 N6=@> B230/ B- B 2B-/ 560- @3E/@I B26=,>
J< -6 8 0//>@3,40 1 /2 P=B>2B- 1 /2 I/B2 B,> @/00 @3E/@I /3-./2 562/ 62 @/00 -.B, -.B- J
M./32 E,6N @/>4/ ?6=@> T / /,?6>/> 3, -./ 12362 >/,03-I >301@BI/> 3, K34=2/ 8 J8` N.3?.
30

p(λ) = 4λ2e−2λ J ]M.30 30 -./ � B5(3, 1/2)
>/,03-I _ 0// A/?-36, < J< J^ K 34=2/ 8 J8` B@06

>301@BI0 -./ @3E/@3.66> 7=,?-36,
p(y | λ) ∝ λ3e−λ 76=,> 3, RZB51@/ CJO B,> K34=2/ CJa JM./2/762/ ; B??62>3,4 -6 RP=B-36, 8 JCC; -./ 160-/2362 >/,03-I 30

p(λ | y) ∝ λ5e−3λ J +,A/?-36, < J< N/ N 3@@ 0// -.B- -.30 30 -./ � B5
(6, 1/3)

>/,03-I; =1 -6 B ?6,0-B,- 67
1261 62-36,B@3-IJ M./2/762/

c
3, -.30 /ZB51@/ 5=0- T / -./ ?6,0-B,- -.B- B11 /B20 3,

-./ �B55B >/,03-I 0
c = 1/[5! × (1/3)6]

J
� � �#� �� % �%� � �� ����� ��� � ��  � ��$ �� ���� � �� ���� �� ��� ���� � ��  � ��$ � �� �� ���

��(� ������ �� "� ��  � )�� � �� � � �$� �� ��� �� � �� � �  �$ � � � # �� ���� �� � � � ��� �� ��� � ���
�����  � �� ���� �""��� ����� � �� �� ���� � !�� ���� ��  � y1, . . . , yn � � �� ��(� ���� �� �� "� ��  !�"����

`(λ) =
∏

p(yi | λ) =
∏ e−λλyi

yi!
∝ e−nλλ

P

yi

�� ��� � ��� ���� ��� � � ���"� �"� � �� ��� �

� �#� �� % �%$ ���� � "� % � � �� ���� ���� � ��
���� � ����� �� % �#� �

"�% �

`(λ) ��� n = 1, 4, 16 � � � "�% � � �� ����� ��� � ��� n = 1, 4, 16 �

� ���$� � �� � ȳ = 3
�

# � � � n � " ������ � �� ��(� ����� � �� "� ��  !�"���� � " ���� � # �$ ���(�� � � ��� �� !�"����
�� n � " ������ � � �� ���� � �� � ������ ��  �!��� λ � " ������ � � � �� ( �� λ � �� �
� " ���� � # �""� ���"$� � �� ��(� ����� � �� "� ��  !�"���� � " ���� � # �$ ���(�� ���� �
� �� � ��� �� ��� � � λ � � � �� ��� � ��� ������ !�"��� � " ���� � # �$  ����� �
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likelihood
posterior

� �#� �� % �%� � � ��� �� ��(� ����� � � � ����� ��� � �� � �� ��� ��� λ � � �� ���� �� #� ����� �� ���� �
� �� � � # �� � !�� ���� ��  y = 3



� �� � ����� ��� ��������� #��
% � � � n � " ������ � �� ����� ��� � �� � ��$ !�"���� � " ���� � # �$ ���(�� � � !�"����

� " ���� � # �$ ��(� `(λ)
� � ��� �� !�"���� �� n � " ������ � � �� ���� � �� � ������ ��  

� ��� ���� � " ������ � � � �� ��(� ����� � �� "� ��  !�"���� � " ���� � # �$ ���(�� �
��� � ���� � � �� ���� � ��  � ��$ ���� � � �� �� ��� � ��� ��� ��$ � �� ���� "� �� � � ��"�
���� � ������ ��  ��� ��� ���� �� �� ��� ��(� ���� �� �� "� ��  !�"���� ��"� ����
���(�� � �� ��� ���� � � � � �� ��(� ����� � ��� � ���� � $� ��� ����� ��� �� � �� �����"��� ���� � � � ��(� ������ � �� � (� � " ���� � # �$ ��(� ��� ��(� ���� �� �
�  ���� � ��$ �� ��� ( �� �� �� � ����# � ��� ��# ��(� ����� � log `(λ) = c + log p(λ) +
∑n

1 log p(yi | λ)
� � � n → ∞ � �� �� �� � � " ���� � #  ��!� � �� �� ��� � � �� ��� � ��

��� ��� ���  ��� ��$ !�"���� ��"� ���#� � �  � ��"� ���� ������� � ��� log p(λ)
�

� ���"� �"� �

� � "�� ��� � ȳ ���� ��$ �� �� �� ���� � "� ��� � �� n � " ������ � &� ���
� ����� �� # �� � ��� ��� �� �� �� �

�  �� ���� �� #� � �� ���� ���� � & ��� ���� ���� ���
����� ��� � ��  � ��$ ��

p(θ | y1, . . . , y60) ∝ λ42e−62λ
"% �#%%

� ��"� �� � �� ���(43, 1/62) ��  � ��$� �� �� � �"�� ��� � � �#� �� % ��� � ������� �� � �#� �� % �%� �

����� �� % �#� ���� � )�$�� ��  ���� ��� �"� �� ���( ��� ��� $ ���� � $"��� �� $�� ��� � �
�#$$$� ��� �� �� �� � � � �$� �� �
���� � �� # $�� &) ��
� � )��		 �� �	 �
 $*
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����� ��� % �#� � � % �#� ���� ��� "�  
��  ��  � ����� �� � ��� ��� ���� � �� � ��$ ��� � ��

���� ���� � λae−bλ � �  � "��� � � θa(1−θ)b � � �� ���� � � �� � �� ��(� ������ �� "� ��  �

� ��"� ���� ��� ����� ��� � ��  � ��$ � � � �� "� ��� � c ���� �"� ����$ ���$ �� "� �"� ���� � � ���
���  �� � "� � " ���  "� � � �� � ���� �#����� ( �� � �� ���� �� � �� ��(� ����� � �� "� ��  � �
�� � (�� ��� � "�  

��  ��  � ���� � �� � �� ���� ���� � ��� ������ ����� �$ ������� ��� � �� ��
���� � !� ����� � � ��� "�  

��  ��  "� � � � � ����� � "���� � # � ���� � ��  � ��$ ��� ���� ����� ��$ ��
��# �� ����� � ��� ��� �"� � ��"� ���� ��� �� ����� � ���# �� !�� � ��"� �� ��� ��  �� ��(� �� ��
���� �� � � �

� �� � ��� 
� 
�

$���� ���� � �� #�� � � � ���� ��� �"� � � � �$� �� �� �� ��(� ���� �"� ��  � ��� ���� �� � !�� ���� ��  � ���� y1, . . . , yn, yf

!� � ���� �� � ��� p(· | θ) � &� �!�� ��� y1, . . . , yn
!��  �� yf � � � �� �

� ���� �"� ��  ��� yf
� � �� �� ��� ����� "����  ����� � ��� ���� �"� ��  � ��(� �

�	 	�
 ���� 	�
 		�� � �� � � ���� �"� ��  �� � � � # �� #���� ��� yf
� �� � �# �� !� � �

��(�� �������*
� �

��(�� ���� ��(��* � �
��(������ � �(� �

�� � $ ���� � �$�� �� �� � � ���� �"� ��  
���� ����� ��  � �! �� �

	�
� ��� � ���� 	�
 		�� �  � �� ��� � ���� �"� ��  �� � ��(������ �* ����� �
� �� � � �� ��� � �� � ���-

� �! �� �� ���� ��� yf
� � ���� �"� ��� � �� ��� � �� �""���� ��� !$ � ��� !�!����$� ���

����� �� � �� � �# �� ��$ ���� �� �� � �� ��� � (0, 5) �� � $�� ���� �"� ��� � �� ��� � ��� yf �
� ��"� ��� �� ��� Pr[yf ∈ (0, 5)] = .90

� � � # ���  ��� !��� � �� �� ��� � ��� ���
�����  � � �� $ ���� �"� ��� � �� ��� �� � � ���� � � �� �� ��� $�� � �� ��� �� �

$�� � �� ��� �� ���� � �� ��� �� � � � �� �  � �  � ��"�  � � � �� �� ��� �� $ ���� �"� ��� � �� ��� �� � �� �
��� ���� ��� !�!����$� ��� � ��� "� � �� (0, 5) �� � $�� ���� �"� ��� � �� ��� �� � ��  �� ��
���� �! �� � ��� (−1, 4.5) �� � ��� � $�� ���� �"� ��� � �� ��� ��

���� 	�
 	�� � 	�
 �	�'
 		�� � ���� �"� ��� � ��� ��!�� ��  �� � ��� !�!����$ � ��� ��!�� ��  ��� yf
�

���� � ���� �"� ��� � ��� ��!�� ��  � � �&� ��  � ���� �� "�� �� "������ �� � � ���� �"� ��  � ��
� �� ��� � ���� �"� ��  � � ��"� �""��� � # �� ��� ��  ���� �

� ��� ��� � ����� � �� ��  �� ( �� θ
� � ��� � � ��� � ��� �� � �$ �� "� ���"��� ���� y1, . . . , yn

�
)�� ���  �� � �� " �����$ ��� �$��� �� ���� �"� ��  � ������ �!��� � ��� �� ����� � � ��� �� ��( �� θ

� $��" �* "� ��$� ��� �� ����� � � ��� �� ( �� y1, . . . , yn, yf ∼ ����� � %(−2, 1)
�

� �� �� � ��� # ��  ��� � � � "� �� ( �� θ
"� � ��� "��� � � �� ��� � � $� �� � ��%���� � � ��� ��!�� ��  % � �� � ��� y1, . . . , yn ��  �� �� �� �� �� � ��� � ��� �� � � ��$ "�  �� �  �

� ������ ��  �!��� yf � ��� ��  �� � �����$ "�  �� � �� � � �� ( �� ���#� �� θ
� � ���� � ����� �



� �� � ���� ������ #��

y1, . . . , yn � � yf ��� "� � �� ��  � ��$ � ����  �� � # ��� θ
� � �$� !� �� �

p(yf | θ, y1, . . . , yn) = p(yf | θ).

� �� ������ �

�� � ���� �"� ��  ���� �� !� !���� �  ��� ( �� ���#� �� θ � ��  � �

 �� � � $ ����"��� y1, . . . , yn
�

� �� � �! �� �� � � ���� �"� ��  ��� yf �� ŷf = −2 �

!�"���� -% �� � �� ��� � ��� ��  �

� � ���� � � � �� %
(−2, 1) � ��� ��!�� ��  � $��� ��  � �! �� $�� ���� �"� ��  � �� ��� �� ���

(−∞,−0.72) � (−3.65,−0.36) � � (−3.28,∞)
� &� ��� �� "����� �  � �� ��� ���� �

����  � � # �  � ����� � �� �� ��� �� ���" ��!� ��� ������ �� ���� � ��� yf � �# �� ��(� � �
� ��� �� ��� � � �� ���� �

�� ��� ��# ���� �� ���� � �  � �

�� "�� ��� � � �� ���� �"� ��� � ��� ��!�� ��  ��
yf �� %

(−2, 1)
� �� "��� ���� �$ ���" ��!�� � �� �� ��  � �� �� � ( �� ���#� � � �!����$ �� ���� �"�

yf
�
� ��� � ��� !���� � � ���# � � �� ��  �� ( �� θ

� � �� � ��� ���� ��$ �� ��(� � ���� �"� ��  "� � ���� �� ��� ����� � � ���� ��� y1, . . . , yn �� ��� ����� θ � � �� ��(� ���� �"� ��  � !���� �  
p(yf | θ̂)

� � ��� �"� ��  � ���� !$ ���� ������ ��� "� ���� �
�)� � �* ���� �"� ��  � � � ��� ����� ���� � �� ���� ���� ����# ���� � �� y1, . . . , yn

$ �� ���� µ̂ = −2 � � σ̂ = 1 � � ��  ���� �"� ��  �
��� �� !� ���"� �$ �� ���" ��!�� �!��� �

��� � ����� �� � �� � � ��" ���� ���� � ���� � �� ����� ��� # �� � � # �� � � ��"� λ �� � ��
������ � ���� � �  �� ���� �� #� � &� ��� � λ̂ = 2/3

� � �� � � ��� � ��#- � ���� �"� ��� � ��� ��!�� ��  
�� � ��� ��$�� � � �#� �� % ��% �

ŷf = 0 �� � ��  � �! �� �� � � ���� �"� ��  � � �� ��� {0, 1, 2} �� �$�� � ��#- � ���� �"� ��  � �� ��� � � � ���� �"� ��  ��� "!�"���� �� ��� �� ����	 ≈ .97
% � � �� ���

{0, 1, 2, 3} �� � $$ ��� � �� ��� ��
� �� �� ��� ��� ��� �"�� � � � "� ��� � �$ � ��( � # ���� �"� ��  � � � ���� �

!�"���� yf ��
�� ��� � �� "�� �� �� ���� �"� �� �� ���"� �$ ���  �� �� ( �� θ

� �  � ��"�  � � �� ��  �� ( ��
θ
� � � $ # ��� ��� !��� � � �� �� � �  � �� � �� ��� � �# �� !� ��� ���� ������� � ��� �"� ��� "� ��� � �$� � �� * ��� �$�� � � � "� ��� � �$ "� �� !� � ��� � ���� � )�� � �����$� � �� ��"�  �

�$�� "� !� ����"�� !$ "� ���"� � # � � " ���� � # �$ ���#� ���� �� y1, . . . , yn �� ���� �� ( ��
θ � �� � ��� � ���� �""� ��"$� ���  ��� ��$� � �� �� ( �� θ �""� ���� �$ �  ��# � � � �� ��"�  �
�$�� �� � "� ��� � �$ !�"����  �# ��# �! �� "������� �� ��� * ��� � � ���� � ����� ��  �

� ��#- � 
���� �"� ��  � �� "���� �� � ����� � �� �� �� �� ��  � �� ���� �"� ��� � "� ��� � �$�

)�� � �� $ ���"� �"� � ��� !���� � �� ��"�  � �$�� �� � "� ��� � �$ �� �� � ���#� �� !�
�#  ���� � � ��#- � ���� �"� ��� � �� ��� �� � � ���� �"� ��� � ��� ��!�� ��  � ��� �� � ��� �� ��� �" !�"����
���$ ��  �� �""�� � ��� ��� � "� ��� � �$ � �� ���� � ��� ���� � # θ

� � )�$�� ��  ������"� ��
���� �"� ��  "� �""�� � ��� ���� � "� ��� � �$� � �� ���� � � ��� ��!�� ��  �� θ � � � �� "�  � �� ��  � �
� ��� ��!�� ��  �� y1, . . . , yn, yf

# ��� θ ���� ��� ��� �� �� + � � � � ��� ��!�� ��  �� y1, . . . , yn, yf , θ �
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� �#� �� % ��% � � ��#- � ���� �"� ��� � ��� ��!�� ��  yf ∼ �� �(λ = 2/3) ��� ��� ���� �� #� ����� ��

� ��"� � �� � ���� ���� � �� "�  � �� ��  � � � ��� ��!�� ��  �� yf
# ���  y1, . . . , yn

� $��" �*"� ��$�

p(yf | y1, . . . , yn) =

∫

p(yf , θ | y1, . . . , yn) dθ

=

∫

p(θ | y1, . . . , yn)p(yf | θ, y1, . . . , yn) dθ

=

∫

p(θ | y1, . . . , yn)p(yf | θ) dθ

"% �#� %

�
���� ��  % �#� �� + ��� � �� yf ���# � � � �� � ��$ �� ����� � ��� � �� + � � � ��  � ��$ �� (θ, yf) �

� �� ��  � �� ��� !� � # "�  � �� ��  � � �  ��� ���� � !�� ���� �� ��� � �� ��$ �� � ���� � ��$� � ��
���� �"� ��� �� � ��$ p(yf) �� ∫ p(θ, yf) dθ =

∫
p(θ)p(yf | θ) dθ �

!�� � �� �� p(θ) �� ��� ��$ � ��
����� ��� � p(θ | y1, . . . , yn)

� � �� �� �� �� y1, . . . , yn �� �� # ��� �� � �� ����� ��� � �� � ��$ �� θ
� ����� �� � �� ���� ��� �� ���� �"� ��� � ��� ��!�� ��  � �

���� ��  % �#� � ��� !� ����� ��� ���� � ���� ���� � �� 
��� � ��#- � ���� �"� ��� � ��� ��!�� ��  � �� �� ��  �� ( �� ��"� �!��� θ � ��  ��� ����� ��� �
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0 � �� � σ2

w = (σ2
T + σ2

C)/n
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� ' �� � �0 � w ∼ ) � (n, .5)

� �� ���� �
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# � "�% ���� ��$ �
���� ��  % �# � ��#� #�� �"!% $��� � ��� ��� �� "� ��  g(x) ��*  �� + ��� ���� � �

���� ��  % �# �� � ��� !�!����$
�� � ��$� ��� �� ���� � ��� �� � ��# ����� �� # �

% � � ��� ��� �" ��� ���� � �� ����������� ���� � ��� ����� ��� % �# � � % �#� �
"�% ��� ����� ��� �&�"� �� �� ���� �$ ���� ��� ����� # �� � � % �� � ���� �� ���� � ���

�� ���� �$ ���� ��� � � �&� ��  � �& �"� �� � �& � �� � ������"!% ���� �� ���� �� � ���#� �� ���� �$ ���� "�� #�� � �� �&�"� �� �����""% ��� ��"� �� ���� �$ ���� � ��(� � ��� �� � ���� !�
� � ���� �� "������ ��� �����

����� �
� � � ��� ��� �" ��� ���� ���� � ��� %�% � ���� ��  � �� � �� ' �� �� �� ��� � #�$�� � � �� ���� ���  �%�� ��  � � ���( � � �� ���� ��� � ��� � ������� ������� 
 � '  � "� ��� "� �� � � � ��

�� ��� ��  � � ��"� � ���� ��  � � �� ���� � "� �� � � � �� �� �� � # � ��� �� ���  �� � � ���� ��  �
"�% � ��� ����� �� �� ���� ���� �� � �� � �� �� � ����� � � & ��� �� #� � # �  �"!% ��$ � � �� 
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!�� �� $�� � ��� � �� %�% � ���� ��  � � ��  ��� ����� � � �# �� !� ����� �
�� ��� � ������ � $ "�  

�� �� �  �� !� � ���� ���� $�� ��� � ��� �� #� � # �  �%
& ��� �� #� � # �  �

�
� � ��� ��� �" ��� �� ���� �  ����� �� % �� �!��� � �� $ ���� � �"��� �� � �� �� �� �� � "� "� ��
��� # #�� ���"�� �� � � �#� �� % �#$ ���� � � �� ��(� ����� � �� "� ��  � $������ ��� ����
� " ��� "� ���� ��� !�� ��� � ���  # ���� ���"�� �� � ��� ��� �� � ��� �&�"� `(θ)�
��(� � � ��� � �� ���� �� � �#� �� % �#$ �

!�� �����  � � # ���� ��� �� ��� !�� �
� "� "� ��



� �� � �� ��� ���� #��
��� # #��� ���"�� �� � ������� �� � �#� �� % �#$ � & ��� �� � �� ���� ��� ���� �� ��(�
��  ��� ��$ ���� �  �� !� �� �� �� �� ��� $�� ��� � ��� �� #� � # �  �

� � � ��� ��� �" ��� "�  � � ��� ��� �" ��� �� � ������ � # � ��� p
!� ��� � ��"� ��  �� � ��

���� ��� ��  ���� ���� ����#� � � ��#� �
"�% $������ ������"�� �� ( �� � ��� p ≈ .1

� �� � � � �� � ��� # ���  ��� ��  -
��� ���� �����  �� ����� ��  � �� � � ��� �� �

$��� � �� � � ��� �� �
 �

�
� � � � � ��

����� ��� � ��� !�!����$ � ��� �� � ���� "� "� � � � *  � � �� ����� ��� � ��� !�!����$ � ����� � ���� "� "� � � �"!% %�� ������� ���� p ��  �� ( ��  � � � �� ������"�� �� # ��� ��� �� ��� ����
�����  �� ����� ��  �� #�� ���� �� � ��� X

!� ���  ��!� � � �� � ��� � �
$��� �& ��� �� � �� ��(� ���� �� �� "� ��  �""% & ��� �� � �� � �� � � p �� ����

� �� ����
� �� ����

� �� ���
�

� �� �� $��
� � � ��� ��� �" ��� ��� �� � �� � ��� ��(� ���� �� �� "� ��  ��� �� ���� � ��� ��!�� ��  � �

"�% ��� x1, . . . , xn ∼ ����� � �� �(λ)
� � � � `(λ) � �� ��� �� x1, . . . , xn

�
"!% $��� � ��� `(λ) ���� �� �  �$ � ∑

xi � �  �� �  ��� ���" �*" �� ���� �� � ��
� � �� ���� � xi ��

�
""% ��� y1, . . . , yn

!� � ���� �� � ��� �� �(λ)
� $��� � ��� λ̂ = ȳ �� � �� � ���� �"

�% � � � � �� � ���� � � ����� �� # �� �
� � � �� !�� ( �� �� �  � ��� � � � �� ��!� �# �#$��� "�  �� � � ���� �� ���� ���� � ��� ����!�� ���� ��� ������� �� ������ � ���� ��� �"� � '  � ������ ���� ��� ��"���� � �� �  �� � ��!� � � � ������ !$ �����( �"(� � � �� � ���� ��  � ��$ � ��� #���-#�$� ��� ��"� �� #�"� ��� � ���  ���� � �� ���� � ��� ���� 
�� �� ���� ���
�� ����� ��	� ���� �������� ��/���� ����� ��"�� �� ��!�� �

�# � � �� !��( �% ��� Yij
!� ���  ��!� � �� ������ � $��� i �

"���� j � ���
i = 1875, . . . , 1894 � � j = 1, . . . , 14

� � �� Yij � ��� � "� ��� � �� #� �� � �� �� !�� �
"�% & ��� ��� ��� * ��� ��� � "� ��� � �� � �� �� !���"!% & ��� �� � �� ���� "� ��� �� � �� ��!���""% & ��� �� � #��� ���� � ��� ��� �����"
�% $������ $�� ���� � � �� ���� �� ����� � �� �(λ)

� "��� � � ��� �� � #��� � ��� � ��
��� ���� ���� ����� ��  �%

�� � ��� � �� ��(� ���� �� �� "� ��  ��� λ
�

��� � � � λ̂
�

statlib
http://lib.stat.cmu.edu/datasets/Andrews/T04.1
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���� & ��� "� $� � ��$ �!��� � �� ���� �� ����� !$ �����( �"( � � �� � ���� ��  "� ����$ �� ��� � � �� � �� #$� � "�  �� �$�"�% �� � �� �� � $ �� ���  "� ���� � �&� �� � "���� ��� � �&� ��  � ����� ������ ���
��� �� $�� � ���� �#��� ���� ���� �! ����$�

� � '�� ��� ���� � ��� ����� �� % �� � � � � � �� � ���� � ��� θ
�

$ �
X1, . . . , Xn ∼ %���� �(µ, 1)

� �� �� �� �� "�� �"� � � �� � ���� � µ̂ �� ��� � � ��� � ��
����� ��  
"�% d

dµ
d
dx

f(x1, . . . , xn|µ) = 0"!% d
dµ

f(x1, . . . , xn|µ) = 0""% d
dx

f(x1, . . . , xn|µ) = 0

#� � � ��� ��� �" ��� ��� �� � �� � ��� ��(� ���� �� �� "� ��  ��� %���� � � ��� ��!�� ��  � �
"�% ��� y1, . . . , yn ∼ ����� � %(µ, 1)

� � � � `(µ) � �� ��� �� y1, . . . , yn
�

"!% $��� � ��� `(µ) ����  �� �  �$ �  ∑
yi � �  �� �  ��� ���" �*" �� ���� �� � ��

� � �� ���� � yi ��
�

""% ��� n = 10 � � "����� � �� ��� ��� µ
� '�� � �� #� � ���� � ���� �� �� � ��� #�

� ��� %
(µ, 1)

� � ��� � �� ��(� ����� � �� "� ��  � ��� �""� ���� �$ "� $�� ��� �����
µ � ��� � ���� �� � � � ��� #��"

�% ��� y1, . . . , y10 ∼ ����� � %(µ, σ) � �� �� σ �� ( ��  !��  ��  �"�������$ ���� � ��
# � � � � `(µ) � �� ��� �� y1, . . . , y10 � � σ

�
"�% ��� y1, . . . , y10 ∼ ����� � %

(µ, σ) � �� �� µ �� ( ��  !�� σ �� � ( ��  � � � �
`(σ) � �� ��� � � y1, . . . , y10 � � µ

�

## � ��� y1, . . . , yn
!� � ���� �� � ��� %

(µ, 1)
� $��� � ��� µ̂ = ȳ �� � �� � ���� �

#% � ��� y1, . . . , yn
!� � ���� �� � ��� %

(µ, σ) � �� �� µ �� ( ��  � $��� � ��� σ̂2 =
n−1

∑
(yi − µ)2 �� � �� � ���� �

#� � !�"� �� � �� � ������� ��� ���� � ��� ��#� #� � ���  ��!� � �� # ���� � ��"��� ���� ��"�$���� ��� Yi
!� ���  �� !� � �� # ���� � ��"��� ���� � $��� i � � ������� Yi ∼

�� �(λ)
�

� ��� � �� ��(� ������ �� "� ��  `(λ)
� � �#� �� # �� ��##����� � ��� λ ≈ 3.1 �� � �� � �� � ��

���� �����  �!�$ �� ��� ��� �� �� "� �� !� �!��� � �� � �#�
#� � ���� ��$ ��"� ���� � � �

���� ��  % �� �
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#� � ��#� #�� � ��"����� � � ��� ��� ��  �� �� ���� � "������ # ��� ���� �� ��� � � ���� ��
��� ��  �� ��� ������� � � � ���� ��� ��  ��� � � �#� �� % �%� ���� � � �� ���� ��� �� � ��
� ��� ��� ��  �� �� ����  � � %�� �"� ���� ��� �� �� �"� � �"� �� ��" ������ � ��� �� � � "�% ��"!%

� �� ""%
� �� "

�% � & �$� � ��� � ���" ��� �������� �"� � ����� �� ��� ��� ���� � !$
� ��"� ��� �� �� �"� � �"� �� ���� �� ��" ����� � ���� � �� �"��� � ��" ����� �# ��� � �� � $�� �
����� ���

#� � � ��� ��� �"� � �" ���  � # ����� �� �  ��#� #� # � *  � � �� ��� !�!����$ � ��� ��� ��� ��  �
��� � �� � ������ # ���  ���� ��� ���� ��  �#�� ��� �

#� � � � ��� 
��
 	�� ���� � ��

#� � ��� � �$ � �����"�� "�� � �$ ) �� ��� � # �����  "��� �"� � �����  � � )���� �  ��" ���
� ������ ��  � ��� � �� �� � �� ���#�  "� �#� "$ ���$ "� �"� ����
P[) ��� �����  �] = .8

� )�� � �� "�� � �$ ) �# ���� �� � ���"� ��  � � �� � �� ��
� ���"���� � �� � �� �� ���  � �����  � � �� �� "�� ��� ��� � ���"���� �� �� *  � � $�
)�� �� � �� �� ��� �����  � � ��  ���$ � ��� !� �� �� ����� � � �� � �  �$ � %�� "�� "� ��!� � # ��� � � ��� ��

P[*  � � # ����� �|����� � �� ���] = .2.
"% �#$%

%� �����  � ��� ��� � � � � � � �� ��� !�!����$ � ��� ) ��� �����  � � ��� �� *  �
Pr[) ��� �����  �| � �����  � ��� ��� �].

#$ � ��� T
!� ��� ���� � � � � ��� � "������ � ���  �� �  �� �� � �� "� ��� # ��� "������ �

�� �� �� � � � ����� ���� T ∼ exp(λ) � �� �� λ �� � ( ��  � � ���� �� �� n
"� ��� ��

��  ��� �$ �� ��"��� � ��� t1, . . . , tn
!� ��� � ���� ��� � �  �� �� �

"�% ������ � �� ��� � � λ ��� �� � # � ��� ��� ��  � �"!% '�� � �� � ��� ���� � ���� �� �� � ��� n = 10
�

""% � ��� `(λ) � � *  � λ̂
�

"
�% � !��� ��� �""� ���� �$ "� $�� ���� �� � � λ�"�% $��� � ��� `(λ) ����  �� �  �$ �  ∑

ti � �  �� �  ��� �� ���� �� � �� � � �� ���� �
ti ��

�

%� � � �� �� ��� ��� "� � � � '  � �� �� ��� � �� ���� � �� ���-������ � ��� �� ��� �$ "����� �"� � � � ���� �� �



� �� � �� ��� ���� #$#
"�% & ��� �� � �� ��� !�!����$ � �� "� � �� �� ������"!% & ��� �� � �� ��� !�!����$ � �� "� � �� ���-������ # ���  ���� �� �� ��� ������""% & ��� �� � �� ��� !�!����$ � �� "� � �� ���-������ # ��� ���� �� ��  ��� �� ���� � ���

� ����� � ��� �� �  �� � �� �� ��  �"
�% ��� ��� �!��� �� ���� � �� "� � � ��"�  � � ��� � & ��� �� � �� ��� !�!����$ � ���

��� ��"� � ���� ��  �� ����� # ���  ���� ��� * ��� ���� ��  ��� ������
% # � � �� �� ��� ��� "� � � � ��� "� � � � P[H ] = 1/4

� ��� "� � ) � P[H ] = 2/3
� ���

��  ��� �$ "����� � "� � � � ���� �� �
"�% & ��� �� � �� ��� !�!����$ � �� "� � �� �� ������"!% & ��� �� � �� ��� !�!����$ � �� "� � �� � # ���  ���� �� �� ��� ������ & ��� �� � ��

��� !�!����$ � �� "� � �� � # ��� ���� �� ��  ��� �� ����""% ��� ��� �!��� �� ���� � �� "� � � ��"�  � � ��� � & ��� �� � �� ��� !�!����$ � ��
��"�  � ���� ��  �� ����� # ���  ���� ��� * ��� ���� ��  ��� ������

%% � �� ����  � �� ���#� "��� ��# ��� �� ��� &� ���% ���� $�� �"���� ��� # ���� ��+ ���
��� � ��� ��!���� %

(700, 50) � ���� ���� $�� �"���� ���  #  �  -���� ��+ ��� ���
� ��� ��!���� %

(600, 50)
� �� �� � �� ����� �� ��� ���� ��+ ��� � � ��  ��� �$ "����  

�����  � ��� � ���� $�� �"��� �� �%� � � � � � �� ��� !�!����$ � ��� ��� �����  � �� �
���� ��+ �� �

%� � � �� � ���� !� � � �� � ��� ������ ��$"��" � � " �� ��� �� ( �� � �� ���"��� �� "� � 
� ��� � � ��� ��� !��� "� "� � � � �����  "� �� %� "� � � ��� � ��� !� � � � ��� � �$ �� #����"��  �� #���� � �� ��� " �� �� �� "����"�% �
"�% ��(� ��� ���� � P[

!� � � �� ��$"��"] = .01
�

�� )����� � $ #������ ���� !�� � !�� ���� � *  �
P[* ��� #���� �� "����"�] � � P[* ��� #���� �� � "����"�] �

��� � ��� � � !�� �� � # #� "�  ��"�� ��� "����"� #������ � *  � � �� �������
P[

!� � � �� ��$"��"] �
���� � ��� � � !�� �� � # #� "�  ��"�� ��� "����"� #������ � *  �

P[
 �� � #���� �� "����"�] � � P[

 �� � #���� �� � "����"�] �
�� � � ��� � � !�� �� � # %� "�  ��"�� ��� "����"� #������ � *  �

P[
 �� � #���� �� "����"�] � � P[

 �� � #���� �� � "����"�] �"!% ��� ���� ��� �"� �����  �� � � �(��� �" � � � !� ����� � � ��"��� !� � � ���� � " ���� �
)� ����� �� � � � ����� '��� � �'�*& ,'� �, �, �'�� �



� �� � �� ��� ���� #$%
$(��� �" � � (�)� � ��� � �'�*& ,'� �, � '��� �
)� ����� �� ��� ��) �(  �) � � ��* ��*��( � �'� � �� ��*(� � )�,,�( ��

�* � ��� �
�'� � ��) �(  �) ,� �'�* �$(��� �" � � ��) �( � ) � �'� � (��* �� �)�& � �) � �� ,'� � )�,,�( � � �* � ��� �'�*
� ��) �( ,� P[

��*(� ��* � )�,, �� �* � ��,] ≈ .5
�

� � � � �� �(��� �" �� ���� � ��� !�!����$ � ��� !� � � "�  #���� "� � � ��� �""% $������ ���� !� � � �� �� �� " �� �� �� #���� "� � ������ �� ���"� �$�

�  �$ ���� ���"� #���� � ��� �� !���� � � �� ��� � #�� � ��� �� ��� "�  ��"��� � !� � � #��� ��
"����"� � & ���� ���  �

0 � � �� ����������� ��� ���� � # !� � ��� " �� �� � �� ���
���� ������� � �� " �� ��� & ��� �� �� �� �� "����"�� &�� �� � ��� ������� � ��" �� ���"

�% � �� � ���� $� � �� � ���� ��� �" �� � � ����� � �� �� ���� � # � "��� �� "� �"� ���� �
��� !�!����$ ��� !� � ��
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& ��� �� $� � � � �$ � # �� "� �"� ����� & ���� � ����� �� "��  �� ��� ����� �� �% ���
��� ��� � ��$ $� � � �� � �$ � # �� "� �"� ���� �

%
�
� ��� w

!� ��� � ��"� ��  �� � ��� ����� � � ��� $���� ���� ' �%�� � "�� � $ ���� � � ��$� � ��$�� � "���� � # % ��(�� �� �� # ���  �� � %)� ����� � � � � � �� � ��$ � ��� ������ �-
���� �$ �������  �� $� � � ���� � �� � ��  ��� w

�

%� � ��� t
!� ��� ���� � � � � ��� !����� ��� ����  � � �� ��� �� * ��� ���"���

� �� ������  � ��� ���� � ��  � � � �� ���� � � �� �� � � (� "��� ���� �$ !� ��� � ��
������ � & ������ ��( � # � $ �!�� ���� ��  � � ������ $�� � � ��� ��!�� ��  ��� t

�

%� � � ����� $�� � ���� � � ��� ��!�� ��  ��� b � � �� ������� ��  �� ��� �� � ��� ��� !���  � )�$
�� �� $ ��� �� �� $�� ��(� � � "�� � ���  �� !� � �� !���  � � �� �"� ���� $�� �
����� ��� � � ��� ��!�� ��  �

%� � "�% ��� y ∼ %
(θ, 1) � � ��� � �� ���� � � ��� ��!�� ��  ��� θ

!� θ ∼ %
(0, 1)

�

�� & �� y ��� !�� � !�� ���� � � ��� �� � �� ����� ��� � ��  � ��$ �� θ�
��� $��� � ��� ��� ��  � ��$ � ���� �� �� � %���� � ��  � ��$�
���� � � � ��� ��� � � $� �

"!% ��� y ∼ %
(θ, σy) � � ��� � �� ���� � � ��� ��!�� ��  ��� θ

!� θ ∼ %
(m, σ)

�

�� & �� y ��� !�� � !�� ���� � � ��� �� � �� ����� ��� � ��  � ��$ �� θ�



� �� � �� ��� ���� #$�

��� $��� � ��� ��� ��  � ��$ � ���� �� �� � %���� � ��  � ��$�
���� � � � ��� ��� � � $� �

""% ��� y1, . . . , yn
!� � ���� �� �� � ��� n � ��� %

(θ, σy) � � ��� � �� ���� � � ��� ��!�� ��  
��� θ

!� θ ∼ %
(m, σ)

�

�� & �� y1, . . . , yn ���� !�� � !�� ���� � � ��� �� � �� ����� ��� � �� � ��$ �� θ�
��� $��� � ��� ��� ��  � ��$ � ���� �� �� � %���� � ��  � ��$�
���� � � � ��� ��� � � $� �

"
�% � � ����� �� � 	
 � ��
� �

%� � �� ���$ �
���� ��  � % �#� �

% �#� � � � % �#� �
%$ � !��� � �� ��� � ��"��� ��  � � ���� �"� ��� � �� ��� �� �  ��#� #�� � ���� ��$ ��� " �� �� � ���

(−∞,−.72) � (−3.65,−0.36) � � � (−3.28,∞) ��� $�� ���� �"� ��  � �� ��� �� � � � �
� �� "������� � � # �

�� ���� �"� ��  � �� ��� �� �
�� � "�% �� ���� � # ����� �� % �#� "�# � #�%% � *  � Pr[yf = k | y1, . . . yn] ��� k = 1, 2, 3, 4

�
"!% '� � # ��� ���� ��� � ��� ���� "�% � ��(� � � ��� �  � ��#��� �� � �#� �� % ��% "�# � #� #% �

� # � $������ $�� �� � �� ���� � ����� � ��� �� ���  �� !� � #� � ���� � � � #� � �����
��"� � � � �� � �# ��� 0, 1, . . . , 9 � �� � ��� !�!����$ � �# � ��� "�� �� $�� �� ��� ��� ��$"�  � ��� � * ��� ���� � # � ����� � � #� � ����� � � �� � ��� ��# �� � �����  "$� � ��  ������ � #
��� � � �$� �� ��� ��"� � �# �� �

�% � "�% !����� ��� � � �$� �� � � ����� �� % �#� "�# � #��% �

!�� ��� ���� = 1 � � ���� =
2
�

"!% ���� � �� �$������ �� � ��� � " ���� � # ��� ���� � ��� # �� % ��(��  � � �& � ��  "�
� ����� # ��� � � �""% ���� � �� �$������ �� � ��� ��� �& �"� �� � " ���� � # ��� ���� � ��� # �� % �� � ��
���� ��� ���� = �- �� �� �� ��� ���� =  ! �"

�% �� ��� � ��� �� �� ����� "�% �

"!% � � ""% �# ��� � �� � $�� � ��!+ �"� ��� ��������  ��� � �#� ��� % �%
�

% ��
� � � % ���

�� � ��  � � �� ��� �" ��� �� � ��� ������ � # � � �� ����#� ��� �� � ��� �� ���� ���� � X = 122
�

"�% & ��� �� � �� �������� � � ���� ��� !����"!% � ��� � �� ��(� ����� � �� "� ��  �""% ���� � �� �
 � �$��

 � "���� � #� �$������ �� �



� �� � �� ��� ���� #$�
"
�% ����� �  � � ��� � ����� �!�� �  � �������� �"� ��$ � ��"�� !�� ���� � � ��� ��!�� ��  

��� ��� �������� �� ������� �  � � ��� � �� ����� ��� � � ��� ��!�� ��  �"�% � � � � �� ��� !�!����$ � � � ���"� �  ���  �� � � ��� � # ��� X = 122
�

"
� % & ��� �� $�� "�  " �����

�
�
� � ���� !�� ��# ����  ���� � � ��#� � ) ��� � � � �������� ��� ����$ � # � ����� ��  � 
��� � # # ������ � � ���" ��� �� ���� �� # � ��  � � � �� ����� ��  "����� � �� ���� �� ��!� � ���� ����� � � �� "� ����� � )�� �� ��  �� ( ��  � ����� � ��� � ���� ��  ��� � $
�& �"� � ��� � ��  �� � *�  ��� � �� ����$ ��� ����� ��  � ��"� !�� ��# ��� ��(�� � �� ���
���� �� �� ��� � # # ������ ��� � # ��� ����� ��  �

"�� �� � �� ����� � ��� ��"� � ��  �
�����"�� � � � "� �"� ����� � ��(� ������ ��� ��� ��� ��� ��#�  ��!� � �� ����� �����"��!$ ������� ��� � # # ������ �
� � ��#� ��(�� � ���� �� � � � ��� nA = 100 � � "� �"� ����� � �$

.1 ��� � ) ��� ��(�� �
���� �� � � � ��� nB = 400 � � "� �"� ����� � �$

.1 ��� � �������� ��(�� � ���� �� �� � ���
nC = 100 � � "� �"� ����� � �$

.2 ��� �"�% & �� � ��� #�� � �� ��  #� � � �� ��� �� � � ��#� �� ) ���� � !��� ��� � �"� ��  #� � � ���
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B1, . . . , B20 ∼
� �� �� � �(µB, σ)

M1, . . . , M17 ∼
� �� �� � �(µM , σ)

P1, . . . , P17 ∼
� �� �� � �(µP , σ),
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µB ≈ 150; µM ≈ 160; µP ≈ 120; σ ≈ 30.

�� 	?�����	�� ���
������� ��

B1, . . . , B20 ∼
� �� �� � �(µ, σ)

M1, . . . , M17 ∼
� �� �� � �(µ + δM , σ)

P1, . . . , P17 ∼
� �� �� � �(µ + δP , σ)
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WC,1, . . . , WC,10 ∼
� (� (� ( $(µ, σ)

WT1,1, . . . , WT1,10 ∼
�(�(� ( $(µ + δ1, σ)

WT2,1, . . . , WT2,10 ∼
� (� (� ( $(µ + δ2, σ).
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��������� �������	� ��� �	 �%  ��� ��	�	 �	��������	� � ���	� 5 �� ��� �	 �	� ����	� ��
Yi = µ + δMX1,i + δP X2,i + εi :. (O;

���
i = 1, . . . , 54

� ��	�	
ε1, . . . , ε54 ∼

� �� �� � �(0, σ).

�?������ 5 �� �� ������� '� �	�����	 	?������� � ��	 ��� 	��� ���	 �  	 ��� � ���	��	
 ��������� ����" �	���� ��� 
����� �������� � �	�
Y = (Y1, . . . , Y54)

t,

B = (µ, δM , δP )t,

E = (ε1, . . . , ε54)
t,
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Y = XB + E :. (	;

���$� �� �� � �* �%$� �� . (O $�� . (	 $�� '�**�� �� *$�� ��$� ��� �'$ % *��� %� ( -�� ���
�@142�?��2J �$�$ :,$�� 7E6; %��

Yi =
!� �� �� � 

i
"� � ,%$��

,

X1,i =

{

1
� 

i
"� � ,%$�� ��'� �#�� � ��$�*��� /

0
���� �! ���

X2,i =

{

1
� 

i
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0
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Y = (Y1, . . . , Y30)
t

B = (µ, δ1, δ2)
t

E = (ε1, . . . , ε30)
t
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Yi = µ + δ1X1,i + δ2X2,i + εi :. (6;

$��
Y = XB + E. :. (N;

$�� �'� ��$� ���$� �� � . (O �� ��$�%� ����� �'$ % �� ���$� �� � . (6 $�� ���$� �� � . (	 ������� �'$ % �� ���$� �� � . (N ( 0 �� �� �� ��'���� �� '�**�� �� *$�� ��$� ��� �'$ % *��� %� ( �$'�
Yi

�� ! ������ $� ��� ��* � �!� ,$��� ( 0 �� � ��� ,$�� &
XB

& :µ + δMX1,i + δP X2,i
 � �� �� ��� ���� �

µ + δ1X1,i + δ2X2,i
 � � �@142�?��2J ; �� '$ %%�� �	 � !��& !� & %�!��� �� �� !� &� � � �� �&' $�� ��,���� ��� ��� �L ,%$ ��$"%� � �+� �� �'�� "��!��� ,�,�%$� �� �� ( 0 �� ��'� ��,$�� &

E
& � �

εi
& �� �$���* & �� �� ��� & $�� ��,���� ��� ��� � �+� ���'�� "��!��� ��� ���� ��,%$��� ! �� ��� $ � ��� %� ,� ,�%$� �� � ( 0 ��

εi
"� $�� '$ %%�� ������ ( �� ��$� ��� �'� & � �� !��� (� ����)���� ��� ��� �'$�� $ * ���$8� � �� � �* ,%� *�$�� ��� �� ��� ,$�� � $ *��� %& � � � �� ,$�� %� ����L ,%$ ���� "� '�#$��$��� ( �� �� %%��� $ ���,� ��� #$��$"%� $�

���,� ���
=

� �� �$ %
+

�� ���
�� $ ��� � % !$� �� ����8 $�� ! �%% ��'�� ������ �� �� ���� "�� 8(

�� . (O ��� � �� �$ %
µ + δMX1,i + δP X2,i

�� $ %���$�  ��'� �� � � 
(µ, δM , δP ) ( �� . (6 ���� �� �$ %

µ + δ1X1,i + δ2X2,i
�� $ %���$�  ��'� �� � � 

(µ, δ1, δ2) ( ���� %� �� ! ��'� ��� � �� �$ % ��$ %���$�  ��'� �� � � ��� ,$�$*��� �� $�� '$ %%�� '���&� � �%�'� (
�� � �� �L$*,%�� ��  $�&

X
�$� "��� $� ��� �'$�� �( -�� �$'� � $ � ���� ��* "� � � 

X
"�� �� �� �$� "��� $ '�����,� �� ��� ,� ,�%$� �� � � 

Y
"� ( # � � �� ��L� �L$* ,%� �%%��� �$��� & %���$�*��� %� '$� $ %�� $���� ! ���

X
�� $ '��� ���� �� #$��$"%� (
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Y = ( �B1, . . . , �B30)
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B = (β0, β1)
t

E = (ε1, . . . , ε30)
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Y = XB + E. :. (/7;

�� ���� �$ % � �� �� �� $ � $�"�� �$�� ��*"� � � '$��� & �$�
n

& $ �� $� $�"�� �$�� ��*"� � � '�#$��$��� & �$�
p ( ���$� �� � . (/7 �� ��� ���$��  �� ��� '� %%�'� �� � � ���#$��$�� ���$� �� ��

Yi = β0 + β1X1,i + · · ·+ βpXp,i + εi :. (/.;
�� ����#$ %��� %�&

Yi ∼
$
(µi, σ)
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i = 1, . . . , n
! �� ��

µi = β0 +
∑

j βjXj,i
$�� ���

εi
"� $�� �(� (� ( $(0, σ) ( 0 �� �� $��

p + 2
,$�$*��� �� 
 (β0, . . . , βp, σ) ( 0 �� %�8� %��� ��  ��'� �� � ��

`(β0, . . . , βp, σ) =

n∏

i=1

p(yi | β0, . . . , βp, σ)

=
n∏

i=1

1√
2πσ

e−
1
2(

yi−µi
σ )

2

=

n∏

i=1

1√
2πσ

e
− 1

2

„

yi−(β0+
P

βjXj,i)

σ

«2

=
(
2πσ2

)−n
2 e−

1
2σ2

P

i(yi−(β0+
P

βjXj,i))
2 :. (/$ ;

� �8� %���� � . (/$ �� $  ��'� �� � � ���
p + 2

,$�$*��� �� ( 0� � �� ��� * (%(� ("� !� '��%�� �+� �� �� �$�� . (/$ ! ��� ���,�'� �� �$'� ,$�$*��� � �� ���� & ��� � �� �� ��#$� �#�� ���$ % �� E &$�� �� %#� ( =�� �� �� �$� �� � �� �$8� ���
log

� . (/$ � ��� & � �� � � �+� �� �� �$�� $�� �� %#� (
log `(β0, . . . , βp, σ) = C − n log σ − 1

2σ2

∑

i

(

yi − (β0 +
∑

j

βjXi,j)

)2

 � � ��*� ���� %�#$�� '� ���$��
C

& �� !� ��� ��� �����* � ���$� �� ��
1

σ̂2

∑

i

(
yi − (β̂0 +

∑

j

β̂jXi,j)
)

= 0

1

σ̂2

∑

i

(
yi − (β̂0 +

∑

j

β̂jXi,j)
)
Xi,1 = 0

(((
1

σ̂2

∑

i

(
yi − (β̂0 +

∑

j

β̂jXi,j)
)
Xi,p = 0

−n

σ̂
+

1

σ̂3

∑

i

(
yi − (β̂0 +

∑

j

β̂jXi,j)
)2

= 0

:. (/D;

$��� ��� �$� ���$� �� � �� ��� �'$�� ��� �*$��� ( 0 �� * (%(� ("� (β̂0, . . . , β̂p, σ̂)
$�� ��� #$ %��� � � �� ,$�$*��� �� � �$� *$8� ��� �� ��#$� �#�� ���$ % �� E $�� ��� �� ��� �$� �� � ���$� �� �� . (/D (0 �� � ���

p+1
� ����� ���$� �� �� '$� "� * �%� �, %��� "�

σ2 & � �� %� ���
p+1

%���$� ���$� �� ���� ���
p + 1

��8��! �
β
"� ( =�'$��� ���� "�� %���$�& � ��� '$� "� �� %#�� "� %���$� $ %��"�$ (0 �� �� %�� �� � ��

B̂ = (XtX)−1XtY,
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ŷi = β̂0 + x1iβ̂1 + · · ·+ xpiβ̂p.

0 ��
ŷi

"� $�� '$ %%�� � !!�% #$ %��� ( 0 �� ��� �� �$ %� $��
ri = yi − ŷi

= yi − β̂0 + x1iβ̂1 + · · · + xpiβ̂p

$�� $�� ��� �*$��� � � �� � �����
εi ( -��$ %%�& �� � ����� �� ��� %$�� %��� � ���$� �� � . (/D & � ��* (%(� ( σ̂

��  � ���  ��*
0 = −n

σ
+

1

σ3

∑

i

(
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∑

j

βjXi,j)
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σ
+

1

σ3

∑

i

r2
i
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1

n

∑
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i

$��

σ̂ =

(∑
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i

n

) 1
2 :. (/O;
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��423?G3�2 � ��� 	��� � 	��� �� 	�� � � �3
�� ���J �2���H�
��3�312 � 	��� � 	��� � 	��� � 	� ��J �2���H�
��3��5 @2?� 
�� 	��� � 	��� 
� 	�� � � 	�3
�� ���





+>�4 >� 	 G��3H � � ���� � � 	�� � ��� � � 	� � �� � � 	�� �	� � 	� � � �

)3H>�51@ H214�1?� 3??�? � �� 	�� �4 � � �3�?33H �� �?33��F
�5 @2 >� @3 ) 
+�51?3� � � 	���� � 	��5 H23� ) 
H�51?3� � � 	����
� 
H212 >H2 >G � �� 	�� �4 � 14� � � �� � � 
	1@53 � � 	���3
��

&�	 
��� �
������� ���� �� ��	 ������ �� ��	 ����	 ��� 	��	� ��3�� >G>342 H �� &�	�	�� ��	 ��� �� ��	 ����	 ��� 	��� ��	� ��	�� � &�	�� ��
	� ��	 �� ��	 �	�� � �� ���� ����	��	 ��
 	� ��	 �423?G3�2 � J �2���H�
��3�312 � ��� J �2���H�
��3��5 @2?� � &�	 � ���
����
� �� ��� 	��	�

� H2 >F123 � &���	 ��	 ��	 
 �� �	 �!� � ) ��� �� ��	 
��	�
Yi = β0 + β1X1,i + β2X2,i + εi

��	�	
X1

���
X2

��	 ��������� �������	� ��� ��	 �� 	 �� ��� ��" � &�	 
��	� �
���	�
Yi = β0 + εi

��� � 		� �����"�
Yi = β0 + β1 + εi

��� 
 	�� �����"�
Yi = β0 + β2 + εi

��� ������ �����"�
&�	�	���	 ��	 ��
	� 
	��

β0 =
�423?G3�2

=

	�� ������	 ����	�� �� � 		� ��� ��"�

β1 =
J �2��� H�
��3�312

=

	�� ���	�	��	 � 	��		� �		� ��� 
 	�� ��� ��"�

β2 =
J �2��� H�
��3��5 @2?�

=

	�� ���	�	��	 � 	��		�
� 		� ��� ������ ��� ��"�

4��
 ��	 ��3�� >G>342 H ����	 ��	 	���
 ��	� ��	
β̂0 = 156.850

β̂1 = 1.856

β̂2 = −38.085

&�	 �	�� ����
� �� ��	 ����	 �� ��� 	��	� +2� 	
�??�? � �� �������� ��	 #$ !� �� ��		���
 ��	� � �� ���� ���	 � β̂0

��� �� #$ �� ����� ' �� � β̂1

��� �� #$ �� ����� � �� � ��� β̂2
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���� ��� �� #$ �� �� ��� � �� � &�	 �	����� � �
 �� &�	��	
 ��� ���� ������ �
 ��	���� ���"	 ��
��	�

β̂0 ∼
�

(β0, σβ0)

β̂1 ∼
�

(β1, σβ1)

β̂2 ∼
�

(β2, σβ2)

&�	 #$ !� �� ��	 ����	 ��	 	���
 ��	� �� ��	 #$ !� �� ��	 �	����� � �
 �� &�	��	
 �
4�"��	 5 �* ����� ��	 ��'	������ ��������� � &�	 ���	���	������ �� ���� β0

�� ��'	�
��
 	��	�	 ������ �'� � � ��� �� 
 ���� ����� �� �� �� �

β1

�� ��
 	��	�	 ������ � � � ����� 
 ���� ����� �' �� �� � ��� β2

�� ��
 	��	�	 ������ (5� � � ��� �� 
 ���� ����� �' ���� � ���
���	 �� &���	 5 �5 �% �� ���������� � ��	�	 �� �� �����" 	���	��	 ���� �	�� �����"� ���	 � �� ��	��"	 � 
��	 �� �	�	� ������	� ���� 6		� ��� ��"� � ��� ��	�	 �� ?���	�����" 	� ��	��	 ���� ������ ��� ��"� ���	 ������	���� �	�	� �
4 �"��	 5 �* ��� ������	� � ��� ��	 ������ ��" ����� 	� �

F �
 G � ��� 	�� � � 	��� � 
�� 	��� �H �
 G � � 	��� � � 	��� � � 	��� �

�1? � F�?���G �� ��� �

� �
 H3� � F ��� 
��H ��� � F ������H ��� � @34�2J��� �
� @�2 � � � �4 �?F �� �F ��� �H ��� � � 2��3� �@ � �

�@1��3��?3HH>�4 �F5 � � �@1�� �@>�3@>J ��� � � �1�2� �4 � �

� �
 H3� � F ��� 
��H ��� � F ������H ��� � @34�2J��� �
� @�2 � � � �4 �?F �� �F ��� �H ��� � � 2��3� �@ � �

�@1��3��?3HH>�4 ��3@21 ��� � �
�@1�� �@>�3@>J ��� � � �1�2� �4 � �

� �
 H3� � F ��� 
��H ��� � F ������H ��� � @34�2J��� �
� @�2 � � � �4 �?F �� �F ��� �H ��� � � 2��3� �@ � �

�@1��3��?3HH>�4 ��3@21 ��� � �
�@1�� �@>�3@>J ��� � � �1�2� �4 � �

&�	 ��

�� ���� "��	� �� 	���
 ��	 �� σ � &�	 	���
 ��	 �� ��� 	��	� )3H>�51@
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H214�1?� 3??�? � �� ���� ���	 � σ̂ ≈ 23.46 �� #� ��� 
 ��	� ��� ���� ��� 	��� ��	�� ��� ��" � ��	 ������	 ����	��� ���	 ������ �
 ��	� � ���
 �� ������������ � ��� #$����� �5 �� �� � ��
���	 �� 4�"��	 5 �' �� �		 ��	��	� ��	 �5 ��� 
�'	� �	��	 �

��� ���� �� � �� ��*�� �*�� ���� �� $� �L ,%��$���� ���� ��� & ! ��� �' ���� ���� !$�� �� � ��� �� ! ��'� #$��$"%�� $�� �� %$��� �� ! ��'� ���� � #$��$"%�� ( C ��� ��� �� �� $ ���,� ���#$��$"%�
Y

& :�*$� ��� &  �� �L$*,%� & ,� � ��*$�'� �� �'��� %; $ �� ���� !$�� �� 8��! ! ��'����� � #$��$ "%�� $+�'�
Y :�*$� ��� &  �� �L$* ,%� & ,�#� ���& $*���� � �� %�# �� �� � !$�'���� &'�* ,��� � �� ��� ��*� & ,$�� ��$ % ��#� %#*��� & ��' (; �L$* ,%� . (	 �%%��� �$��� ��� ,�� '��� (

������� � �! ��&��$	
&��� 	��
��	 ��	� ���	�� �	"�	����� �� 	�����	 ��	 ) ���� �	� F2 G1?H �#		 4�"��	 5 �� ����	� ��%% 
��	 ������"�� � ��� ��	 "��� �� 
��	����" 
�" �
 ��	� � 	� "����� % �� ��������� �� ��	 ���	� �������	� � � � ����� � �� 	 �121 �F2 G1?H� �� ���� ��	 ���� ����
) ��� J3@� �F2 G1? H� ��� �� 	���������� � � � ) 	������� 	

�&�	 ���� ��� 	������	� ���
 ��	 �*�� ����� &�	�� �# 
�"����	 �
��� ��
����	� ��	� �����
����� ��� �� ��� 	��� �� ����
����	 �	��"� ����	����
 ���	 ��� 5� ����
����	� ��*�5(�� 
��	��% ��

�� �� 	��������� 	�	����	 ���� �� ���� � �� ���	� �	��� �� � 	"�� � ���'��" �� ��	���� � ��������"�� 4�"��	 5 ��� �� � ����� ���� �� ��	 ���� � ����" ���� ��	 �����������������	� �
4 �"��	 5 ��� ��� ������	� �

�1>?H � F2 G1?H ��G �� �� ���� �

��	���� 
�" �� �	���	� �� �	�	��� �� ��	 ���	� �������	� �  	�"�� �� �� ������� �����������	 	��
��	 � &�	 �"��	 ��""	��� ���� ��	 ���	�� 
��	�

�"

= β0 + β1
��

+ ε :. (/	;
�� � "��� ����� �� 
��	����" ��	 ���� � 4 �"��	 5 �����% �� � ���� �� 
�" �� � �	�"�� ������	 ���	� ���	 � &�	 	���
 ��	� �� 	� ��	��� ���� ��� �� � 	 β̂0 ≈ 37.3

���
β̂1 ≈ −5.34 �

&�	 ���	���	������ �� ���� 
�" �	��	��	� � ����� ' �5� ��� 	�	� ���� ������ ��
�� � ���	 
�� �� �� ��� � ������	 � ��	� �� �	 �� �  �	 
 ���	 � �� �	 �� �� ���	��

σ̂ ≡ (
∑

r2

i /(n− p−
1))1/2

� ��
���	 � �� �� �� � � ��� �� �  �	 
 ���	 � �� � ����  �	 �	��
���� � ��
n
�  �	 � � �� �� � �� � �
 ��� �

�  �	 ��
��	 !" �� ��#	 $% � & �	�
n � p

 �	 �	 �� �� �	 � �'	 �	 ��	 �	�		 �  �	 �� 	� �
�	� �
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 �1>?H ,%�� � � �� F2 G1?H �$�$ ( 0� ,� J3@� �F2 G1?H� �� )  �� $ � �L ,%$�$� �� � (
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�	�"�� � ���	 	 ���� ��	� ��� 
 	�� ���� �� �� ��� � ���� ����� �	�"�� �� ��� ������ 
 ��	�"	 
�" � ��� �	��	��	 � ' �5� � �� 
 	��� ���� �� ��� � �	�"�� �� ��� ����
������ �	�� ���� ��� 6 � ��	� �	 	��	�� ��� � �� "	� �� 	���� ' �5� 
 ��	� � 	� "����� �
6�� ��	�	 ��	 ��'	� 
 �� ���	�	��	� � 	��		� � ��� 6 �	���	� �	�"�� � &�	 ' �5��������� ��� ��� �� ����	 ���	�	��	� � �� ��	��"	 � 	 ����� ���� �� 	���� ���	 � 	"�� � �����" 
�" �� � �������� �� ����	� ��	�� ��� ��	 
��	�


�"
= γ0 + γ1

��
+ ε :. (/6;

 	 ��	 γ
!� �� ������"���� ��	 �� 	� ��	��� �� �?������ 5 ��� ���
 ����	 �� �?��(���� 5 ��� � &�	 
 �� �	 �!� ���� ��� �� � 	 γ̂0 ≈ 30.1

���
γ̂1 ≈ −0.069 � 4�"��	 5 �����%���� � ��	 ����	�������" �����	����� ��� ���	� ���	 �  ���� 
��	� �� �	 ��	�	�)�������" �
��" ���	�	�� ������ �	 
��	�� �� � 
 �� �� ��	� �� ����������� �������	 � ���

� ���"	 ���	�����	 ���� ��� � 	 ��"�� �	������� � �� ���� � ��' �	 ���� ���� � �	�������	������� ���	 �� �� ���"	 
��	�� �� �����"� .-) ���+0 / 01,) � ����� ��	 ����� �� �	��������	���� 	���	� X �������	� �� ���	� ����	� � �� 
 ��	�� ��	 ��	?���	 � ��	� �	����������� ������ ���� �� ������� ����	��� � ����	��� �� �	������ ����� ��	 ���	� �� 
��	�����	?��� ��� ��� �� �
����	 
��	�� � 4 �"��	 5 �����% ��� ��% ��	 �	������ ����� ���F�� 	� >2 � �
�" �� � � �% ��� F�� 	� >2� �
�" �� � ��% � &�	�	 ��	 �� ������� ����	����� ���	� ��% � �� ���	� �� % ��	�	 �� � ��""	����� �� ��������	 � 4�� ���	� ����	� � 	��		������ �' ��� �5 � �	������� �	�� �� � 	 ��� ��� ��� ���	� ����	� �	�� ���� ����� �' ��"�	��	� ���� ����� �5 � �	������� �	�� �� � 	 ��"� �&�	 ��
	 ����	�� 
 �"�� ���	 � 		����	� �� ���	� �� % �% ��""	����" ���� 
�" 
 �"�� � 	 � 	��	� �� �� � ������	�� ���������� �� �  	 �� ��� �����	 ���� ��""	����� �����	� �� ��	 
�
 	�� � 
 	�	� �����" ������	�	 
 � � 	 � 
 ���� ��� �� F�� 	� >2� ��� �	 ��	�	���	 ���"��� ��	�	� F�� 	� >2 �������	� ����" �� ���	 ���
 ���	�� ��% ��� ��% �� ��	 ��	���� ���	 �� ��	 �	������� �
�� ��% � ��	 ��� ���
 ����� (� �� �� ��� �� � ����	 �� �� % ��	 ��� ���
 ����� (� ������� �� � &��� �� � ��	 �	������� ���
 F�� 	� >2� �	�� �� � 	 ���"��� ���"	� �� �������	����	 ���� ��	 �	������� ���
 F�� 	� >2 � � ��""	����" ���� �� ��	����� 
�" ���"���� 	��	� ���� ��	� �� � &��� �
 ��	����� ��� �	 ���� �
 	� � "	����" ��	 H5FF1?� ��
���� ��� ��� ��	�'��"

σ̂ � 4��
 F�� 	� >2 �
σ̂ ≈ 3.046

����	 ���
 F�� 	� >2�
σ̂ ≈ 3.863 �

� �	 �� ���
 �� �	 ��� ��	���� 
�" �� � ����� ����� � �� �� ���� #$ !�% ����	 ���
 ���	 ��� ��	���� 
�" ��� �� � ����� �� ��� � �� �� �� � 4�� ���� �	���� ��� � �	 ���"�����	�	� F�� 	� >2 � �� F�� 	� >2� � ��� ����� ��	 � ����� ���� �� ����" � ��� �	�"�� ��� ����	� ��	� �� ��	���� 
�")������	�
F�� 	� >2� �
 @F � F�� � �2 � J� � �121�F2 G1?H �
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• &�	 ���
��� � � � � � �� 
	��� �� � �� � �������� �� ���� � � ��� �� � ����� 	��
��	 ���� 
 	���

�"

= δ0 + δ1

��
1 + δ2

��
2 + ε :. (/N;

� �	������ ���� ���
 
��	� 5 ��* �� ����� �� 4�"��	 5 ��� �	% � &�	 
 �� �	 �!� ��	 δ̂0 ≈
37.2

�
δ̂1 ≈ −3.88

�
δ̂2 ≈ −0.03

� ���
σ̂ ≈ 2.6 � #���	 ��	 �	������ ���� �� �'� ����	� ����	� 5 ��� ��� �	������� ����� �� �
 ��� �� ���	� 5 ��* � ��� ���	� 5 ��� �� 
 ��	�����
 ������ ���� ���	� 5 ��* �	 ���"��� ��	�	� ���	� 5 ��� �

4 �"��	 5 ��� �� � ��� ������	� � ���
� @�2 � F2 G1?H��2 � F2 G1? H�F�� � �@1�� ��3>�J2 � � �@1�� �F�� � �F�� 	� >2 � �
 @F � F�� � �2 � �121�F2 G1?H �1� @>43 � G�3� �F�� 	� >2 �� �

4�"��	 5 ��� � ���	�� �7� ��� �� � �	�	 ������	� � ���
� �143@ G
� @�2 � � >223� �F�� 	� >2 �� � ?3H>� �F�� 	� >2 �� � F1>4� � �G�� �

�@1�� �� >223� 	1@53H �?�F � >2 �� � �@1�� �?3H>� � �
� �143@ �
� @�2 � � >223� �F�� 	� >2�� � ?3H>� �F�� 	� >2�� �

�@1�� �� >223� 	1@53H �?�F � >2� � � �@1�� �?3H>� � �F1>4� � �� �� �

�� �L$*,%� . (	 !� � � � ���� *��� %�  �� * ,� & ��,�$��� �� �� ! �� � ��� �� ���� ��$ % ���$� �� ���*"� �� (
* ,�

= β0 + β1
!�
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 	�� �� ���	�� ��	 	�	����� 	��	�� ��
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2
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����	 	����	� � 	����"���� ����� ��'	 �� '��� ��	��	����� !� ��	 ��� �� ��	�� ����	��	� ���	 � �� ��	��	� ��		� � ��� �	��� 
������ ��� ������ ���"	� �"	� � ��� ���� �� �
 ���	� ���	� � #	����� 
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��	 ��'	� �� ���	 ���	 ���	� �
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���"� � �� ������ �� � �*�� ��	 �	
�	�����	 �� ������ ��
 	 ��� �� ���� ���� ��	 � (
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	 ������	 ��� ����	� �� �	�� ��	 � ����� � ����� ��" ��� 	������ "�� �� ��
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�� �� �	�	�
 ��	 ��	 ����	 �
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$�$ $� - �� 	�� . (/. ! �� � ��*� '	�#�� $

�
 $''��
 ��� ��
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 ,��"$" �%��� �  �	''��� θi = E[Yi | xi] ( ��� ��

φi ≡ log
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θi

1 − θi

)
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φi �� '$ %%�
 ��� '�� �! � 
θi ( 0 �� ��#� ��� � �$�� ��*$� �� � ��

θi =
eφi

1 + eφi
.

0 �� %�� ��� �' ��� ���� �� � *�
� % ��
φi = β0 + β1xi.
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 ��$� � �� ,$�� �'	 %$ � x
"� $�
 β

"� �� 	 '���� 
� ��� � �� %
 $ # �� 	$ %%�,%�$� ��� ���	 %� ( K� ��$,� $ %% �� 	� θ
"� $ �� ��� ' %��� �� E �� �� � ' %��� �� /( ��

��$� '$�� & �� "$'8 $�
 '����� 
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 ������ ����� 
��� �� ��� � ���� �� � $ �/ 
 ���	���� ��� 		���� �
��
 � �!�� � 	�� � � 
�� ��� �� � ���� X �� � �� �� ��	�	� ���
� !� ������ � �� � �
	 FX � " ����� / �� �� ���� # � �����
� ��� fX(x) = d

db
FX(b)

∣
∣
b=x

��
 ��� ��	��� ���� �� ��� 
�� �� ��� �
	 �� fX(x) ≡ F ′
X(x) =

d
db

FX(b)
∣
∣
b=x

� $� 	��� % � ��� 
�� ��� �� � �� � ���� �� �� � ���� ���� �!� � " �� &�� ����� ��� �	 �
	 "�
�� � ��� � �� ������ ����� �	 � ��� A �� � �!� � �� � �� ����� �� � �	 � �� �
	 � $�� �%

P[X ∈ A] =

∫

A

fX(x) dx

'	� �	 f ∗ �� � 		��� �� � ���� 
 �( � �� 	 �� fX �� � � �� �� 	������  ��� �� ���� � ��� % 	�� ���
��� A % ∫

A
f ∗ =

∫

A
fX % �� �� ��	 �
 ) 	�� �� �� �� ��!� 
�� ��


P[X ∈ A] =

∫

A

f ∗(x) dx

" �� �� � �� ��� ���� ��  ��� 		��� �� �� ��! ��� ��� �� � ����� �� �� �� fX ��
 f ∗ � " ����		��� �� �� 
 �(� � 	 �� ���� ���� � � � (���� �	  ���	�� %� ��) % �� � ��� ���� ���� �
 � 	� �����
�	� 
�� ��
 �� ��� &� � �  ���	�� ������� *�� � 	� �	������ �� ��� ����& �	 ���� �	  ���	��%� �� �� ���� �� ��� �� ��� ��  ��� �� 	������  ��� �� ���� � $� �(��� % � �� �
	 �	 X ��� ��
� �� �� ������ ������
 � � ���� � 	  ���	�� %� �� � $� 
� �� ���  ���� � � ���� �	 � ��  ���
��	�!� �� �� 		��� �� �� �� 	�� �� � �� ������ ����� 
��� ��� �	 X � " �	� % �� 
�� ��
+,- ��& �.� � /0 / # �� 		��� �� � f �	�� ���� % 	�� � �� ���� �!� �� A %

P[X ∈ A] =

∫

A

f(x) dx
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 � � ���&� �'�!	 %��� �!	 ��� !��� % �� � %�% 	�� ��� ���
� !� ������ X � # �� �	��		��� �� �  �� �� 
�����
 fX �
��� ��� �� � $ �/ ��� �� 	��
 �� �� � ��� ����� ���� 	 �	 " ����� / �/ � � ���� /� � " ��

���� �� � ���� �� � �� ���� 	 �� ) 	�� � ������	�		!� ������ �� �� ����� �� �% ���� ��� ���� " ���	
�� / �/ �� % �� ���� ��� % ) 	�� � ������ �	 !� ������� � *�� ���!� ������ �� ������� ��� ������ 
��	��� �����! ��� �� �
����� ��� �� ! X

� � & �&�%�� 
&��&� '� � �!� � %�
pX

� ��! g
� � & %������ !�&� '��

� ��� !��� � �� 
��!�� '� ��� !��� &�% %����
Z = g(X)

� ���� !�� � %� ��
Z

��

pZ(t) = pX(g−1(t))

∣
∣
∣
∣

d g−1(t)

d t

∣
∣
∣
∣

� ��� �� *�� ��� ��� A % P[Z ∈ g(A)] = P[X ∈ A] =
∫

A
pX(x) dx � ��� z = g(x) ��


������ !� ������� �� ��� ����� �� � �� ���

P[Z ∈ g(A)] =

∫

g(A)

pX(g−1(z))

∣
∣
∣
∣

dx

dz

∣
∣
∣
∣
dz

$�� �% P[Z ∈ g(A)] =
∫

g(A)
�� ������ dz � " �� ��	��� �� ������  	�� �� pZ(z) � �� ��� %

pZ(z) = pX(g−1(z))|dx/dz| �
� �� ����� ��	
� ��

$� �� �	��� 	��		 �% �!� � ������ �� �% �� �� �& ��� 	� ��!� �� � ���
� !� ������� � � 	 ������ 	� ���� � ��!� ����  ��� ��� ���� ���� 	� �� 	� ��� ��� � ��� ������ � �� � ���� �� � / �1 � � ) � ��� %
 � �� ��� �% ��
 �� �
 �� �� �� � ������ ���� ��� � ���� �� � $ �� ��! ��� � � �� ��� ��� ��
 ���� � 	� ���
������ ����� � ��� �� 	��  	 �� ���� ���
� !� ������� ���� X1 % � � � % Xn �� � ��� � 	 n ���
� !� ������� � " �� n	
 � ��� �� �� � !���� � ~X =
(X1, . . . , Xn) �� �� ���
 �  	 �� �!� ����� ���
� !������� �� �&�%�� 
� !��� # � �� ��� ���

�� ��� % ~X ��� � �
	 �� � 	 % � �
	 % �� �� �����
 !� �	� % ��
 � ��!� ������  �� ��� % � ��
��� ���� 	� �� 	��!� ����� ���
� !�������� �
� �� �� ���� #� #�� � � ��� �� ��"����
� ��� X1 % � � � % Xn ��� �� �� ��	� 	� ���� ~X ��� � �
	 % � ����� �

p ~X(x1, . . . , xn).
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� � �� ��� 	��!� ����� ���� % � �� �
	 �� ��� 		��� �� � � ���� ����� �� � � �� �
� ������ ���� ��� � " ���
�� % �	 A �� � ��� �� � �� Rn � ���

P[ ~X ∈ A] =

∫

· · ·
∫

A

p ~X(x1, · · · , xn) dx1 . . . dxn

*�� ��� ��� % ��� X1 ∼ �� �(1) � X2 ∼ �� �(1/2) � X1 ⊥ X2 � ��
 ~X = (X1, X2) ��

�	����� �� ���� �� � �
 P[|X1 − X2| ≤ 1] � � 	� ���� 	�� �� �! ��� ���� ������ �� �� � �

��� ) � ��� 
��� ��� p ~X % � �� � ����� ���� p ~X �!� � � �� ��� �� � A � �� �� |X1 −X2| ≤ 1 � '���	��
X1 ⊥ X2 % � �� ) � ��� 
��� ��� ��

p ~X(x1, x2) = pX1(x1)pX2(x2) = e−x1 × 1

2
e−x2/2

"� � �
 ��� ��� �� � A �!� � � ���� �� ����� ���� % �� �� ��� �� ���� ��� X1	X2 ����� � ��& ���
��� ���� �� ��	� �� �� ��� �� ��� �

P[|X1 − X2| ≤ 1] =

∫∫

A

p ~X(x1, x2) dx1 dx2

=
1

2

∫ 1

0

∫ x1+1

0

e−x1e−x2/2 dx2 dx1 +
1

2

∫ ∞

1

∫ x1+1

x1−1

e−x1e−x2/2 dx2 dx1

≈ 0.47 �� �/�
" �� ���
� !� ������� (X1, . . . , Xn) ��� �� �
 �� �� � 	
	� �� ����� ����� 
 �� � � �� 
������ ����� 
 �	

p ~X(x1, . . . , xn) = pX1(x1) × · · · × pXn(xn)
	�� � �� !������ (x1, . . . , xn) �

�	�	� � ��
��� �
���� � ����� �� ��� ��� ��
��� �
���� � $�� �% �	 (X1, . . . , Xn) � ��  		
� 	� ��� ��
����
��� % � �� � ��� �� �� (Xi, Xj) � �� � ��� ��
����
��� � " �� ���� 	 �� ��	� ��
�� ��� �� ��� � $� �� �	��� 	� �	� � �	� ���� �� ��� ��� ��
����
���� 
� �� ��� � ��� ) � ��� ��	
��� �
���� � *�� �� ��� ��� % �� �� �
� � � �� 
 ��� ���� �����	
 � ��� �� �� � 
 ��� ���	� �� � � �
~X = (X1, X2, X3) � �� �

P[(X1, X2, X3) = (0, 0, 0)]

= P[(X1, X2, X3) = (1, 0, 1)]

= P[(X1, X2, X3) = (0, 1, 1)]

= P[(X1, X2, X3) = (1, 1, 0)] = 1/4

�� ���

$� �� ��� ��� !� ����
 ���� X1 ⊥ X2 % X1 ⊥ X3 % ��
 X2 ⊥ X3 �	� ���� X1 % X2 % ��
 X3 � ��
���  	�	� ��� ��
����
��� � ��� ��� �� ��� � �
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� !�����% ��� �� �����
 !� �	� �� � ��� � !���� ��

E[ ~X] ≡ (E[X1], . . . , E[Xn])

� ��� ~X ≡ (X1, . . . , Xn) �� � ���
� !�����% ������
 �	 � !� ������ �� ��� � �� ��� ������� 
��� � " �� ij �� � � �� �� � 	 � �� ��!� ������  �� ��� �� Cov(Xi, Xj) � " �� ����� �� � ��

Cov( ~X) ≡ Σ ~X =
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� �� �� σij = Cov(Xi, Xj) ��
 σ2
i = Var(Xi) � �� �� � �� σ2

i �� � ��� 
�����
 σii �
� �� �� ��
�� ��
� �  ��
��� �	�����
���� �� � � �� �. �� �� �
� �� 		��� �� �� �	 ���
� !������ � $	 g �� �� ��� �� �� �� 		��� �� � ����
 ��� ~X �� R � �� �

E[g( ~X)] =

∫

· · ·
∫

g(x1, . . . , xn)p ~X(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn

�	� �� �� �� �
 �� ���  	�� �� ���� �� � ��� 	� ��� !������� �	 g( ~X) � � ��� g �� � ������		��� �� � �� ��� �� 	� �� �� �% �	� � ��� �� ���
 � ��  � �
�,���  /0 / !�
 X1

��� X2
� � ������ ��� ��� ��" ��� Y = X1 + X2

� ����
# �

E[Y ] = E[X1] + E[X2]

� �
Var(Y ) = Var(X1) + Var(X2) + 2 Cov(X1, X2)

� ��� $� %&	' �( &�& )� *(& �
+,� �& ��- .&� � � *' / �*-&�) �, � *-�' *, -( ,	 )�-., !&�',)( �

01,. 2,�  /3 / !� 
 ~a = (a1, . . . , an)
� � �� n4��� ��" ���� � ���
�� ��� ��5�� Y = ~at ~X =

∑
aiXi

� ���� �
# �

E[Y ] = E[
∑

aiXi] =
∑

aiE[Xi]
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Var(Y ) =
∑

a2
i Var(Xi) + 2

∑n−1
i=1

∑n
j=i+1 aiaj Cov(Xi, Xj) = ~atΣ ~X~a

� ��� $� �(& %&  � � �/ �-. " /&,)& ( / �. ��� � .�� �-. / �� ��� � ��� � �&& ��& )� *(& # �
" /& -&� ' ('&� *( ', �, -( *.& ) (&!& )� � �*-&� ) �, � *-�' *, -( ( * � �'�-&,�( ��� *,) (, &

k ≤ n % �-. �,) &��/ i = 1, . . . , k % �&'

Yi = ai1X1 + · · ·ainXn =
∑

j

aijXj = ~at
i
~X

� /& )& '/&
aij �( � )& � )� *' )� )� �, -('�-'( �-. ~ai = (ai1, . . . , ain) � %&' ~Y = (Y1, . . . , Yk) � $-

 �' )*� -,'�' *, - %
~Y = A ~X

� /& )&
A *( ' /& k × n  �' )*� , � & �& &-'( aij � 	,!� )*�-�&( ,� ' /& Yi �( � )& � *!&- ��

Cov(Yi, Yj) = Cov(~at
i
~X,~at

j
~X)

=
n∑

k=1

n∑

`=1

Cov(aikXk, aj`Xj)

=
n∑

k=1

aikajkσ
2
k +

n−1∑

k=1

n∑

`=k+1

(aikaj` + ajkai`)σk`

= ~at
iΣ ~X~aj
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01,. 2,�  /
 / !�
 ~X

� � � ������ ��� 
�� � $ ��� ��" ��� n
� �
� � ���

E[ ~X] = µ
���

�� ��� ����� � � 
� �� Cov( ~X) = Σ� �� 
 A
� � �

k × n �� 
��� � $ ��� k � ��� �� 
 ~Y = A ~X
�

����
# �

E[~Y ] = Aµ
� ���

� �
Cov(~Y ) = AΣA′

* *-� ���% �& '�&& �� ' /& ��&(' *, - ,�  � �' *!� )*�'& ' )�-(�,) �' *, -( % &� '& -. *-� ' /& �-*	!� )*�'& !& )( *, - % " /&,)& / �/ ��� � /�� � %&' ~X = (X1, . . . , Xn) �& �- n	. * &-( *, -� �
�,-' *-�,�( )�-., !&�', ) � *' / �.� f ~X � �&� -& � -&� n	. * &-( *, -� � )�-., !&�',)
~Y = (Y1, . . . , Yn) = (g1( ~X), . . . , gn( ~X)) � /& )& '/&

gi �( � )& . *( & )&-' *���& ��-�' *, -( �-.� /& )& '/& '/& ' )�-(�,) �' *, - g : ~X 7→ ~Y *( *-!& )' *��& � � /�' *( f~Y % ' /& �.� ,� ~Y �
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J �& '/& (,	�� ��&. ����� ���  �' )*� ,� ��)' *� � .& )*!�' *!&( �

J =








∂Y1

∂X1
· · · ∂Y1

∂Xn
∂Y2

∂X1
· · · ∂Y2

∂Xn��� ��� ���
∂Yn

∂X1
· · · ∂Yn

∂Xn








�-. |J | �& '/& ��(, ��'& !� ��& , � ' /& .&'& ) *-�-' ,� J �
01,. 2,�  / /

f~Y (~y) = f ~X(g−1(y))|J |−1

� ��� $� " /& �), , � �, ��,� ( ' /& � �'& )-�'& �),, � ,� " /&,)& / �/ , - ���& �1� � *,) �-� (&'
A % P[~Y ∈ g(A)] = P[ ~X ∈ A] =

∫
· ··
∫

A
p ~X(~x) dx1 · · · dxn � %&'

~y = g(~x) �-. �/�-�&!� )*���&( *- '/& *-'&� )� � ', �&'

P[~Y ∈ g(A)] =

∫

· · ·
∫

g(A)

p ~X(g−1(~y)) |J |−1 dy1 · · · dyn

$�& �% P[~Y ∈ g(A)] =
∫
· · ·
∫

g(A)
(, &'/*-� dy1 · · · dyn � " /& )&�,)& (, &'/*-�  �(' �&

p~Y (~y) � �& -�& % p~Y (~y) = p ~X(g−1(~y))|J |−1 �
", *���(' )�'& '/& �(& , � " /&,)& � �� �& (, �!& ��� *- �- &�� ��& �)&! *,�( �� � *!&- , -

���& �1# % � /*�/ �& )&('�'& /& )& � %&'
X1 ∼ �� �(1) � X2 ∼ �� �(2) � X1 ⊥ X2 � �-.

~X = (X1, X2) �-. (���,(& �& ��-' ', � -. P[|X1 − X2| ≤ 1] � � & (, �!&. '/*( �),��& 
�)&! *,�( �� �� � -. *-� ' /& ) , *-' .&-( *'� ,� ~X = (X1, X2) % ' /& - *-'&� )�' *-� ,!& ) ' /& )&� *, -� /& )& |X1−X2| ≤ 1 � � � ) (' )�'&�� ' /*( ' * & *( ', .&� -& -&� !� )*���&( Y1 = X1−X2 �-.
Y2 % � /*�/ *( &((&-' *� ��� � )� *' )� )�% � -. '/& ) , *-' .&-( *'� ,� ~Y = (Y1, Y2) % ' /& - *-'&� )�'&,!& ) ' /& )&� *, - � /& )& |Y1| ≤ 1 � � & .&� -& Y1 = X1 − X2 �&���(& '/�' �( ' /& !� )*���&�& �)& *-'& )&('&. *- � � & -&&. � Y2 �&���(& " /&,)& � �� *( �,) �� �� )�-& ' )�-(�,) �' *, -(
� ), Rn ',

Rn � " /& �)&� *(& .&� -*' *, - ,� Y2 *( �-* �,)'�-' % �( �, -� �( ' /& ' )�-(�,) �' *, -
� ), ~X

', ~Y *( . *( & )&-' *���& �-. *-!& )' *��& � *,) �, -!& -*& -�& % �& .&� -& Y2 = X2 � � *' /'/&(& .&� -*' *, -( %
J =

( ∂Y1

∂X1

∂Y1

∂X2
∂Y2

∂X1

∂Y2

∂X2

)

=

(
1 −1
0 1

)

|J | = 1

X1 = Y1 + Y2



� �� � ������ ������� ���

�-.
X2 = Y2

*), ' /& (, ��' *, - , - ���& �1# �& &-,� p ~X(x1, x2) = e−x1 × 1
2
e−x2/2 % (, p~Y (y1, y2) =

e−(y1+y2) × 1
2
e−y2/2 = 1

2
e−y1e−3y2/2 � * *� � )& � �/ (/,� ( ' /& )&� *, - ,!& ) � /*�/ ', *-'&� )�'& �

P[|X1 − X2| ≤ 1] = P[|Y1| ≤ 1] =

∫∫

A

p~Y (y1, y2) dy1 dy2

=
1

2

∫ 0

−1

e−y1

∫ ∞

−y1

e−3y2/2 dy2 dy1 +
1

2

∫ 1

0

e−y1

∫ ∞

0

e−3y2/2 dy2 dy1

=
1

3

∫ 0

−1

e−y1
[
−e−3y2/2

]∞
−y1

dy1 +
1

3

∫ 1

0

e−y1
[
−e−3y2/2

]∞
0

dy1

=
1

3

∫ 0

−1

ey1/2 dy1 +
1

3

∫ 1

0

e−y1 dy1

=
2

3
ey1/2

∣
∣
0

−1
− 1

3
e−y1

∣
∣1

0

=
2

3

[
1 − e−1/2

]
+

1

3

[
1 − e−1

]

≈ 0.47 �� �.�

X1

X2

Y1

Y2

* *�� )& � �/ � " /& (X1, X2) ���-& �-. '/&
(Y1, Y2) ���-& � " /& �*�/' � )�� )&� *, -( �)& � /& )&

~X �-. ~Y �*!& � " /& .�)& � )�� )&� *, -( � )& � /& )& |X1 − X2| ≤ 1 �
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 ��  �%�
� �

" /& �, *-' , � ' /& &�� ��& % , � �,� )(& % *( ' /&  &'/,. % -,' '/& �-(�& )� *�-�' *, -( ,�)�-., !� )*���&( �-. )�-., !&�',)( � )& �,  , - *- ('�' *(' *�( �-. �),��� *�*'�� " /& )&
� )&  �-�  &'/,.( ', .&� � � *' / '/& � " /&  &'/, . ,� ' )�-(�,) *-� ' /& �.� *( , -& '/�'
*( ,�'& - �(&�� ��
/ 01 2345363 78 97: � 968 59�;8 9< 76
� & �(�� ��� .&(� )*�& � )�-., !� )*���& Y

' /),��/ pY = *'( � � *� Y *( . *(� )&'& ,) *'( �.�
*� Y *( �, -' *-�,�( � '�' ' /& )& � )& �' �&�(' '�, � �'& )-�' *!&( � * *)(' % �-� )�-., !�)*���& Y
��- �& .&(� )*�&. �� *'( �	� 	�� 
��� ��" 
� ��	
��� $	�� 
��� % ,) �.� % FY

� /*�/ *( .&� -&. ��
FY (c) ≡ P[Y ≤ c] =

{∑c
y=−∞ P[Y = y] *� Y *( . *(� )&'&

∫ c

−∞ p(y) dy *� Y *( �, -' *-�,�(. �� ���



� �� � �������� ���� � �� �� �� ������ ���
����' *, - � �� .&� -&( '/& �.� *- '& ) ( ,� ' /& � � ,) �.� � $' *( � �(, �,(( *��& ', �, '/&

,'/& ) ���� $� Y *( �,-' *-�,�( % ' /& - �,) �-� -� �& ) b ∈ R

P(Y ≤ b) = F (b) =

∫ b

−∞
p(y) dy

� /*�/ (/,� ( �� ' /& *�-.� &-'� � " /&,)& ,� 	� ��� ��( ' /�' p(y) = F ′(y) � � - '/& ,'/& )
/�-. % *� Y *( . *(� )&'& % " /&- P[Y = y] = P[Y ≤ y]−P[Y < y] = FY (y)−FY (y−) � �� &
�(& '/& -,'�' *, - FY (y−)

',  &�- '/& �* *' ,� FY (z) �( z ���),��/&( y � ), �& �,� � $' *(
� �(, � )*''& - limε↑0 FY (y − ε)� � " /�( ' /& )&!& )(& ,� ����' *, - � �� *(

pY (y) =

{

FY (y) − FY (y−) *� Y *( . *(� )&'&
F ′

Y (y) *� Y *( �,-' *-�,�( �� �1 �

����' *, - � �1 *( �,))&�' &� �&�' *- , -& ��(& � /*�/ (& �., �)*(&( *- �)��' *�& � $' *( �,(( *��&'/�' FY (y) *( � �, -' *-�,�( ��' -, -. *( & )& -' *���& ��-�' *, - % *- � /*�/ ��(& Y *( � �, -' *-�,�()�-., !� )*���& % ��' Y .,&( -,' /�!& � .&-( *'�� $- '/*( ��(& '/& )& *( � �.� FY
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" /& ,'/& ) � �'& )-�' *!& )&�)&(& -'�' *, - �,) Y *( *'( � �� �� 
 � ����� 
��� $	�� 
��� ,) �� $
MY � " /&  , & -' �& -& )�' *-� ��-�' *, - *( .&� -&. �(

MY (t) = E[etY ] =

{∑

y etypY (y) *� Y *( . *(� )&'&
∫

etypY (y) *� Y *( �, -' *-�,�( �� ���
MY *( � �(, &-,� - �( ' /& !�� ���� 
���" $��� ,� pY �'&���(& �& .&� -& '/&  �� �( � (� ,) *-'&� )� � ' /& )& *( ' /& ��&(' *, - ,� � /&'/& ) '/&
(� ,) *-'&� )� � *( � -*'& �-. /&-�& � /&'/& ) '/&  �� *( �& �� .&� -&. � $- ����' *, - � �� % ' /&
 �� *( � ����( .&� -&. �' t = 0 � ��&& ��& )� *(& �� �� '�' &!& - *� MY (t) *( -,' �& �� .&� -&.
�' /& *-'&� )� � ,) (� *( -,' ��(, ��'& �� �, -!& )�& -'� �,) ��)�& t % � /�'  �''& )( �,) ('�' *(' *�� �
�)��' *�& *( � /&'/& )

MY (t) *( �& �� .&� -&. *- � -& *�/�,)/,, . ,� � % *�& � � /&'/& ) '/& )& &� *('(
� δ > 0 (��/ '/�' MY (t)

&� *('( �,) t ∈ (−δ, δ) � " /&  , & -' �& -& )�' *-� ��-�' *, - �&'(
*'( -� & � ), ' /& �, ��,� *-� ' /&,)& �
01,. 2,�  /� / �$ Y

��" �� $ MY
��5��� �� � ���� ������� � � $ �� 
���

E[Y n] = M
(n)
Y (0) ≡ dn

dtn
MY (t)

∣
∣
∣
0� ��� $� � & �),! *.& '/& �), , � �,) '/& ��(& n = 1 � " /& �),, � �,) �� )�& ) !� ��&( ,� n *(

( * *��) �
d

dt
MY (t)

∣
∣
∣
0

=
d

dt

∫

etypY (y) dy
∣
∣
∣
0

=

∫
d

dt
ety
∣
∣
∣
0
pY (y) dy

=

∫

yety
∣
∣
∣
0
pY (y) dy

=

∫

ypY (y) dy

= E[Y ]

" /& (&�, -. �*-& , � ' /& �),, � /�( ' /& �,) 
d

dt

∫

f(t, y) dy =

∫
d

dt
f(t, y) dy,

�- &��� �*'� � /*�/ *( -,' -&�&((� )*�� ' )�& � $' *( ' )�& �,) �-*�&� ��-�' *, -( f � ��' &('���*(/*-�&���' �� � /�' �-*�&�  &�-( )&�� *)&(  &�(� )& ' /&,)� �-. *( �&�, -. '/& (�,�& ,� ' /*( �,,& �� & � *�� �, -' *-�& ', �(& '/& &��� �*'� � *' /,�' ' /,),��/ ) �(' *� ��' *, - �
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� -& �,� �. % *� , -& � *(/&. % �� ��� ��'& �-. ��,' MY (t) % ' /,��/ '/& )& *( �(�� ��� �*'' �& �, *-'
*- ., *-� (, � " /&  � *- �� )�,(& ,�  , & -' �& -& )�' *-� ��-�' *, -( *( *- �),! *-� ' /&, )& (
�-. -,' % �( ' /& *) -� &  *�/' (���&(' % *- .& )*! *-�  , &-'( � � -.  �� �( � )& �(&�� � *-
�),! *-� ' /&,)& (  ,(' �� �&���(& ,� ' /& �, ��,� *-� '�, )&(� �'( �01,. 2,�  /� / !�
 X

��� Y
� � 
�� ������ ��� ��� ��" � �
� � �� �� 
 � ����� 
��� $	�� 
���"��""	� �� 
� �� �" 
� MX

��� MY
� �$ MX(t) = MY (t) $�� � ��

t �� "�� � ���� �������� � $
�� 
��� FX = FY � ��� �� X ��� Y

�� �� 
�� "�� � ��" 
� ��	
��� �01,. 2,�  /� / !�
 Y1, . . .
� � � "��	���� � $ ������ ��� ��� ��" � �
� � �� �� 
 � ����� 
���

$	�� 
���" ��""	� �� 
� �� �" 
� MY1 , . . .
� ��5�� M(t) = limn→∞ MYn(t)

� �$ 
�� ��� �
 �� �" 
"
$�� ���

t �� � ���� �������� � $ �� ��� �$ M(t) �" � � �� �� 
 � ����� 
��� $	�� 
��� � 
��� 
����
�" � 	���	� �� $ F "	�� 
�� 


# �
F (y) = lim

n→∞
FYn(y)

$�� ���
y
����� F �" ��� 
��	�	" ���

� �
M �" 
�� �� $ � $ F

�
" /&,)& ( � �� �-. � �� �,'/ �((� & '/�' ' /& -&�&((� )�  �� �( &� *(' � $' *( *-�, -!& -*& -''/�' -,' � �� . *(' )*��' *, -( /�!&  �� �( � � -& ��- �!, *. '/& �),��& �� �( *-� ������
���" 
��

$	�� 
���" �� �(, &-,� - �( *,� )*& ) ' )�-(�,) (� *-('&�. ,�  , & -' �& -& )�' *-� ��-�' *, -( �
" /& �/� )��'& )*(' *� ��-�' *, - *( .&� -&. �(

CY (t) = E[eitY ]

� /& )&
i =

√
−1 � � �� . *(' )*��' *, -( /�!& �/� )��'& )*(' *� ��-�' *, -( % �-. '/& �/� )��'& )*(' *�

��-�' *, - �, ��&'& �� �/� )��'& )*�&( '/& . *(' )*��' *, - % (, �/� )��'& )*(' *� ��-�' *, -( � )& *.&� � �,),� ) �� )�,(& � �,�&!& )% .&� �*-� � *' / �, ��&� -� �& )( �)&(&-'( *'( ,� - *-�, -!&-*& -�&( �� & (/� �� -,' �� )(�& '/*( ',� *� �� )' /& ) � � ),, �( ,� " /&,)& ( � �� �-. � �� �-. ( * *�� ) )&(� �'(
�,) �/� )��'& )*(' *� ��-�' *, -( �)& , *''&. ��'  �� �& �,�-. *-  ,)& �.!�-�&. �,, &( �

"�,  ,)& �(&�� � )&(� �'( � )& ' /&,)& ( � �# �-. � �� �01,. 2,�  /� / !�
 X
� � � ������ ������ ��� a, b

� � ���" 
�� 
" � ��� ��5�� Y = aX + b
�

���� MY (t) = ebtMX(at)
�

� ��� $�
MY (t) = E

[
e(aX+b)t

]

= ebt
E
[
eatX

]

= ebtMX(at)
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 X

��� Y
� � ����� ����� 
 ������ ������ ��" � ��5�� Z = X + Y

�
����

MZ(t) = MX(t)MY (t)

� ��� $�
MZ(t) = E

[
e(X+Y )t

]
= E[eXteY t] = E[eXt]E[eY t] = MX(t)MY (t)

�. 2. ���2�  /0� / !� 
 Y1, . . . , Yn
� � � ������
��� � $ ����� � ������ ������ ��" ���� � �
� �� $

MY
� ��5�� X = Y1 + · · · + Yn

� ����
MX(t) = [MY (t)]n
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,� � *�� /�!& ',

�/,,(& (, & !� ��&( , � x1 % (, & !� ��&( ,� x2 % �-. '/&- &!� ���'& p ~X(x1, x2),- � �� �� *)( (x1, x2) �-. (�!& '/& !� ��&( *- �  �' )*� � * *-� ���% ��(( ' /& !� ��&(', '/& ���� ��� ��-�' *, - � 	/,,(& !� ��&( ,� x1 �-. x2
' /�' /& �� �,� ! *(�� �*�&

p ~X � 
,�  �� /�!& ', �/,,(& !� ��&( �� ' )*� � �-. & )),) �
��� � )�� � . *�� )� ' /�' *���(' )�'&( /,� ', � -. '/& )&� *, - A �-. '/& �* *'( ,�

*-'&� )�' *, - *- ����' *, - � �� �
��� ������ ' /&  *(( *-� ('&�( *- ����' *, - � �� � ��&& (� )& �,� �-.& )('�-. '/& �& )*�� ' /& �-(�& )�
�.� �(& � ', !& )*�� ' /& �-(�& ) ', ����' *, - � �� �� ( * � ��' *, - �

� � 	&�& ) ', ��� ��& � �� , - ���& �� , - ' )&& (&&. �*-�( � /& )&
N *( ' /& -� �& ) ,� +&�

(&&. �*-�( ' /�' & & )�& *- � � *!& - �&� ) �-. X *( ' /& -� �& ) ' /�' (� )! *!& ', '/& -&� '�&� )� * *-. P[X ≥ 1] �
� � (X1, X2)

/�!& � ) , *-' . *(' )*��' *, - '/�' *( �-*�,) , - '/& �-*' � *)� �& � * *-. p(X1,X2) �
� � " /& )�-., !&�',) (X, Y )

/�( �.� p(X,Y )(x, y) ∝ ky �,) (, & k > 0 �-. (x, y) *-' /& ' )*�-�� �� ) )&� *, - �,�-.&. �� ' /& �, *-'( (0, 0) % (−1, 1) % �-. (1, 1) �
��� * *-. k �



� �� � �� ��� ���� ���

��� * *-. P[Y ≤ 1/2] �
��� * *-. P[X ≤ 0] �
�.� * *-. P[|X − Y | ≤ 1/2] �

1 � � ),!& '/& �((& )' *, - , - ���& �1# ' /�'  �'�� � *-.&�&-.&-�& * ��*&( �� *)� *(& *-.&	
�& -.&-�& �
��� '&� *- � *' / '/& ��(& ,� ' /)&& )�-., !� )*���&( ~X = (X1, X2, X3) � � ),!& '/�'

*� X1, X2, X3 � )&  �'�� ��� *-.&�& -.&-' % ' /&- �-� '�, ,� ' /& �)& *-.&�&-	
.&-' �

��� �&-& )� �*�& ', '/& ��(& ~X = (X1, . . . , Xn) �
� � 	&�& ) ', ����' *, - � �� , - ���& �1# � & )*�� ' /�' X1 ⊥ X2 % X1 ⊥ X3 % �-. X2 ⊥ X3

��' ' /�' X1 % X2 % �-. X3 �)& -,'  �'�� ��� *-.&�&-.&-' �
� � � ),!& %&  � � ��
# � * *�� *- ' /& �), , � , � " /&,)& � �� , - ���& �1� �
� � X �-. Y � )& �-*�,) �� . *(' )*��'&. *- '/& )&�'�-� �& � /,(& �,)-& )( �)& (1, 0) % (0, 1) %

(−1, 0) % �-. (0,−1) �
��� *� * *-. p(x, y) �

**� � )&
X �-. Y *-.&�& -.&-'�

***� * *-. '/&  � )� *-� � .&-( *' *&( p(x) �-. p(y) �
*! � * *-. '/& �, -. *' *, -� � .&-( *' *&( p(x | y) �-. p(y | x) �! � * *-. E[X] % E[X | Y = .5] % �-. E[X | Y = −.5] �

��� %&'
U = X + Y �-. V = X − Y �

*� * *-. '/& )&� *, - � /& )&
U �-. V �*!& �

**� * *-. '/& ) , *-' .&-( *'� p(u, v) �
***� � )&

U �-. V *-.&�&-.&-'�
*! � * *-. '/&  � )� *-� � .&-( *' *&( p(u) �-. p(v) �! � * *-. '/& �, -. *' *, -� � .&-( *' *&( p(u | v) �-. p(v | u) �! *� * *-. E[U ] % E[U | V = .5] % �-. E[U | V = −.5] �

�� � %&' '/& )�-., !&�',) (U, V ) �& . *(' )*��'&. �-*�,) �� , - '/& �-*' (��� )& � %&'
X = UV �-. Y = U/V �
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��� � )�� ' /& )&� *, - , � ' /& X�Y ���-& � /& )& '/& )�-., !&�',) (X, Y ) �*!&( �
��� * *-. '/& ) , *-' .&-( *'� ,� (X, Y ) �
��� * *-. '/&  �)� *-� � .&-( *'� ,� X �
�.� * *-. '/&  �)� *-� � .&-( *'� ,� Y �
�&� * *-. P[Y > 1] �
�� � * *-. P[X > 1] �
��� * *-. P[Y > 1/2] �
�/� * *-. P[X > 1/2] �
�*� * *-. P[XY > 1] �
�) � * *-. P[XY > 1/2] �

�� � ��(' �& �,� ����' *, - � �� *( ' /& ('�'& & -' �' /&  �� *( � ����( .&� -&. �' t = 0 �� *,)
�-� )�-., !� )*���& Y % � -. MY (0) �

�� � � ),! *.& '/& �), , � , � " /&,)& � �1 �,) '/& ��(& n = 2 �
�� � 	&�& ) ', " /&,)& � �� � � /& )& *- '/& �),, � *( ' /& �((� �' *, - X ⊥ Y �(&.�
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� �� � � ��� ���� ���

�'�' *(' *� *�-( , �'&-  �&& �(& , � ('�-.�). ����� � 
��� $�� ����" ,� �),��� *�*'� . *(' )*��' *, -( �� �� )� &' )*� �� *�� *( � �, ��&�' *, - ,� �),��� *�*'� . *(' )*��' *, -( . *(' *-� � *( /&. ��% ,) *-.&�&.
��% � ����� � 
�� � � - &�� ��& *( ' /& ' *-, *� � . *(' )*��' *, - *-' ), .��&. *- �&�' *, - � �� �� �
" /& )& �& )& N

' )*� �( � ���/ /�. � �),��� *�*'� θ
,� (���&(( � �(�� ��� θ *( �-&-,� - �-.

�,� �. �& �-� -� �& ) *- (0, 1) � " /& )& *( , -& ' *-(N, θ) . *(' )*��' *, - �,) &��/ !� ��& ,� θ � θ
*( � �� )� &'& )� ' /& (&' , � �),��� *�*'� . *(' )*��' *, -(

{' *-(N, θ) : θ ∈ (0, 1)}

*( � �� )� &' )*� �� *�� , � . *(' )*��' *, -( �� & /�!& � �)&�.� (&&- �,� ) �� )� &' )*� �� *�*&( = ' /&
' *-, *� � ��&�' *, - � �� ��� % �, *((, - ��&�' *, - � �� ��� % �� �, -&-' *� � ��&�' *, - � �� ��� % �-. +,)	
 � � ��&�' *, - � �� ��� . *(' )*��' *, -( � 	/��'& ) 1 &�� *-&( '/&(& *-  ,)& .&'� *� �-. *-' ), .��&(
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� �, ��&�' *, - ,� 
��� �" �& )�,) &. �-.& ) *.& -' *�� � � *)�� ('�-�&( � &��/ ' )*� � )&(� �'( *- & *' /& )"	���"" ,) $� ��	�� � "�� *�� � &�� ��&( � )& �, *- & *�( ��&�.( ,) "� *�(� %  &. *�� � ' )*� �( ��� )&,) -,'� % !,'& ) �, ��( ��& , � )�' ,) 	&����*��-� % ��(&&'�� �� � )&& '/),� ( � �&& ,)  *((� �
	, -. *' *, -( �,) '/& ' *-, *� � � *(' )*��' *, - � )&

� � ' /& -� �& ) , � ' )*� �( n *( ��&. *- �.!�-�& %
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� �# � ����� �� ! ��� �������� ����� �� ! ���

� � ' /& �),��� *�*'� , � (���&(( θ *( ' /& (��& �,) &��/ ' )*� �	 �-.
� � ' )*� �( � )& �, -. *' *, -� ��� *-.&�&-.&-' ,� &��/ ,'/& )	 � *
& - θ

�
%&' '/& )�-.,� 
�)*���& X

�& '/& -���& ) ,� (���&((&( *- (��/ � �, ��&�' *, - ,� ' )*� �( � � /&-
X *( (� *. ', /�
& '/& � *-,� *� � . *(' )*��' *, - � *' / ��)��&'& )( (n, θ) 	 � )*''& - X ∼ � *-(n, θ)

�
� /& �,(( *��& 
� ��&( , � X

� )& ' /& *-'&�& )( � 	 � 	 � � � 	 n
�  *� � )& � �� (/,� ( &�����&( ,�� *-,� *� � �� � �( �,) (&
& )� � �,�� *-�' *, -( ,� n

�-. θ
� �(�� ��� θ *( �-�-,� - �-. '/& ' )*� �(� )& �& )�,)�&. *- ,).& ) ', �&� )- ��,�' θ

�
� �
 *,�( ��	 �� )�& 
� ��&( , � X

� )& &
 *.& -�& '/�'
θ *( ��)�& �-. (�� �� 
� ��&( ,� X

� )&
&
 *.& -�& '/�'

θ *( (�� ��� ��' ', &
� ���'& '/& &
 *.& -�& ���-' *'�' *
& �� �& ��(' �& ���& ',
(�� �,)& � �- �� )' *�� ��)	 , -�& � �� )' *�� �� ) 
� ��& X = x

/�( �&& - ,�(& )
&. �& ��-' ',
���-' *�� /,� �& �� *' *( &� ��� *-&. �� . *�& )& -' �,(( *��& 
� ��&( ,� θ

� � /�' *( 	 �& ��-' ',
�-,� p(x | θ) �
01�� 2�� � �� � �$ X ∼ � ��(n, θ)


���

pX(x) =

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x

$�� x = 0, 1, . . . , n
�

� ��� $� � /&- '/& n
' )*� �( , � � � *-,� *� � &� �& )*�&-' � )& �� ))*&. ,�' ' /& )& � *�� �& � (&��&-�&,� (���&((&( �� �(� �-. �� *�� )&( �� �(� (��/ �( 1000110 · · ·100

� %&'
S = {0, 1}n �& '/& (&',� (��/ (&��& -�&( �-. 	 �,) &��/ x ∈ {0, 1, . . . , n} 	 �&' Sx

�& '/& (��(&' ,� S �, -( *(' *-� ,�
(&��& -�&( � *' / x 1 �( �-. n − x 0 �( � �� s ∈ Sx

' /&- Pr(s) = θx(1 − θ)n−x � �- �� )' *�� �� )	� �� s �( *- Sx
/�
& '/& (��& �),��� *�*'�� � /& )&�,)& 	

pX(x) = P(X = x) = P(Sx)

= (( *�& ,� Sx) ·
(
θx(1 − θ)n−x

)

=

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x

� /& (�&� *� � ��(& n = 1 *( *��,)'�-' & -,��/ ', /�
& *'( ,� - -��& � � /&- n = 1
' /& -

X *( (� *. ', /�
& � �����	��� . *(' )*��' *, - � *' / �� )��&'& )
θ
� � & � )*'& X ∼ �& )-(θ) � ��

X ∼ �& )-(θ) ' /& - pX(x) = θx(1 − θ)1−x �,) x ∈ {0, 1} � �� �& )*�& -'( '/�' /�
& '�,�,(( *��& ,�'�,�&( � )& �� ��&. �& )-,� ��* ' )*� �( �����,(& X1 ∼
� *-(n1, θ) 	 X2 ∼

� *-(n2, θ)
�-. X1 ⊥ X2

� %&'
X3 = X1 +X2

� � /�'
*( ' /& . *(' )*��' *, - , � X3� %,� *� (���&('( ' /& �-(�& ) *( X3 ∼

� *-(n1 +n2, θ)
�&���(& ���



� �# � ����� �� ! ��� �������� ����� �� ! ���
' /& )& �)&

n1 + n2
' )*� �( 	 ��� ' /& ' )*� �( � �� /�
& '/& (��& �),��� *�*'� ,� (���&(( θ 	 ��� ' /&

' )*� �( � )& *-.&�& -.&-' ,� &��/ ,'/& ) �' /& )&�(, - �,) '/& X1 ⊥ X2

�((���' *, -� �-. ��� X3*( ' /& ','� � -���& ) , � (���&((&( � � /&,)&� � �� (/,� ( � �,)�� � �), ,� ,� ' /*( �),�,( *' *, - ���' � )(' �& -&&. ', �-,� ' /& �,�&-' �&-& )�' *-� ��-�' *, - �01�� 2�� � �3 � !� 
 X ∼ � ��(n, θ)
� ����

MX(t) =
[
θet + (1 − θ)

]n

� ��� $� %&'
Y ∼ �& )-(θ) � � /&-

MY (t) = E[etY ] = θet + (1 − θ).
+,� �&' X =

∑n
i=1 Yi

� /& )& '/&
Yi �( � )& *�*�. � �& )-(θ) �-. ����� 	,), ��� )� � ��� �01�� 2�� � �
 � � 	�� �"� X1 ∼ � ��(n1, θ)� X2 ∼ � ��(n1, θ)� ��� X1 ⊥ X2

� !� 
 X3 =
X1 + X2

� ���� X3 ∼ � ��(n1 + n2, θ)
�

� ��� $�
MX3(t) = MX1(t)MX2(t)

=
[
θet + (1 − θ)

]n1
[
θet + (1 − θ)

]n2

=
[
θet + (1 − θ)

]n1+n2

� /& � )(' &��� �*'� *( �� � /&,)&� � �� � ' /& (&�,-. *( �� � /&,)&� � �� � � & )&�,�-*�& '/&
��(' &� �)&(( *, - �( ' /& ��� , � ' /& � *-(n1 + n2, θ) . *(' )*��' *, - � �, '/& )&(� �' �, ��,� ( ��� /&,)&� � �� �

� /& �&�- , � ' /& � *-,� *� � . *(' )*��' *, - ��( �� ��� ��'&. *- ����' *, - � ��� � � /&,)&� � ��)&('�'&( ' /�' )&(� �' �-. � *
&( '/& 
�)*�-�& �-. ('�-.� ). .&
 *�' *, - �01�� 2�� � � � !� 
 X ∼ � ��(n, θ)
� ����

# �
E[X] = nθ

�
� �

Var(X) = nθ(1 − θ)
�

� �
SD(X) =

√

nθ(1 − θ)
�

� ��� $� � /& �),, � �,) E[X] ��( � *
&- &� ) �*& ) � �� X ∼ � *-(n, θ) 	 ' /& - X =
∑n

i=1 Xi� /& )&
Xi ∼

�& )-(θ) �-. '/&
Xi �( � )& ��'�� ��� *-.&�& -.&-' � � /& )&�,)& 	 �� � /&,)&� � �� 	

Var(X) = n Var(Xi)
� ��'

Var(Xi) = E(X2
i ) − E(Xi)

2 = θ − θ2 = θ(1 − θ).
�,

Var(X) = nθ(1 − θ)
� � /& )&(� �' �,) SD(X) �, ��,� ( *��&. *�'& ���
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 *� � )& � �� (/,� ( ' /& � *-,� *� � ��� �,) (&
& )� � 
� ��&( ,� x 	 n 	 �-. p
� +,'& '/�' �,)� ��&. p 	 �( n �&'( �� )�& ) ' /& ��� �,, �( *-� )&�( *-� �� �*�& � +,)�� � �.� � � /�' �( ' /&

	& -' )� � %*� *' � /&,)&� � %&'
Y1, . . . , Yn ∼ *�*�. � �& )-(p)

� � /&- '/& . *(' )*��' *, - ,� X *(' /& (��& �( ' /& . *(' )*��' *, - , � ∑Yi

�-. '/& 	&-' )� � %*� *' � /&,)&� '& ��( �( ' /�' ∑
Yi

�,, �( *-� )&�( *-� �� +,)�� � �( n → ∞ �
� �(, 	 �,) � ��&. n 	 ' /& �� � �,,�( �,)& +,)�� � � /&- p = .5

' /�- � /&- p = .05
�

� -. '/�' �( �&���(& �, -
& )�& -�& �-.& ) '/& 	&-' )� � %*� *' � /&,)&� *( ��('& ) � /&- '/&
. *(' )*��' *, - , � &��/ Yi *( �,)& (���&' )*� �

 *�� )& � �� ��( �), .��&. ��
��� � 	���%
� �& �� �
� �� #
� �� ��#� �� � �#
� ��� � �  �� (� �	 �� � � �  ����
 �� �� ��  	�(�
 ��
#  �
 ��# � �
���

01� ����& !��  !"�� !� � � !#& 2!$%& !�" 	�' /& ) ' /�- �� *- �.
�-�& '/& -���& ) ,�' )*� �( 	 &� �& )*�& -'& )( � *�� (,�&' *�&( �, -' *-�& '/& (&��& -�& ,� ' )*� �( �-' *� � �)&(�&� *�&.
-���& ) ,� (���&((&( r

/�( �&& - ��/*&
&. � �- '/*( ��(& '/& ','� � -���& ) ,� �� *�� )&(
N *( ' /& )�-.,� 
�)*���& �-. *( (� *. ', /�
& '/& +&��' *
& � *-,� *� � . *(' )*��' *, - � *' /�� )��&'& )( (r, θ) 	 � )*''&- N ∼ +&�� *-(r, θ) � �� �)-*-� � (,�& ��' /,)( (�� ' /�' ' /& ','� �
-���& ) , � ' )*� �( 	 N + r 	 /�( ' /& +&��' *
& � *-,� *� � . *(' )*��' *, - �� � -& &�����& *( �
�����& ) � /, .&� *.&( ', ���� ' /& .� *�� �,''& )� �-' *� (/& � *-( � � /& �)&(�&� *�&. -���& ) ,�
(���&((&( *( r = 1

� � /& -���& ) ,� �� *�� )&( N �-' *� (/& � *-( *( )�-.,� � �- '/*( ��(& 	 �-.� /&-&
& ) r = 1 	 N *( (� *. ', /�
& � �&,�&' )*� . *(' )*��' *, - � *' / �� )��&'& )
θ � �& � )*'&

N ∼ �&,(θ) � � �'&- 	 θ *( �-�-,� - � %� )�& 
� ��&( ,� N
� )& &
 *.&-�& '/�'

θ *( (�� ��� (�� ��
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� ��&( ,� N
� )& &
 *.&-�& '/�'

θ *( �� )�& � � /& �),��� *�*'� ��-�' *, - *(
pN(k) = P(N = k)

= P(r − 1 (���&((&( *- '/& � )(' k + r − 1
' )*� �(�-. k + r �' / ' )*� � *( � (���&(()

=

(
k + r − 1

r − 1

)

θr(1 − θ)k

�,) k = 0, 1, . . .
�

%&'
N1 ∼ +&�� *-(r1, θ) 	 � � � 	 Nt ∼

+&�� *-(rt, θ) 	 �-. N1 	 � � � 	 Nt

�& *-.&�&-.&-',� &��/ ,'/& )� � /&- , -& ��- *��� *-& � (&��& -�& ,� ' )*� �( ,� �& -�' / ∑(Ni + ri)
/�
 *-�

∑
ri (���&((&( � N1 *( ' /& -���& ) ,� �� *�� )&( �&�,)& '/&

r1 �' / (���&(( � � � � � N1 + · · ·+Nt*( ' /& -���& ) , � �� *�� )&( �&�,)& '/&
r1 + · · ·+ rt �' / (���&(( � �' *( &
 *.& -' '/�' N ≡∑Ni*( ' /& -���& ) , � �� *�� )&( �&�,)& '/&

r ≡ ∑
ri �' / (���&(( , ��� )( �-. '/& )&�,)& '/�'

N ∼ +&�� *-(r, θ) �
01�� 2�� � �� � �$ Y ∼ ���� ��(r, θ) 
���

E[Y ] = r(1−θ)/θ
��� Var(Y ) = r(1−θ)/θ2 �

� ��� $� �' (�� �&( ', �),
& '/& )&(� �' �,) r = 1
� � /&- '/& )&(� �' �,) r > 1 � *�� �, ��,� ��' /& �,)&�, *-� � )� ��&-' �-. � /&,)&�( � �� �-. � �� � ,)

r = 1 	

E[N ] =

∞∑

n=0

n P[N = n]

=

∞∑

n=1

n(1 − θ)nθ

= θ(1 − θ)
∞∑

n=1

n(1 − θ)n−1

= −θ(1 − θ)
∞∑

n=1

d

dθ
(1 − θ)n

= −θ(1 − θ)
d

dθ

∞∑

n=1

(1 − θ)n

= −θ(1 − θ)
d

dθ

1 − θ

θ

= −θ(1 − θ)
−1

θ2

=
1 − θ

θ
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� /& ' )*�� , � � )*' *-� &��/ '& )� �( � .& )*
�' *
& 	 ' /&- (� *'�/*-� ' /& ,).& ) ,� (����' *, -�-. .& )*
�' *
& *( , ���( *, -� ��� �(&�� �� �& )& *' *( ��� *- �

E(N2) =

∞∑

n=0

n2 P[N = n]

= θ(1 − θ)

∞∑

n=1

(n(n − 1) + n) (1 − θ)n−1

= θ(1 − θ)

∞∑

n=1

n(1 − θ)n−1 + θ(1 − θ)2
∞∑

n=1

n(n − 1)(1 − θ)n−2

=
1 − θ

θ
+ θ(1 − θ)2

∞∑

n=1

d2

θ2
(1 − θ)n

=
1 − θ

θ
+ θ(1 − θ)2 d2

θ2

∞∑

n=1

(1 − θ)n

=
1 − θ

θ
+ θ(1 − θ)2 d2

θ2

1 − θ

θ

=
1 − θ

θ
+ 2

θ(1 − θ)2

θ3

=
2 − 3θ − 2θ2

θ2

� /& )&�,)& 	
Var(N) = E[N2] − (E[N ])2 =

1 − θ

θ2
.

� /& � ��-�' *, -( �,) �,)� *-� � *' / '/& -&��' *
& � *-,� *� � . *(' )*��' *, - � )& ��� (� �	 	��� (� �	 	 ��� (� �	 	 �-. ��� (� �	 �  *�� )& � �� . *(����( ' /& +&��' *
& � *-,� *� � �.� �-.
*���(' )�'&( ' /& �(& , � ��� (� �	 �
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� �� � � �  #  &� �
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• �� �-. . ( � )& ' /& �*� *'( , - '/& � ��� *( ,� &��/ ��,' � � /& �(& ,� �� (� �	 & -(� )&(' /�' &��/ ��,' (/,� ( �' �&�(' ��� ,� *'( . *(' )*��' *, - �

� 0� ��3 �; �8 97<� 9� � � 968 59�;8 9< 7
� /& �� �' *-,� *� � . *(' )*��' *, - �&-& )� �*�&( '/& � *-,� *� � . *(' )*��' *, - *- '/& �, ��,� *-� ����� /& � *-,� *� � . *(' )*��' *, - ����*&( � /&- '/& ,�'�,�& ,� � ' )*� � /�( '�, �,(( *��& 
� ��&( � ' /&�� �' *-,� *� � . *(' )*��' *, - ����*&( � /&- '/& ,�'�,�& ,� � ' )*� � /�( �,)& '/�- '�, �,(( *��&,�'�,�&( � �,�& &�����&( �)&
� �!" !�� � 02!� �# �- � �*- *�� � ' )*� �( 	 &��/ ��' *& -' *( �.� *- *('& )&. � ' )&�'�& -' 	 �(�� ��� �-&� �& )*�& -'� � ' )&�'�& -' ,) � ('�-.� ). 	 �, -' ), � ' )&�'�&-' � %�'& )	 &��/ ��' *& -' ����& (�,)&. �( & *' /& ) (���&(( 	 �� *�� )& 	 ,) �& -(, )&. � 	& -(, )*-� , ��� )( �&���(& ��' *& -'(

., -�' ( /,� �� �,) '/& *) ���, *-'�&-'( 	 �,
& ����	 ,) ��-�' �& �,�-. �,) (,�& ,'/& )
)&�(, - �

� 2��# � �'& ) ' /& �,�&�,�' ), ��	 &��/ (���&(( *
& ), �� *( & *' /& ) � � *- 	 �,(( 	 ,) -& *' /& ) �
��"�& !�# ���/ �&-& �,�&( *- (&
& )� � 
� )*�-'( � �
& )� �& )(, - /�( '�, �,� *&( ,� ' /& �& -& 	, -& ��'& )-� � �-. ,-& ��'& )-� �� �, '/& �& )(, -�( ('�'�( ��- �& .&(� )*�&. �� � �� *)

�*�& {a, c} �&�-*-� ' /�' (/& /�( , -& �,�� ,� '��& a
�-. , -& �,�� ,� '��& c

� � /&
�� *) *( �� ��&. '/& �& )(, -�( � ��� 
� � � ���/ �& )(, - *- � (����& ��- �& �, -( *.& )&. �
' )*� �� �& -&' *� *('( ��� �,�-' /,� ��-� �&,��& /�
& &��/ �&-,'��& �

	� �!& !�� � 
� !�"�� �- �- & �&�' *, - 	 &��/ �& )(, - �)&�& )( & *' /& ) ' /& 	&����*��- ��-. *.�'& 	' /& �&�, � )�' 	 ' /& � )&& - 	 ,) *( �-.&� *.&. ��- '/*( ��(& �& �,�-' '/& -���& ) ,� ,�'�,�&( ,� &��/ '��& � �� ' /& )& �)&
k

�,(( *��&,�'�,�&( '/&- '/& )&(� �' *( � 
&�', ) y1, . . . , yk
� /& )&

yi *( ' /& -���& ) ,� ' *�&( '/�'
,�'�,�&

i
, ��� )&. �-. y1 + · · ·+ yk = n *( ' /& -���& ) ,� ' )*� �( �
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%&'
p ≡ (p1, . . . , pk)

�& '/& �),��� *�*' *&( ,� ' /& k ��'&�,)*&( �-. n
�& '/& -���& ) ,�' )*� �( � � & � )*'& Y ∼ �� �'(n, p)

� �- �� )' *�� �� )	 Y ≡ (Y1, . . . , Yk) *( � 
&�',) ,� �&-�' / k
�

�&���(& Y *( � 
&�',)	 (, *( *'( &� �&�'�' *, -
E[Y ] = µ = (µ1, . . . , µk) ≡ (E[Y1], . . . , E[Yk]) = (np1, . . . , npk).

� /&
i �' / �,,). *-�'& 	 Yi 	 *( � )�-.,� 
� )*���& *- *'( ,� - )*�/' � �&���(& Yi �,�-'( '/&

-���& ) , � ' *�&( ,�'�,�&
i
, ��� ))&. *- n

' )*� �( 	 *'( . *(' )*��' *, - *(
Yi ∼

� *-(n, pi). ��&& ��& )� *(& �� �� �� ���
� �' /,��/ '/&

Yi �( � )& � �� � *-,� *� �	 ' /&� � )& -,' *-.&�&-.&-' � � �'& ) � ��	 *� Y1 = n 	 ' /& -
Y2 = · · · = Yk = 0 	 (, '/&

Yi �( ��(' �& .&�&-.&-' � � /�' *( ' /& *) � , *-' �� � � � /�' *(' /& �,-. *' *, -� � . *(' )*��' *, - , � 	 (��	 Y2, . . . , Yk � *
& - Y1� � /& -&� ' '�, '/&,)&�( �),
 *.&'/& �-(�& )( �
01�� 2�� � �� � �$ Y ∼ � 	�


(n, p)

���

fY (y1, . . . , yk) =

(
n

y1 · · · yk

)

py1
1 · · ·pyk

k

����� ( n
y1···yk

) �" 
�� �� �' *-,� *� � �,&� � *& -'
(

n

y1 · · · yk

)

=
n!
∏

yi!

� ��� $� � /&- '/&
n

' )*� �( , � � �� �' *-,� *� � &� �& )*�& -' � )& �� ))*&. ,�' 	 ' /& )& � *�� �& �
(&��& -�& , � ,�'�,�&( (��/ �( abkdbg · · · f 	 � /& )& '/& �&''& )( *-. *��'& '/& ,�'�,�&( ,�
*-. *
 *.�� � ' )*� �( � � -& (��/ (&��& -�& *(

a · · ·a
︸ ︷︷ ︸

y1� ����

b · · · b
︸ ︷︷ ︸

y2� ����

· · · k · · · k
︸ ︷︷ ︸

yk� ����

� /& �),��� *�*'� ,� ' /*( ��)' *�� �� ) (&��& -�& *( ∏ pyi

i

� �
& )� (&��& -�& � *' / y1 a �( 	 � � � 	 yk

k �( /�( ' /& (��& �),��� *�*'�� �,

fY (y1, . . . , yk) = (-���& ) ,� (��/ (&��& -�&() ×∏ pyi
i =

(
n

y1 · · · yk

)
∏

pyi
i .
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01�� 2�� � �� � �$ Y ∼ � 	�


(n, p)

���

(Y2, . . . , Yk | Y1 = y1) ∼ � 	�

(n − y1, (p

∗
2, . . . , p

∗
k))

����� p∗i = pi/(1 − p1) $�� i = 2, . . . , k
�

� ��� $� �&& ��& )� *(& �� �
� �( ��-�' *, -( �,) '/& �� �' *-,� *� � . *(' )*��' *, - �)& �	� �� (� �	 �-. �	� �� (� �	 � �	� �� (� �	 �	 � � �

. )�� ( � (����& , � ( *�& m
� � *( � 
&�',) ,� �),��� *�*' *&( � � /& )&(� �' *( �

k × m
��' )*� �

���/ �, ��� - *( , -& . )�� 	 (, &��/ �, ���- (��( ', n
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pY (y) =
e−λλy

y!
�,) y = 0, 1, . . .
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&. *- 	/��'& ) � 	 ��& )� *(& ��� � �' *(
E[Y ] = λ.
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 Y ∼ ���(λ)
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MY (t) = eλ(et−1)
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MY (t) = E[etY ] =
∞∑

y=0

etypY (y) =
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ety e−λλy
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∞∑
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e−λ(λet)y

y!
=

e−λ

e−λet
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e−λet
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= eλ(et−1)
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 Y ∼ ���(λ)
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Var(Y ) = λ
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∞∑

y=0

y2 e−λλy
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e−λλy
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∞∑
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y
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e−λλy
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+ λ
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∞∑

z=0
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+ λ
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Var(Y ) = E[Y 2] − (E[Y ])2 = λ
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E[Y 2] =
d2

dt2
MY (t)

∣
∣
∣
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d2

dt2
eλ(et−1)

∣
∣
∣
t=0
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d

dt
λeteλ(et−1)

∣
∣
∣
t=0

=
[

λeteλ(et−1) + λ2e2teλ(et−1)
]

t=0

= λ + λ2

�,
Var(Y ) = E[Y 2] − (E[Y ])2 = λ
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" � � � 	
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1 Yi
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&

MY (t) =
∏

MYi
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t−1) = eλ(et−1)
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Y1 ∼ �, *(λθ)
�-.
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�-. ���

Y1 ⊥ Y2
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p(y) = 1/n �� ���
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� � /& . *(� )&'& �-*�,)� . *(' )*��' *, - *( �(&. ', �,.& �	 �,) &�����& 	 . *�&), ��( 	 ,) �-� ,'/& ) &� �& )*�&-' *- � /*�/ '/& ,�'�,�&( � )& .&&�&. &��� ��� �*�& ��� � /& , - ���� )��&'& ) *( n
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� � & � )*'& Y ∼ �
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� � /& �&�- 	 
� )*�-�& 	 �-. �,�& -' �& -& )�' *-� ��-�' *, - �)& �&�' �( ��& )�
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p(y1, . . . , yn) =

{(
1

b−a

)n *� a ≤ y(1)

�-. b ≥ y(n)

0
,'/& )� *(&

� /*�/ *( ��� *� *�&. 	 �( � ��-�' *, - ,� (a, b) 	 *� b−a *( �( (�� �� �( �,(( *��& � *' /,�' ��� *-�' /& � , *-' .&-( *'� � � � /�( 	 â = y(1)

�-. b̂ = y(n)
�
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�
Γ
� *( ' /& ���& ) ��(& � )&&� �&''& ) ����� � � /& � ���� $��� ���� *( � (�&� *� � ��' /&��' *�� �

��-�' *, - .&� -&. , - R
+ �(

Γ(α) =

∫ ∞

0

tα−1e−t dt

�-�,)��' *, - ��,�' ' /& ����� ��-�' *, - ��- �& �,�-. *- ��' /&��' *�( '&� '( �-. )&�& )&-�&�,, �( � ,) ,� ) �� )�,(&( 	 ' /& �&� ���'( � )&
�

Γ(α + 1) = αΓ(α) �,) α > 0

Γ(n) = (n − 1)! �,) �,( *' *
& *-'&�& )( n

Γ(1/2) =
√

π
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�-. β 	 ' /& ����� �α, β) . *(' )*��' *, - /�( �.�
p(y) =

1

Γ(α)βα
yα−1e−y/β �,) y ≥ 0 �� ���

� & � )*'& Y ∼ ���(α, β)
�

 *� � )& � �� (/,� ( ����� .&-( *' *&( �,) �,� ) 
� ��&( ,� α
�-. �,� ) 
� ��&( ,� β

�

• �- &��/ ��-& � , �  *� � )& � �� ' /& �� )
&( �,) . *�& )& -' α �( /�
& . *�& )&-' (/��&( ��,�&' *�&( α *( �� ��&. '/& "��� � �� )��&'& ) ,� ' /& ����� . *(' )*��' *, - �
• � /& �,� ) ��-& �( �,, � *.& -' *�� � &� �&�' �,) '/& ��&( � ��& �	 ' /& �,� ) �� )
&( � *' / α = .5 	, -& � ),� &��/ ��-& �	 /�
& '/& (��& (/��& ��' . *� & )&-' (�� �&( � � /& . *�& )&-' (�� �&(

�,))&(�, -. ', . *� & )& -' 
� ��&( ,� β
� ,) '/*( )&�(, - β *( �� ��&. � "�� �� �� )��&'& )�

� -& ��- (&& . *)&�' �� � ),� ����' *, - � �� ' /�'
β *( � (�� �& �� )��&'& ) �&���(& p(y)

.&�& -.( , - y
, - �� ' /),��/ '/& )�' *, y/β

� � /& *.&� ,� (�� �& �� )��&'& ) *( &��, . *&.
*- � /&,)&� � ��� � �&& �&�' *, - � �� �,) �,)& , - (�� �& �� )��&'& )( �
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�

01�� 2�� � ���� !� � X ∼ ���(α, β)
��� �� � Y = cX

� ���� Y ∼ ���(α, cβ)
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� ��� $� �(& � /&,)&� � �� �

pX(x) =
1

Γ(α)βα
xα−1e−x/β,

� *-�& Y = cX 	 x = y/c
�-. dx/dy = 1/c 	 (,

pY (y) =
1

cΓ(α)βα
(y/c)α−1e−y/cβ

=
1

Γ(α)(cβ)α
(y)α−1e−y/cβ

� /*�/ *( ' /& ���(α, cβ) .&-( *'�� � �(, (&& ��& )� *(& � �
� /& �&�- 	 ��� 	 �-. 
� )*�-�& � )& )&�,).&. *- '/& -&� ' (&
& )� � ' /&,)&�( �

01�� 2�� � ��3 � !� � Y ∼ ���(α, β)
���� E[Y ] = αβ

�
� ��� $�

E[Y ] =

∫ ∞

0

y
1

Γ(α)βα
yα−1e−y/β dy

=
Γ(α + 1)β

Γ(α)

∫ ∞

0

1

Γ(α + 1)βα+1
yαe−y/β dy

= αβ.

� /& ��(' &��� �*'� �, ��,� ( �&���(& ��� Γ(α + 1) = αΓ(α) 	 �-. ��� ' /& *-'&� )�-. *( �
����� .&-( *'� (, '/& *-'&� )� � *( � �

� /& ��(' ' )*�� *- ' /& �),, � = )&�,�-*� *-� �- *-'&� )�-. �( � .&-( *'� �-. �,-� ��. *-�' /�' ' /& *-'&� )� � *( � = *( 
& )� �(&�� �� �& )& *' *( ��� *- �
01�� 2�� � ��
 � !� � Y ∼ ���(α, β)

� ���� ��� � �� �� � � ����� ���� $��� ���� �" MY (t) =
(1 − tβ)−α $�� t < 1/β

�
� ��� $�

MY (t) =

∫ ∞

0

ety 1

Γ(α)βα
yα−1e−y/β dy

=
( β

1−tβ
)α

βα

∫ ∞

0

1

Γ(α)( β
1−tβ

)α
yα−1e−y 1−tβ

β dy

= (1 − tβ)−α
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01�� 2�� � �� � !� � Y ∼ ���(α, β)

� ����
Var(Y ) = αβ2

���
SD(Y ) =

√
αβ.
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01� ����"�"& !� � � !#& 2!$%& !�" � & ,�'& - /�
& ', .&� � � *' / ( *'��' *, -( (��/ �(
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• ' /& ' *�& �-' *� � (�&� *�&. &
& -' /���& -(
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. *(' )*��' *, - � %&'
Y

�& '/& ' *�& �-' *� ' /& *'&� . *&( ,) '/& &
& -' , ��� )( � �� Y
/�( �-&� �, -&-' *� � . *(' )*��' *, - '/&- �,) (,�&

λ > 0
' /& �.� ,� Y *(

pY (y) = λ−1e−y/λ �,) y ≥ 0
�

�-. �& � )*'& Y ∼ �� �
(λ)

� � /*( .& -( *'� *( � *�'� )&. *-  *� � )& � �� �� )&�&�' ,�  *� � )& � ���
�,) �,� ) 
� ��&( , � λ

� � /& &� �, -&-' *� � . *(' )*��' *, - *( ' /& (�&� *� � ��(& ,� ' /& �����
. *(' )*��' *, - � /&- α = 1

� � /& �&�- 	 SD 	 �-. ��� � )& � *
& - �� � /&,)&�( � ��� �
� ��� ����/ &� �, -&-' *� � .&-( *'� /�( *'( ��� *��� �'

y = 0
�-. .&� )&�(&( �, -,', -*�� ����� /& 
� ��& , � λ .&'& )� *-&( '/& 
� ��& pY (0 | λ)

�-. '/& )�'& ,� .&� )&�(& � �(�� ��� λ *(
�-�-,� - � ��� �� 
� ��&( , � y

�)& &
 *.&-�& �,) �� )�& 
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� ��&( ,� y
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&
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� �� � ����� � �� ����� ��� !� �� � ���� �� ���
�
����� �

λ
� ��� ���-��� �� ��� �����

m
����� ��������

P[Y ≤ m] = P[Y ≥ m] = 0.5
�

��� ���-���
m

��
 �� ��
� �� ���� �
�
∫ m

0

λ−1 e−y/λ dy = 0.5.

��� �
���� ��
m = λ log 2

�
� ��
��� -<:6 ��� � ���-��� � ; �;7 ������
 ����� � ���� ���

λ
�� ����� = �;8 ������
 �

� ����
��� -<:! ��� � ���-��� � <; # "" ����� � ���� ���
λ

�� �� ��� :8 #""" �
�� �, -&-' *� � . *(' )*��' *, -( /�
& �- *-'& )&(' *-� �-. �-*��& �&�,)� �&(( �),�& )'�� �,

.&�, -(' )�'& 	 �& &��� *-& '/& �� �(λ) . *(' )*��' *, - �( � �,.& � �,) T 	 ' /& ��,�-' ,� ' *�& �
�,���'& ) �& �� �*-& �� ��& ) (�& -.( , - /, �. � ����,(& '/& �� ��& ) /�( � �)&�.� (�&-' t

� *-�'&(, - /, �. � *�& �	 T ≥ t
� %&'

S
�& '/& )&�� *-� ' *�& , - /, �. � *�& �	 S = T − t

� � /�' *( ' /&
. *(' )*��' *, - , � S � *
&- T > t� ,) �-� -���& )

r > 0 	

P[S > r | T ≥ t] = P[T ≥ t + r | T ≥ t] =
P[T ≥ t + r, T ≥ t]

P[T ≥ t]

=
P[T ≥ t + r]

P[T ≥ t]
=

λ−1e−(t+r)/λ

λ−1e−t/λ
= e−r/λ.

�- ,'/& ) �,).( 	 S
/�( �- �� �

(λ) . *(' )*��' *, - �� /��� ' /�' .,&( -,' .&�&-. , - '/&
�� ))&-' �� & �� �(&. ' *�&

t �� /��� � � /*( *( � �-*��& �),�& )'� ,� ' /& �� �, -&-' *� � . *(' )*��' *, - �
-, ,'/& ) �, -' *-�,�( . *(' )*��' *, - /�( *' � � /&'/& ) *' ���&( (& -(& �,) '/& ��,�-' ,� ' *�&
, - /, �. *( � ��&(' *, - '/�' �,� �. �& 
& )*�&. �� �,,� *-� �' .�'� � �� *' �( -,' (& -( *��& 	 ' /& -�� �

(λ) *( -,' �- ���� )�'& �,.& � �,) T
�
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/��� ���� ���� ���� ��
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01� 	� !##�" �2���## � /& )& *( � � �,(& )& ��' *, -(/*� �&'�&&- �� �, -&-' *� �	 ����� 	�-. �, *((, - . *(' )*��' *, -( � ,) *���(' )�' *, - �, -( *.& ) � �,���-� �( ��(',�& ) �� �� �& -'& )�����,(& '/�' �� ��( � ))*
& ���,). *-� ', � )�'&
λ (��/ '/�'

� � *- � ' *�& *-'& )
� � , � �& -�' / T 	 ' /& -���& ) ,� �� ��( *( � )�-.,� 
� )*���& � *' /
. *(' )*��' *, - �, *(λT )

�-.
� � *� I1

�-. I2

� )& . *(� , *-' ' *�& *-'& )
� �( ' /& - '/& -���& ) ,� �� ��( *- I1 *( *-.&�&-.&-',� ' /& -���& ) , � �� ��( *- I2
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t0
� %&'

T1

�& '/& ' *�& ,� ' /& � )(' �� �� ��'& )
t0

�-. Y1 = T1 − t0 	 ' /& ' *�& �-' *� ' /& � )(' �� ��� T1

�-. Y1

� )& )�-.,� 
� )*���&( � � /�'
*( ' /& . *(' )*��' *, - , � Y1� ,) �-� �,( *' *
& -���& )

y 	
Pr[Y > y] = Pr[-, �� ��( *- [t0, t0 + y]] = e−λy

� /& )& '/& (&�,-. &��� �*'� �, ��,� ( �� ' /& �, *((, - �((���' *, - � ��'
Pr[Y1 > y] = e−λy ⇒ Pr[Y ≤ y] = 1 − e−λy ⇒ pY (y) = λe−λy ⇒ Y1 ∼

�� �
(1/λ)

� /�' ��,�' ' /& ' *�& ', '/& (&�, -. �� ��� %&'
T2

�& '/& ' *�& ,� ' /& (&�, -. �� �� ��'& ) t0�-. Y2 = T2 − t0
� � /�' *( ' /& . *(' )*��' *, - ,� Y2� ,) �-� y > 0 	
Pr[Y2 > y] = Pr[�&�& ) ' /�- � �� ��( *- [t0, y]]

= Pr[� �� ��( *- [t0, y]] + Pr[� �� �� *- [t0, y]]

= e−λy + yλe−λy

�-. '/& )&�,)&
pY2(y) = λe−λy − λe−λy + yλ2e−λy =

λ2

Γ(2)
ye−λy

(, Y2 ∼ ���(2, 1/λ)
�

�- �& -& )� �	 ' /& ' *�&
Yn �-' *� ' /& -�' / �� �� /�( ' /& ���(n, 1/λ) . *(' )*��' *, - � � /*( ���'

*( �- &�����& ,� ' /& �, ��,� *-� ' /&,)&� �
01�� 2�� � ��� � !� � Y1, . . . , Yn

� � � ���� ��� ����� ����� � ��� �� � Yi ∼ ���(αi, β)
� ����

Y ≡
∑

Yi ∼ ���(α, β)

����� α ≡∑αi
�

� ��� $� �&& ��& )� *(& �� �
�- � /&,)&� � ��� -,'& '/�' ' /&

Yi �( ��(' � �� /�
& '/& (��&
β

&
&- '/,��/ '/&� ���/�
& . *�& )&-' αi �( �	� !##�"������ ��"� %���� � � ��� ����
01� �1 !�#�%�2�� � !#& 2!$%& !�" � /& ����� . *(' )*��' *, - � *' / β = 2

�-. α = p/2� /& )&
p *( � �,( *' *
& *-'&�& ) *( �� ��&. '/& �� �4"������ � �" �� ������� � *' / p .&� )&&( ,�

� )&&.,� � � & � )*'& Y ∼ χ2
p

�
01�� 2�� � ��� � !� � Y1, . . . , Yn ∼ ����� � �(0, 1)

� ��5�� X =
∑

Y 2
i

� ���� X ∼ χ2
n

�
� ��� $� � /*( ' /&,)&� � *�� �& �),
&. *- �&�' *, - � �� �
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(α, β) . *(' )*��' *, - *( � . *(' )*��' *, - �,) � )�-.,�
� )*���& Y

, - '/& �-*' *-'& )
� �� � /& .&-( *'� *(
pY (y) =

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
yα−1(1 − y)β−1 �,) y ∈ [0, 1]

� /& �� )��&'& )( � )&
(α, β)

� � & � )*'& Y ∼ �&
(α, β)

� � /& �&�- �-. 
� )*�-�& � )& � *
& -�� � /&,)&� � ��� �
01�� 2�� � ��� � !� � Y ∼ ��

(α, β)
� ����

E[Y ] =
α

α + β

Var(Y ) =
αβ

(α + β)2(α + β + 1)
� ��� $� �&& ��& )� *(& �� �

 *� � )& � �� (/,� ( (,�& �&'� .&-( *' *&( � ���/ ��-& � (/,� ( �,� ) .& -( *' *&( /�
 *-� ' /&
(��& �&�- � �' *( &
 *.&-' � ),� ' /&  *� � )& �-. '/& .&� -*' *, - '/�' ' /& �� )��&'& )

α �β �
�,-' ), �( � /&'/& ) '/& .&-( *'� )*(&( ,) �� ��( �' ' /& �&�' �)*�/'� � �� �,'/

α > 1
�-. β > 1' /& - p(y) *( �-*�, .� �� � /& �&

(1, 1) *( ' /& (��& �( ' /& �
(0, 1) . *(' )*��' *, - �� /& �&'� . *(' )*��' *, - � )*(&( �( ' /& . *(' )*��' *, - ,� ,).& ) ('�' *(' *�( � ),� ' /& �

(0, 1)
. *(' )*��' *, - � %&'

x1, . . . , xn ∼ *�*�. � �
(0, 1)

� � /�' *( ' /& . *(' )*��' *, - ,� x(1) 	 ' /& � )(',).& ) ('�' *(' *�� � � ) (' )�'&�� *( � )(' ', � -. '/& �.� ,� x(1) 	 ' /& - . *�& )& -' *�'& ', �&' '/&�.� �
FX(1)

(x) = P[X(1) ≤ x]

= 1 − P[
� �� Xi �( � )& � )&�'& ) ' /�- x]

= 1 − (1 − x)n

� /& )&�,)& 	
pX(1)

(x) =
d

dx
FX(1)

(x) = n(1 − x)n−1 =
Γ(n + 1)

Γ(1)Γ(n)
(1 − x)n−1

� /*�/ *( ' /& �&
(1, n) .&-( *'�� ,) '/& . *(' )*��' *, - ,� ' /& �� )�&(' ,).& ) ('�' *(' *� (&&��& )� *(& �� �

���� %� 2 ��% 2� �% $�&� ��"# !& !�#�
� /& �&'� .&-( *'� *( � �,(& �� )& ��'&. ', '/& ����� .&-( *'� �� ' /& �, ��,� *-� ' /&,)&� �
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� ��� ����� ! ���
01�� 2�� � ��� � !� � X1 ∼ ���(α1, β)� X2 ∼ ���(α2, β)� ��� X1 ⊥ X2

� ����
Y ≡ X1

X1 + X2
∼ ��

(α1, α2)

� ��� $� �&& ��& )� *(& �� �
+,'& '/�' � /&,)&� � ��� )&�� *)&( X1

�-. X2

�,'/ ', /�
& '/& (��& 
� ��& ,� β 	 ��'' /& )&(� �' ., &(- �' .&�&-. , - � /�' ' /�' 
� ��& *( �

� 0� ��3 �<5�� � �7� 23 ��83� � 968 59�;8 9< 76

� �� �� � �	 �
�������	 	
��� �  ��� ����� �


� /& /*(',� )��( *-  *� � )& � ��� , - ���& ��

• � )& ���),� *��'& �� �-*�,.� �	
• � )& ���),� *��'& �� (���&' )*� 	
• /�
& . *�& )& -' �&�-( 	 �-.
• /�
& . *�& )& -' ('�-.�). .&
 *�' *, -( �

��'� � *' / '/&(& �),�& )' *&( *( �� *�� *',�( *- -�'� )& � �'�' *(' *� *�-( �-. ,'/& ) (� *& -' *('( ,�'& -/�
& ', �, .& � ( *� *�� ) �,, � *-� .�'� � � -& �,��, - �),��� *�*'� .&-( *'� �,) �,.& ��*-� (��/
.�'� *( ' /& +,)�� � .&-( *'�	 � �(, �-,� - �( ' /& ���"" ��� ���" ��� � � /& +,)�� � .&-( *'� *(� �(, *��,)'�-' �&���(& , � ' /& 	&-' )� � %*� *' � /&,)&� �

,) (,�& �,-('�-'( µ ∈ R
�-. σ > 0 	 ' /& +,)�� � .&-( *'� *(

p(x |µ, σ) =
1√
2πσ

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

. �� ���
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 � ��� ��� ���� �� ��
���� �������� # �� ��� ������

µ ≈ 8.08�
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σ ≈ 0.94
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	 ��

P [t ∈ (8.5, 9.0]] =

∫ 9.0

8.5

1√
2π 0.94

e−
1
2(

t−8.08
0.94 )

2

dt ≈ 0.16. �� �� �
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������ �
 �
�����
 8 �8 �� � ��� ��
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 � ���	���� # 
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���� ��� ��
�� �� �� � (�� ��� ��	 �� �� �# �� � ��� ��, �� �

• � ��
 � �� � ������ # �� ��	 �� 	��� $� � �����
� � ������ � �� ��	 0� �

• � ��
 � �� � ������ # � (�� �� � �����
� ��� ������ � ������
��� � *�+ �� *�+ 
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	 �

P [t ∈ (7.5, 8.0]] =

∫ 8.0

7.5

1√
2π 0.94

e−
1
2(

t−8.08
0.94 )

2

dt ≈ 0.20.

�
 ��� #  8 � ���   < ���	�������� ��� �
�� ���� ��
 1 �
�
15/112 ≈ 0.13

� ���
 �� #
��� � �6 �"6 #" �!; � ��
���� ��� ��� ���� ��� ���� ���� �
01�� 2�� � ��� � !� � Y ∼ �(µ, σ)

� ����
MY (t) = e

σ2t2

2
+µt.

� ��� $�

MY (t) =

∫

ety 1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y−µ)2 dy

=

∫
1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y2−(2µ−2σ2t)y+µ2) dy

= e−
µ2

2σ2

∫
1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y−(µ−σ2t))
2
+ (µ−σ2t)2

2σ2 dy

= e
−2µσ2t+σ4t2

2σ2

= e
σ2t2

2
+µt.

01�� 2�� � �3� � !� � Y ∼ �(µ, σ)
� ����

E[Y ] = µ
��� Var(Y ) = σ2.

� ��� $� ,) '/& �&�- 	
E[Y ] = M ′

Y (0) = (tσ2 + µ)e
σ2t2

2
+µt
∣
∣
∣
t=0

= µ.

,) '/& 
� )*�-�& 	
E[Y 2] = M ′′

Y (0) = σ2e
σ2t2

2
+µt + (tσ2 + µ)2e

σ2t2

2
+µt
∣
∣
∣
t=0

= σ2 + µ2.

�, 	
Var(Y ) = E[Y 2] − E[Y ]2 = σ2.
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(0, 1) . *(' )*��' *, - *( �� ��&. '/& " ������� ����� � � �" ��������� � � ( � /&,)&� � ���

(/,� ( 	 � �� +,)�� � . *(' )*��' *, -( � )& � �(' (/*�'&. 	 )&(�� �&. 
& )( *, -( ,� ' /& ('�-.� ). +,)�
�� � . *(' )*��' *, - � � /& �&�- *( � �, ��' *, - �� )��&'& )� ' /& ('�-.� ). .&
 *�' *, - *( � (�� �&�� )��&'& ) � �&& �&�' *, - � �� �
01�� 2�� � �3��

# � �$ X ∼ �(0, 1)
��� Y = σX + µ ���� Y ∼ �(µ, σ)

�
� � �$ Y ∼ �(µ, σ)

��� X = (Y − µ)/σ ���� X ∼ �(0, 1)
�

� ��� $� � � %&'
X ∼ +

(0, 1)
�-. Y = σX + µ

� �� � /&,)&� � ��

MY (t) = eµtMX(σt) = eµte
σ2t2

2

� � %&'
Y ∼ +

(µ, σ)
�-. X = (Y − µ)/σ

� � /&-
MX(t) = e−µt/σMY (t/σ) = e−µt/σe

σ2(t/σ)2

2
+µt/σ = e

t2

2

�&�' *, - � �� *-' ), .��&. '/&
χ2 . *(' )*��' *, - 	 -,' *-� ' /�' *' *( � (�&� *� � ��(& ,� ' /&

����� . *(' )*��' *, - � � /&
χ2 . *(' )*��' *, - � )*(&( *- �)��' *�& �( � (�� ,� (��� )&( ,� ('�-.� ).+,)�� �( � �& )& �& )&('�'& � /&,)&� � ��� 	 ' /&- �),
& *' �

01�� 2�� � �33 � !� � Y1, . . . , Yn ∼ ����� � �(0, 1)
� ��5�� X =

∑
Y 2

i

� ���� X ∼ χ2
n

�
� ��� $� �'� )' � *' / '/& ��(& n = 1

�

MX(t) = E[etY 2
1 ] =

∫

ety2 1√
2π

e−
y2

2 dy

=

∫
1√
2π

e−
1
2
(1−2t)y2

dy

= (1 − 2t)−1/2

∫ √
1 − 2t√

2π
e−

1
2
(1−2t)y2

dy

= (1 − 2t)−1/2

�,
X ∼ ���(1/2, 2) = χ2

1

�
�� n > 1

' /& - �� 	,), ��� )� � ���
MX(t) = MY 2

1 +···+Y 2
n
(t) = (1 − 2t)−n/2

�,
X ∼ ���(n/2, 2) = χ2

n

�
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%&' ~X
�& �- n

�. *�&-( *, -� � )�-.,� 
&�',) � *' / �&�- µ ~X

�-. �,
�)*�-�& ��' )*� Σ ~X

� � &
(�� ' /�' ~X

/�( � �� �' *
�)*�'& +,)�� � . *(' )*��' *, - *� *'( � , *-' .&-( *'� *(
p ~X(~x) =

1

(2π)n/2|Σ| 12
e−

1
2
(~x−µ ~X

)tΣ−1(~x−µ ~X
) �� ���

� /& )& |Σ| )&�& )( ', '/& .&'& )� *-�-' ,� ' /& ��' )*� Σ
� � & � )*'& ~X ∼ +

(µ, Σ)
� 	,��� )*(, -,� ����' *, -( � �� ����& �� �� �-. � �� (/,� ( ' /�' ' /& ��''& ) *( � �& -& )� �*��' *, - ,� ' /& �,)�& )�

� /& � � �' *
� )*�'& 
& )( *, - /�( ' /& �,
� )*�-�& ��' )*� Σ *- ����& ,� ' /& (�� ��) 
�)*�-�& σ2 ��, �&�,�& �,)& ��� *�*� ) � *' / '/& �� �' *
� )*�'& +,)�� � . *(' )*��' *, - 	 �& �&� *- � *' /'/& ��(& � /& )& '/& �,
� )*�-�& ��' )*� *( . *��, -� ��

Σ =








σ2
1 0 0 · · ·
0 σ2

2 0 · · ·
0 0

� � � ������ ��� · · · σ2
n








�- '/*( ��(& '/& � , *-' .&-( *'� *(
p ~X(~x) =

1

(2π)n/2|Σ| 12
e−

1
2
(~x−µ ~X

)tΣ−1(~x−µ ~X
)

=

(
1√
2π

)n n∏

i=1

(
1

σi

)

e
− 1

2

Pn
i=1

(xi−µi)
2

σ2
i

=

n∏

i=1

(
1√
2πσi

e
− 1

2

“

xi−µi
σi

”2
)

,

' /& �), .��' , � n (&��)�'& , -& . *�&-( *, -� � +,)�� � .&-( *' *&( 	 , -& �,) &��/ . *�& -( *, - �� /& )&�,)& '/&
Xi �( � )& *-.&�& -.&-' �-. +,)�� ��� . *(' )*��'&. 	 � *' / Xi ∼

+
(µi, σi)

� � �(,
(&& ��& )� *(& �� �

� /&- σ1 = · · · = σn = 1 	 ' /& - Σ *( ' /& n
�. *�&-( *, -� � *.&-' *'� ��' )*� In

� � /&- 	 *-�.. *' *, - 	 µ1 = · · · = µn = 0 	 ' /& - ~X ∼ +
(0, In)

�-. ~X *( (� *. ', /�
& '/& " �������
n4� � ��" ���� � ��� � � � �" �� ������� �+,'&

� �,) '�, � )� *' )� )� )�-.,� 
� )*���&( X1

�-. X2 	 X1 ⊥ X2 *���*&( Cov(X1, X2) =
0 � ��' Cov(X1, X2) = 0 ., &( -,' *���� X1 ⊥ X2

� �,�&
& )	 *� X1

�-. X2

� )&
� , *-' �� +,)�� ��� . *(' )*��'&. '/&- '/& *���*��' *, - *( ' )�& � ��& � *� (X1, X2) ∼ +

(µ, Σ)�-. Cov(X1, X2) = 0 	 ' /& - X1 ⊥ X2
� �- ���' 	 (,�&'/*-� (' ), -�& ) *( ' )�& 	 �( )&�,).&.

*- '/& -&� ' ' /&,)&� �
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01�� 2�� � �3
 � !� � ~X = (X1, . . . , Xn) ∼ �(µ, Σ) �����
Σ

��" ��� "�4�� ���� � �� �4
� ��� ��� � $��

Σ =








Σ11 012 · · · 01m

021 Σ22 · · · 02m��� ��� � � � ���
0m1 · · · 0mm−1 Σmm








����� Σii �" �� ni×ni  � �� �� � 0ij �" �� ni×nj � ���� � $ � �" ���∑m
1 ni = n

� ��������� ~X

�� ��� $�� � ��� Σ
��� ��5�� ~Yi

�" � ~Y1 = (X1, . . . , Xn1)� ~Y2 = (Xn1+1, . . . , Xn1+n2)� � � � �
~Ym = (Xn1+···+nm−1+1, . . . , Xnm)

��� νi

�" � ν1 = (µ1, . . . , µn1)� ν2 = (µn1+1, . . . , µn1+n2)�� � � � νm = (µn1+···+nm−1+1, . . . , µnm)
� ����

# � ��� ~Yi

�" ��� ����� ����� � � $ ���� � ����� ���
� � ~Yi ∼ �(νi, Σii)

� ��� $� � /& ' )�-(�,)��' *, - ~X → (~Y1, . . . , ~Ym) *( � �(' ' /& *.& -' *'� ' )�-(�,)��' *, - 	 (,

p~Y1,...,~Ym
(~y1, . . . , ~ym)

= p ~X(~y1, . . . , ~ym) =
1

(2π)n/2|Σ| 12
e−

1
2
(~y−µ)tΣ−1(~y−µ)

=
1

(2π)n/2
∏m

i=1 |Σii|
1
2

e−
1
2

Pm
i=1(~yi−νi)tΣ−1

ii (~yi−νi)

=

m∏

i=1

1

(2π)ni/2|Σii|
1
2

e−
1
2
(~yi−νi)

tΣ−1
ii (~yi−νi)

�, �&� )- �,)& ��,�' ' /& �� �' *
� )*�'& +,)�� � .&-( *'�	 �,, � �' ' /& �� )
&( , - � /*�/ p ~X*( �, -('�-' � *�& �	 {~x : p ~X(~x) = c} �,) (,�& �, -('�-' c
� � /& .&-( *'� .&�&-.( ,- '/&

xi �(' /),��/ '/& ���. )�' *� �,)� (~x− µ)tΣ−1(~x − µ) 	 (, p ~X *( �, -('�-' � /& )& '/*( ���. )�' *�
�,)� *( �, -('�-' � ��' � /&- Σ *( . *��, -� �	 (~x − µ)tΣ−1(~x − µ) =

∑n
1 (xi − µi)

2/σ2
i (,

p ~X(~x) = c *( ' /& &���' *, - ,� �- & ��*�(, *. �& -'& )&. �'
µ

�-. � *' / &��&-' )*� *' *&( .&'& )� *-&.�� ' /& )�' *,( σi/σj
�

� /�' ., &( '/*( .& -( *'� �,,� �*�&� �' *( &�( *&(' ', �-(�& ) ' /�' ��&(' *, - *- '�, . *�&-�
( *, -( �  *�� )& � �� (/,� ( ' /)&& � *
� )*�'& +,)�� � .&-( *' *&( � � /& �&�'�/�-. �, ��� - (/,� (
�,-',� ) ��,'( , � ' /& � *
� )*�'& .&-( *' *&( � ' /& )*�/'�/�-. �, ���- (/,� ( (����&( � ),� ' /&
� , *-' . *(' )*��' *, -( � �- � �� ��(&( 	 E[X1] = E[X2] = 0

� �- '/& ',� ),� 	 σX1 = σX2 = 1 � *-
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' /& (&�, -. ),� 	 σX1 = 1; σX2 = 2 � *- ' /& '/*). ),� 	 σX1 = 1/2; σX2 = 2
� � /& ('�-.� ).

.&
 *�' *, - *( � (�� �& �� )��&'& )	 (, �/�-� *-� ' /& �� � �(' �/�-�&( '/& (�� �& ,� ' /& )�-.,�
� )*���& � � /�' �( � /�' � *
&( '/& (&�, -. �-. '/*). ),� ( �,)& 
& )' *�� � (�)&�. '/�- '/& � )(' 	�-. ���&( '/& '/*). ),� �,)& /,)*�, -'� ��� (���(/&. '/�- '/& � )(' �-. (&�, -. �
 *�� )& � �� ��( �), .��&. � *' / '/& �, ��,� *-� � �, .& �
��� � 	���%
� �& �� � ' � & �� � ����� �� � ��� $
� � �� $�� ��# # �����.
����� �� $�� ��# # �����.
���
��� �� �� �� ��	 � � �  �  � �
��� �� �� �� ��	 � ��  �  � �
��� ��� �� ��� �� ��� ��� ��
������� � � �  ��  ��� ���  ��(	
� ��# #�  ��(	
� ��# #�  	�(�
 � ���� ����
�����$$(�� �� *�+ �  ����
�����$$(�� �� *�+ � �
$�	� �� �� �� ��	 � &��  �  � �
$�	� �� �� �� ��	 � &��  �  � �
� ��� � $�	� ��  $�	� ��  ��(	
� ��# #�  ��(	
� ��# #�  	�(�
 � �� �� ����
�����$$(�� �� *�+ �  ����
�����$$(�� �� *�+ �  � �.
 � �� �
��� �� �� �� ��	 � ��  �  � �
��� ��� �� ��� �� ��� ��� ��
������� � � �  ��  ��� ���  ��(	
� ��# #�  ��(	
� ��# #�  	�(�
 � ���� ����
�����$$(�� �� *�+ �  ����
�����$$(�� �� *�+ �  �
$�	� �� �� �� ��	 � &��  �  � �
� ��� � $�	� ��  $�	� ��  ��(	
� ��# #�  ��(	
� ��# #�  	�(�
 � �� �� ����
�����$$(�� �� *�+ �  ����
�����$$(�� �� *�+ �  � �.
 � �� �
��� �� �� �� ��	 � � �  �  �# �
��� ��� �� ��� �� ��� ��� ��
������� � � �  ��  ��� ���  ��(	
� ��# #�  ��(	
� ��# #�  	�(�
 � ���� ����
�����$$(�� �� *�+ �  ����
�����$$(�� �� *�+ � �
$�	� �� �� �� ��	 � &��  �  �# �
� ��� � $�	� ��  $�	� ��  ��(	
� ��# #�  ��(	
� ��# #�  	�(�
 � �� �� ����
�����$$(�� �� *�+ �  ����
�����$$(�� �� *�+ �  � �.
 � �� �



� ��� ����� ! ���

(a)

x1

x 2

−4 −2 0 2 4

−
4

0
2

4

−4 −2 0 2 4

−
4

0
2

4

(b)

x1

x 2

(c)

x1

x 2

−4 −2 0 2 4

−
4

0
2

4

−4 −2 0 2 4

−
4

0
2

4

(d)

x1

x 2

(e)

x1

x 2

−4 −2 0 2 4

−
4

0
2

4

−4 −2 0 2 4

−
4

0
2

4

(f)

x1

x 2

 *�� )& � ��
�
� *
� )*�'& +,)�� � .&-( *'�� E[X1] = E[X2] = 0

�
�� � � �$�

� σX1 = σX2 = 1
�

��� � ���
� σX1 = 1; σX2 = 2

�
�� � � �% �

� σX1 = 1/2; σX2 = 2
�

�� � � ��� � �� �
� �, -',� )( , � ' /& � , *-' .&-( *'���$� � �� � � �% �
� (����&( � ),� ' /& � , *-' .&-( *'��
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• � /& �, .& ���&( /&�
� �(& ,� ' /& ���' ' /�'
X1

�-. X2

� )& *-.&�& -.&-' �,) ���
�� ��� ��' *-� ' /& � , *-' .&-( *'� �-. ��� . )�� *-� )�-.,� (����&( �

• ��� �� ��� ��� �� � *& �.( '/& ����� � ������ ,� ��� �� �-. ��� �� � �' *( � ��' )*�� /,(& ij �' / & -' )� *( ��� �� *(+ � ��� �� *�+ �

+,� �&' �( (&& � /�' /���& -( � /&- Σ *( -,' . *��, -� �� %&'
Y ∼ +

(µ~Y , Σ~Y ) 	 (,

p~Y (~y) =
1

(2π)n/2|Σ~Y |
1
2

e−
1
2
(~y−µ~Y

)tΣ−1
~Y

(~y−µ~Y
),

�-. �&' ~X ∼ +
(0, In)

� ~X *( � �(' � �, ��&�' *, - ,� *-.&�& -.&-' +
(0, 1)

)�-.,� 
�)*���&( ��'( �� )
&( , � �, -('�-' .&-( *'� �)& � �(' (n−1)
�. *�&-( *, -� � (�/& )&( �& -'& )&. �' ' /& ,)*� *- �

�&� -& ~Z = Σ1/2 ~X + µ
� � & � *�� (/,� ' /�'

p~Z = p~Y 	 ' /& )&�,)& '/�' ~Z
�-. ~Y

/�
&'/& (��& . *(' )*��' *, - 	 �-. '/& )&�,)& '/�' �-� � � �' *
� )*�'& +,)�� � )�-.,� 
&�',) /�( ' /&
(��& . *(' )*��' *, - �( � �*-&� ) ' )�-(�,)��' *, - ,� � ('�-.� ). � � �' *
� )*�'& +,)�� � )�-.,�
&�',) � �, (/,� p~Z = p~Y

�& ����� � /&,)&� � �� � � /& ���,� *�- ,� ' /& ' )�-(�,)��' *, -
� ),� ~X

', ~Z *( |Σ|1/2 	 ' /& (��� )& ),,' ,� ' /& .&'& )� *-�-' ,� Σ
� � /& )&�,)& 	

p~Z(~y) = p ~X

(
Σ−1/2(~y − µ)

)
|Σ|−1/2

=
1√
2π

n e−1/2(Σ−1/2(~y−µ))t(Σ−1/2(~y−µ))|Σ|−1/2

=
1

(2π)n/2|Σ|1/2
e−

1
2
(~y−µ)tΣ−1(~y−µ)

= p~Y (~y)

� /& �)&�&. *-� )&(� �' (��( ' /�' �-� �� �' *
� )*�'& +,)�� � )�-.,� 
� )*���& 	 ~Y *- ,� ) -,'�' *, -��,
& 	 /�( ' /& (��& . *(' )*��' *, - �( � �*-&�) ' )�-(�,)��' *, - ,� � ('�-.� ). +,)�� � )�-.,�
� )*���& ��, (&& � /�' �� �' *
� )*�'& +,)�� � .&-( *' *&( �,, � �*�& *' *( &�( *&(' ', �,, � �' � . *�&-( *, -( � *�� )& � ��� (/,� ( ' /)&& � *
� )*�'& +,)�� � .&-( *' *&( � � /& �&�'�/�-. �, ���- (/,� ( �, -',� )��,'( ,� ' /& � *
� )*�'& .&-( *' *&( � ' /& )*�/'�/�-. �, ���- (/,� ( (����&( � ),� ' /& � , *-'
. *(' )*��' *, -( � �- � �� ��(&( 	 E[X1] = E[X2] = 0

�-. σ1 = σ2 = 1
� �- '/& ',� ),� 	

σ1,2 = 0 � *- ' /& (&�, -. ),� 	 σ1,2 = .5 � *- ' /& '/*). ),� 	 σ1,2 = −.8
�
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 *�� )& � ��� �
� *
�)*�'& +,)�� � .&-( *'�� E[X1] = E[X2] = 0 � σ1 = σ2 = 1

�
�� � � �$�

� σ1,2 = 0
�

��� � ���
� σ1,2 = .5

�
�� � � �% �

� σ1,2 = −.8
�

�� � � ��� � �� �
� �, -',� )( , � ' /& � , *-' .&-( *'���$� � �� � � �% �
� (����&( � ),� ' /& � , *-' .&-( *'��
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 *�� )& � ��� ��( �), .��&. � *' / '/& �, ��,� *-� � �,.& �
��� � 	���%
� �& �� � ' � & �� � ����� �� � ��� $
��� $ �� ��
$�	� $(�� �� &��
� � �� $�� ��# # �����.
��� $��� �� $�� ��# # �����.
��� $�
�(�	� �� ����� �  !  � �& � �� �
�(�	� *� + �� � �� � � ��
�(�	� *� + �� � �� �# �# ��
�(�	� *& + �� � �� � �� � �� ��
��� ��� �� 	��� (� �  !  ��� $  ��� $ �
��� � ( (� � �& �

�(� �� �(�	� *( +
�(� (�� �� $���� ��(� � ' 	��� (� (����$�
��� � � (� � ���� $ �
��� � � (� � ���� $ �

� �� � � � � *�+  �� *�+ �
��� ��� *� �+ �� � � � $��� ���� (���� ��(� �� � �

��� � � �# � � �� � ��� �(� (�� ��� � �
������� � � �  ��  ��� ���  ��(	
� ��# #�  ��(	
� ��# #� 

���%�����$
� 
����
�����$$(�� �� *�+ � 
����
�����$$(�� �� *�+ �  	�(�
������$ *��(��+ �

$�	� �� 	��� (� � �� ��	 � ��$�	� $(�� �  �  $�	� $(�� �
$�	� �� �(� ��� $�	�
� ��� � $�	� *� +  $�	� *� +  � �.
 � �� ��(	
� ��# #�  ��(	
� ��# #� 

����
�����$$(�� �� *�+ � 
����
�����$$(�� �� *�+ �  	�(�
������$ *��(+ �
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� & �, -� ��.& '/*( (&�' *, - � *' / (,�& '/&,)&�( ��,�' +,)�� � )�-.,� 
� )*���&( '/�'
� *�� �),
& �(&�� � ��'& ) �
01�� 2�� � �3� � �� � ~X ∼ �(µ, Σ) � � �� n4� � ��� ���� � ��� � � ����� �

�� ��� ��� �� � A
� � � $� �� ��� n �� n  � �� �� � ��� �� � Y = AX

� ���� Y ∼ �(Aµ, AΣAt)
�

� ��� $� �� � /&,)&� � �� ��� � �� �� 	
p~Y (~y) = p ~X(A−1~y)|A−1|

=
1

(2π)n/2|A||Σ| 12
e−

1
2
(A−1~y−µ ~X

)tΣ−1(A−1~y−µ ~X
)

=
1

(2π)n/2|A||Σ| 12
e−

1
2
(A−1(~y−Aµ ~X

))tΣ−1(A−1(~y−Aµ ~X
))

=
1

(2π)n/2|A||Σ| 12
e−

1
2
(~y−Aµ ~X

)t(A−1)tΣ−1A−1(~y−Aµ ~X
)

=
1

(2π)n/2|AΣAt| 12
e−

1
2
(~y−Aµ ~X

)t(AΣAt)−1(~y−Aµ ~X
)

� /*�/ �& )&�,�-*�& �( ' /& +
(Aµ, AΣAt) .&-( *'��

�� 2� ��� 2� � �3� � �� � ~X ∼ �(µ, Σ) � � �� n4� � ��� ���� � ��� � � ����� �
�� ��� ��� �� � A

� � � $� �� ��� n �� n  � �� �� � �� � b � � �
�
�
� ��� � $ ���� �� n� ��� �� � Y = AX + b

� ����
Y ∼ �(Aµ + b, AΣAt)

�
� ��� $� �&& ��& )� *(& �� �
�� 2� ��� 2� � �3� � �� � X1, . . . , Xn ∼ ����� � �(µ, σ)

� ��5�� S2 ≡∑n
i=1(Xi − X̄)2 � ����

X̄ ⊥ S2 �
� ��� $� �&� -& '/& )�-.,� 
&�',) ~Y = (Y1, . . . , Yn)t ��

Y1 = X1 − X̄

Y2 = X2 − X̄���
Yn−1 = Xn−1 − X̄

Yn = X̄

� /& �), , � �, ��,� ( ' /&(& ('&�( �
� � S2 *( � ��-�' *, - , - �� , � (Y1, . . . , Yn−1)

t � *�& � -,' � ��-�' *, - ,� Yn
�
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T ��� F � ��

� �
(Y1, . . . , Yn−1)

t ⊥ Yn
�

� � � /& )&�,)& S2 ⊥ Yn
�

� � ∑n
i=1(Xi − X̄) = 0

� � /& )&�,)& 	 (Xn − X̄) = −∑n−1
i=1 (Xi − X̄)

� � -. '/& )&�,)&

S2 =

n−1∑

i=1

(Xi − X̄)2 +

(
n−1∑

i=1

(Xi − X̄)

)2

=

n−1∑

i=1

Y 2
i +

(
n−1∑

i=1

Yi

)2

*( � ��-�' *, - , � (Y1, . . . , Yn−1)
t �

� �

~Y =
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~X ≡ A ~X

� /& )& '/& ��' )*� A *( .&� -&. �� ' /& �)&�&. *-� &���' *, - 	 (,
~Y ∼ +

(Aµ, σ2AAt)
� � /& � )(' n − 1

),� ( ,� A
� )& &��/ ,)'/,�, -� � ', '/& ��('),� � � /& )&�,)&

AAt =

(
Σ11

~0
~0t 1/n

)

� /& )&
Σ11

/�( . *�& -( *, - (n−1)× (n−1)
�-. ~0 *( ' /& (n−1)

�. *�& -( *, -� � 
&�',),� � �( � � /�( 	 �� � /&,)&� � ��� 	 (Y1, . . . , Yn−1)
t ⊥ Yn

�

� � , ��,� ( *��&. *�'& �� � ),� � �-. � �

� 0� ��3
t
�7�

F
� 968 59�;8 9< 76

� �� �� � ��
t � �	� ����� �
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t . ��� ����� �,- � ����� � /�- ��� �-� �-�� ��-�� ��,�� �/� ���- ,� � +, ��� � . ��� ����� �,- �	�� X1, . . . , Xn ∼ ����. � +

(µ, σ) � /� �� �,�/ µ
�-. σ

� �� �-�-,� - 	 �-. ����,��,� � �,� � �� �, ��� ����� µ
�

µ̂ = X̄ �� � ��-� ���� ��� ����, � � ��� ������-� . ��� ����� �, - ��
X̄ ∼ +

(µ, σ/
√

n)
, �	 ��� �
� ��-� ��	

X̄ − µ

σ/
√

n
∼ +

(0, 1)
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T ��� F � ��

� � �,� �. ���� �, ��� �/ �� ����� �, - �, �� �� �� /,� ���� ���� �� �� ��- ��� ����� µ
� � ��� ��-� ���� ��- ��� ����� µ �, � ��/ �- ��,�� ±2σ/

√
n

�,�� ,� �/� � ��� � ��� �/�� �� -,� �-
����. ���� �� ����� � �������-� ������� �� ., - �� �-,� σ

� �, �� ��� ����� σ
�� σ̂ =

(
n−1

∑
(Xi − X̄)2

)1/2 �-. ���

X̄ − µ

σ̂/
√

n
∼ +

(0, 1),

����,� ����� ��� � / �� ���� �, - .� ��
�� �/� ����� . ��� ����� �, - ,� (X̄−µ)/(σ̂/
√

n)
�-. ��������/,� �,, . �/� +, ��� � ����,� ���� �, - �� � � � � ����.� �-,� � �,� 	, �, ����� � ��� �/��

X̄ ⊥ σ̂
� � /�, ��� � ��� � �
�� �/� . ��� ����� �, - ,� S2 = nσ̂2 =

∑
(Xi− X̄)2 �  ���� �� -��.� ����� �

����� � �3� � �� � V = V1 + V2
��� W = W1 + W2

����� V1 ⊥ V2
��� W1 ⊥ W2

� ��
V

��� W
��

�
� ��� �

� � � �� ���������� ��� �� V1
��� W1

��
�
� ��� �

� � � �� �� �������� ����
V2

��� W2
��

�
� ��� �

� � � �� �� ������� �

� ��� �� �� ��� ������ ���� ��� ��� ����� �� �� 	

MV2(t) = MV (t)/MV1(t)

= MW (t)/MW1(t)

= MW2(t)

01�� 2�� � �3� � �� � X1, . . . , Xn ∼ ����� � �(µ, σ)
� ��5�� S2 =

∑n
i=1(Xi − X̄)2 � ����

S2

σ2
∼ χ2

n−1.

� ��� �� 	��

V =

n∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

.
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� ��� V ∼ χ2
n

���
V =

n∑

i=1

(
(Xi − X̄) + (X̄ − µ)

σ

)2

=
n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

+ n

(
X̄ − µ

σ

)2

+ 2(X̄ − µ)
n∑

i=1

(Xi − X̄)

=
n∑

i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

+

(
X̄ − µ

σ/
√

n

)2

≡ S2

σ2
+ V2

� �� �� S2/σ2 ⊥ V2

��� V2 ∼ χ2
1

� ��� � ��� 	

V =

n−1∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

+

(
Xn − µ

σ

)2

≡ W1 + W2

� �� �� W1 ⊥ W2 	 W1 ∼ χ2
n−1

��� W2 ∼ χ2
1

� ��� ��� �� �� ��� �� � �� ���� � �� 	���� � ��� �

��� ��
T ≡

√

n − 1

n

(
X̄ − µ

σ̂/
√

n

)

=

√
n(X̄ − µ)/σ

√

S2/(n − 1)σ2
.

� ��� �� 	� �� ����� � ��� ��� � ��� ��� � ��� 	 T ��� ��� � ��� ����� �� � ��
U/
√

V/(n − 1) � �� �� U ∼ �
(0, 1) 	 V ∼ χ2

n−1 	 ��� U ⊥ V
� � � �� � ��� ����� �� � �� �� ����

��� t � ��� ����� �� � � ��� n − 1 ��� ���� �� � ������ � � � � ���� T ∼ tn−1
� � ��� ��� � ���

�� ��
�� ��� ���� ����
���� ��� � �3� � �� � U ∼ �(0, 1)� V ∼ χ2

p � ��� U ⊥ V
� ���� T ≡ U/

√

V/p ∼ χ2
p

��
�

���� ���
pT (t) =

Γ(p+1
2

)p
p
2

Γ(p
2
)
√

π

(
t2 + p

)− p+1
2 =

Γ(p+1
2

)

Γ(p
2
)
√

pπ

(

1 +
t2

p

)− p+1
2

.

� ��� �� ��� ��
T =

U
√

V/p

��� Y = V

� � ���� ��� � ������ ���� �� � (U, V ) → (T, Y ) 	 � �� ��� � � ��� ���� ��� �� (T, Y ) 	 ��� ����
��� ���� ��� � ���� ��� �� T

� � �� ��
� ��� � ������ ���� ��� ��

U =
XY

1
2

√
p

��� V = Y



� �� �
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� �� ����� ��� ��
∣
∣
∣
∣

dU
dT

dU
dY

dV
dT

dV
dY

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

Y
1
2√
p

TY −

1
2

2
√

p

0 1

∣
∣
∣
∣
∣
=

Y
1
2

√
p

� �� � � ��� ���� ��� � � (U, V ) ��

pU,V (u, v) =
1√
2π

e−
u2

2
1

Γ(p
2
)2

p
2

v
p
2
−1e−

v
2 .

� �� ���� �� ��� � � ��� ���� ��� � � (T, Y ) ��

pT,Y (t, y) =
1√
2π

e−
t2y
p

1

Γ(p
2
)2

p
2

y
p
2
−1e−

y
2

y
1
2

√
p

��� ��� �� �� ��� � ���� ��� � � T ��
pT (t) =

∫

pT,Y (t, y) dy

=
1√

2πΓ(p
2
)2

p
2
√

p

∫ ∞

0

y
p+1
2

−1e−
y
2
( t2

p
+1) dy

=
1

√
πΓ(p

2
)2

p+1
2
√

p
Γ(

p + 1

2
)

(
2p

t2 + p

) p+1
2

×
∫ ∞

0

1

Γ(p+1
2

)
(

2p
t2+p

) p+1
2

y
p+1
2

−1e
− y

2p/(t2+p) dy

=
Γ(p+1

2
)pp/2

Γ(p
2
)
√

π

(
t2 + p

)− p+1
2

=
Γ(p+1

2
)

Γ(p
2
)
√

pπ

(

1 +
t2

p

)− p+1
2

.

 �� � �� � �� �� ���� � ��� t ���� ��� �� � � 	 � 	 �� 	 ��� �� ��� ���� �� � ������ 	 ��� ����
(0, 1) ���� ���� � �� ��� �� ���� �� ���� � ��
� � � ��

t ���� �� ��� � �� �� ����� � ��� ������ ��� ����� � 	 ��� ��
� ���� ���� �� ���� ��� �� ��� �� �� ���� �� ��� �� ��� ���� ��� �
(0, 1) ���� ����

� � �� ��� ��� �� 	 �� p → ∞ 	 ��� tp ���� ��� ����� �� �� �������� ��� �
(0, 1) ���� ����

�� �� ����� ����� �� �� ����� � ��� ��� �� ��� �� ��
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 �� � �� � ��� � t ���� �� ��� �� � ��� � ��� ���� �� � ������ ��� ��� �
(0, 1) ���� ���



� �� � �� ��� ���� � ��

 ��� �� � �� �� ��� �������� � ��� ��� �� ���� ��� �� ����� �
� �� $�� � �#  #  �����.
 ��� �
��� $ �� �� (�� � �� �� ��  �� �� , �  �� �� ���  �� �� �, � 

�� ��	 �� � �
	��� ��� � �  ��� $  ����
 �� �  ����
 ���� $(�� �  ����
 �� � 

���
� �� �# ��  ���
 � �
������ � �
 �#  �
 �,  ���
� �� �# �� 

������
� � ��$�� ���� 
 �  � �� , �� �, �� 
� ��	�� � � �

�� ��� ��� ��� ��� � � ���� �� � � �� �� �� �� �� ��� ����� ��� √
n(X̄ − µ)/σ̂

��� � �
(0, 1)

� ��� ����� �� � 	 � ����� ����� ��� � ��� ��� � ��� �� ��
�� ��� ���� ��� �� ��� �� ����� ����� ���√
n − 1(X̄ −µ)/σ̂ � � ��� ��� �

tn−1 � ��� ����� �� � 	 ����� ���  ��� �� � �� �� ���� � ��� � �� ����
����� � ��� ����� �� �� � �� � � ��

t � ��� ����� ��� ��� � ����� �� �� �� ������ ���� ��� �
(0, 1)

� ��� ����� �� � 	 ��&��� ��� ��� ���� ���� σ
��� �� �� ��� ������ � ��� � ��� n �� �� ��� 	 ��� �� ��� σ �� �� �� ��� ������ 	 ���� ��� ��� � ��� ����� �� �� � �� ��� � �� ����� ��� ���� T ∼ tp 	 ����

E[T ] =

∫ ∞

−∞
t

Γ(p+1
2

)

Γ(p
2
)
√

pπ

(

1 +
t2

p

)− p+1
2

dt �� ���

�� ��� ��� �� �� t → ∞ 	 ��� ����� ���� ����
�� ���� t−p � ����� � �� �� ����� ����� �� ��� � � ��
�� p > 1

� � ��� ��� t1 � ��� ����� �� � 	 � ��� ���� � �� ��� ������ � �� �� ������� 	 ��� �� ���� �
� ��� p > 1 	 E[T ] = 0 	 �� ������ ��� �� � � �� ��� � ��� ����� 	 ��� tp � ��� ����� ��� ��� �

� ������ �� ��� � � �� �� p > 2

� � ��� p > 2 	 ���� Var(T ) = p/(p − 2)
� �� ���� �� �	 T

����
k
��� ������ �E[T k] < ∞� �� ��� � � �� �� p > k

�

� �� �� ���
F � �	� ����� �
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��� ���� ��� ��� ���� ���� �

� � � ����� ���� � �� � ���� �� � � � �������� �� ���� � �� ��� � ��� �� ��� ������ �� ��� ����
� ��� �� ��� � � �� ����������� �� ���� ���� � �

��� � �� ���� ����� �� � ��� �� ��� � �� � ���� � � ���� ��� � � �� ��� �� �� � ��������� ����� ���� ���� ���� ����� �� �� �� ���� � 
�� �� ��� ���� �� �
� �����
��� �� ��� �� �

��� � �� ���� ����� �� � ��� �� ��� � ��� ��� � ���� � � ���� ��� � � �� �� � �� �� � ��������� ����� ���� ���� ���� ����� �� � �� ���� �
��� � ���� ��� � � �� ��� �� �� � ��� ������ ����� ���� ��� ���� ����� ����� �� �� � ���

�� ��� � �� ��� � ��� ���� ��� ����� �� � �� ��� ���� �� ���� � � ��� �� 	 � ���� �
�� �� � �� �� � ��� ������ ����� ���� ���� ���������� ���� ����� �

� � � ���� ��� � ��� � ��� ����� ��� ��� ��� �� ��� �� ���� � ���� �� ��� �� ���� ��� ������
� ������� � �� �� ���� �� � �� ��� ��� � ��� �	 ������� �� ����� ���� ��� ���� � � ��� ����� �� �� 	����� � � �� �(3)
� � � ������� � � ����� ���� �� ���� �� �� 	 ����� � � � ��(n, p) � �� �� n = 13��� p �� ������ � ��

��� � �� ����� ���� �� ����� ��� �� � �������� �� ������ �� ��� � � ��� �� ����� ��
���� �

��� � �� ����� � � � �� � ��� ������ �� ����� �� �� ��� �� ��� � �� � ���� �� ���� ���
�� �� �� ���� �

��� � �� � � �� ������ �� � ���� �� �� 	 ��� ����� � � �� 	 � ��� �� ����� �� ���� ���
��� ��� 	 ����� ��� ��
� ��� ���� ��� �

��� � �� � � �� 	��� ������ � �
�� � ��� ����� 
��� ��� 	 ��� ����� � � �� ��
� ���
��� ����� �

��� � �� ������ � � �� ��� �� �� � � �� ������ �� 	��� � ������ �
� � � ������� ����� �� �($ �& � �#� ���� � � � ����� ��� � ��� � ����� ��� �

��� � ���� ��� � �� �� ��� � ��� ��� ������� � ��� �� ��� ����� �
��� � ���� ��� � � �������� ��� � �� �� � �� �� � � ��� ��� ������� � ��� �� ��� ����� �

� � ���� ��� � ��� ����� �� � � 
�� � ����� �� ���� �� �� �� ��� �� �� �
� �(λ)

� � �(3, 22) 	 ��� ���� ����� �� � ��� �� ������ �� ��� ���� � 	 ����� �� � ��� ���� ��� ��� �

�� ����� ��� �
�� ��� �� ��� ��� ����� ����� �� � ��� ��� � 
�� ��� � � ��� ��� � ���� ����� � ��� ��� ������ � � � ��� ��� �� ����� � �� ��� � �� 	 ��� � �� � � � �� ��� ���� 	 ���



� �� � �� ��� ���� ���

���� � � � � �� �
� ���� ������ �� � ��� ������� ���� �� �� ���� ��� � ��� ������ ��
��
 ��� �� � �� � ������� �

��� ��� ����� � � � � ���� ��� � ��
��� ��� ����� � � � � ���� ��� ����
��� ��� ����� � � � ���� ��� �� ��� � �� ��� � ��
��� ��� ����� � � � ���� ��� �� ��� � �� ��� ���� ����
��� ��� ������ � � � ��� �� ���� ��� � � ��� �� ����
�� � ��� ��� �� ���� � ������ �� � ��� �� ���� ��� � ��� � �� ����
��� ��� ���� � ������ � � � ��� �� ���� ��� � ��� ����
��� ��� � ��� ����� �� ��� ��� �� ��� �
�� ���
��� ��� ������ �� � ��� ��� �� � �� ����� � ��� ���� � ��� �� ���� �� � � ��� ��� � ��� � �����
�� � ��� ����� � � � � ���� ��� � �� ��� ������ ��� � ��� ��� �� ��� �� ��� � ����� ��� ��� ������

� � � �� ��� � ����� ��� ���� �� �� ��� ��� �� ��� �� � � �� ���� �� ���� ��� �� � 
�� ��������� ���� �� �� �� ��� ��� ����� � � � �� ��� 	 ���� � �� �� ��� � �� ���� ��� � �� �� �� ���
���� ��� ���� ��� � � � �� �� �� �� ��� ��& ����� ��� ���� ��� � � ��� ���� � �� �� � � ���� � �� �� �� 	 �� ��� ������ ���� ��� ��� 	 �� 	 ��� ��� �� �� ��� ���� � �� �	 ����� �� �� �	��� �
� � �� �	 ������� �
� ��� � ���� ��� � � ��� � ��� ����� �� � ���� ���� �� ���� �� ���
�� ���� ��� ������ 
� ������� � �� �� ���� �� � �� ��� ��� � ��� �	 ������� �� ����� ����
�
�� ����� � ��� ����� �� � � ����� � ��� �(3)

� � � ��� �(λ) � �� �� λ �� ������ � �� � � ����
�� ��� ��� �� ����� ����� � � ���� �� �� �� � �� ���� ��

��� � 	 ��� ����� � �� �� ��� �
� � �� � � � �� �������� �	 ����
��� � 	 ��� ����� � � � �� ��� �
� � ��� �� �������� �	 ����
��� 
 	 ��� ����� � �� ������ �
� � ��� �� �������� �	 ����
��� � 	 ��� ����� � �� � ���� �� �� � �� �� ������ ��� �� �� �� ������
��� � 	 ��� ����� � � � �� ���� ���� �� �� �� ������
�� � � 	 ��� � ��� 	 �� ��� �� 	 ��� �� � �� ��� � �� ��� ���� ��

� � �� ���� � 	�� ���� 	 � ��� ��� ���� � ��� ��� �� ��� ������� � � ��� � �� ������� �� �
������� � ���� ���� ���� � � �� ������� � �� ������� �� ��� ��� �� � �� �� ���� 	 �� � � ��������� ���� ���� �� �� ���� ��� � ��� ���� ��� �������� � �� ���� � �� ��� 	 ������



� �� � �� ��� ���� ���

��� ��� ��� �� ��� ����� �� �� � �� � ����� �� �� 	 ��� �� �� � ��� �������� � �� ����� ���� � ���� ����� � ��� �� ��� ��� �� ����� �� ��� ��� ���� ���� ��� � ��� ���� �� ��� ������� ��	�� � �� ��� ����� � � � ����� �� �� ����� �� ��� ��� ��� �� � ���� ��� � ������� ���
������� � ����� ��� � � �� �� �� ��� ����� �� �� ����� �� ��� ��� ��� � 	�� 
 �� ���
����� � �� ������� ����� ��� �� ��� ������� � �� ����� ���� � ������� �

��� � ��� �� � ���� ���� � �� � ��� � ��� ����� �� � �� � �
��� � ��� �� ��� �� �� �� �� �� � � ��� ����� �� � �� 
 � �
�� � �
��� � ��� �� ��� �� �� ��� � � ��� ����� �� � �� 
 �

��� �� ����� � ����� ����� �� �� � ��� � ��� ����� ����� 	 � ������ �� ��� ��� �� ��� ��� �� �� �
� � � ��
� � ��� ��� � ��� �� ��� ������ ���� ��� ��� ����� ���� �

�� � ��� � ��
� � ��� ��� � ��� �� � �� ��� E[Y 2] �� ��� ��� � ���� ���� ��� ���� �� ���
�� ��� ��� � ��� �
��� � ��
� � ��� ��� � ��� �� � �� ��� E[Y 2] �� ��� ������ ���� ��� ��� ����� �� �� �

�� � 	��� ����� � �� �� �� 	� ���� ��� ���� ���� ��%� ��"��� � �� ��� ���� ��� ����� � ��
������� �� � ���� �� � ������ �� ���� �� �� �� ���� ���� �� � �� ������� ��� � � ��� ����� ��� �� � �� �� �� �� 	 ������ ���� � �� �� �� �� ����� �

��� � ��� �� ��� �� ������ ����� � �� ������� �� � ���� �� � ������ �� �����
��� � ��� �� ��� �� ������ ���� � ����� � �� ������� �� ���� ������
��� � ��� �� � ���� ���� � �� � ��� ���� � ����� � �� ������� �� ���� ������
��� �� � ���� ������ �� ���� 	 ���� ������� � � ���� ��� ��
� ������� � � ���� �

� ���� � �� �� � �� ��� � �� �
� ����� �� �� �� � ��� ������ ����� ���� ���� � ��� ����������� �� � � ���� �� ��� � ���� �� ���� �
��� � ���� � �� �� � �� ��� � �� �
� ����� �� �� �� � ��� ������ ����� ���� ���� � ��� ����������� �� �� ��� � ���� � �
�� ���� ���� ������ �� ����� � ��� �

�� � 	 ����� � �� �
� �� ���	 � �� ��� �� �� ���� �� ��� ���� ��� ���� �
� � ���� �� �		 ������ ��	
������ �� ����� � ��� ����� ��� �� �� �� ��� �� �� ��� � ��� �� ��� �� ��������� �� ��
����� ��� ��� ������ � ����
� �	 ��� ������� ��� ����� �� ������� �� ����� ��� ��� ��
�� ��� �
�� ���� ������� �� ��� �
� �� �� �� ��� ����� � �� ����� ���� ��� �� �
� ��� ������� ��� ��� ��� �� ���� ������ ����� ���� �� ��� ����� �� � ����� ����� �� � ���� ��� ����� �	 ���� ��� �	 ���� � ������ ����� � �� ����� ���� ���� ���� �� �������� � � ��� ����� ��� �



� �� � �� ��� ���� ���

��� � ��� �� ��� ����� � ��� ����� �� � �� ��� ����� � �� ����� ���� ������ �� ��
����� �� �� �� ��� �� � ��� � �� ��� �� ������ 
� ��� ��� 
��������

��� � ��� �� � ���� ������ ���� �� � �� ��� � ��� ����� �� � �� ��� ����� � �� ����� ����
������ �� �� ����� �� �� ���� ��� ��� ��� �� � � ��� � ����� ����
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 ���� �� �� 	 � �� � ������ 
� ������ �� ��
���
�� �� �� ������� ���� ��� ������ ����� �� � � �� 	�� � ��� ����� �� � �

�� � ��� �� � � ��� ����� � ��� �� � ����� ��� �� ���� ��� ����� ������ ��� ���� � ��� ����� �� �������� �� � ����� ��� � ��� � �� ��� ���� �� � �� �� � ��� � �� ���� ������ �� �������
��� ��� ��� �� �� �� �� �� �� ���� � ��� �� ������ ��� � �� � � � �� 	��� ��� �� � ��� �� ����������� � � � ��� ����� �� �� ������ �� ����� ��� ��� �� ����� � ��� �� � ���� ��� ���������� �
�� ��� ��� �� � ����� ��� ����� ���� �� �� �� ��� ���� �� ����� ���� �� � ��� �� ����������
���� �� �
� ���� � � ��� � ������ ���� 	 � ��� � 
������� �� ��� � �� ����� �� �� � � ������� �� �� ��� �� ��� ���� �� 	 ��� ���� �� � ������ �� ��� ����� ���� �� �� �� ��
 �� �� � ���� ��� ����
� � ���� � ��� ����������� �
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���� ���� �� 	��� � ������ �
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� ����� ���� � ���� �� ���� ���� �� � � ��� �� ����� �
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� �	 �� � � �� � ��
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� ���� 	 �� �
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��� ��� ����� ��� �� �������� �� ��� ���� ��� �
� � ��� �� �� �� ���� �� ���� �
��� � �� � � ��� ��� � �� ��� � ��� ���� �� ���� � ��� �� � ����� �� ������ 	 ��� �����
� �� ����� � �� ���� ��� �� � 
�� � ��� �� � �
�� � �� ��� � �� ��� � ���� �� ����� ��� ��� �� �� �� ���� �

�� � ��� ���� �� ��� � �����
��� � ��� �� ��� � ������ �� � ��� ����

�� � �� �� ���� ��� ��� �

��� X ∼ �� �(λ)
�
Pr[X ≤ 7] =

�� ∑7
x=−∞ e−λλx/x!

��� ∑7
x=0 e−λλx/x!

���� ∑7
λ=0 e−λλx/x!

��� X
��� Y

� �� � ��� ������� �� ��� ���� � � ��� �� �� ���� �� �
Pr[X ≤ .5|Y ≤ .25] =

�� .5

��� .25

���� ��� �� �� �� � ��� ��� ���� ���� �� � � �
�� �
��� X ∼ �� ��� �(µ, σ2)

�
Pr[X > µ + σ]

�� �� �� �� ���� ��
��� �� ���� ���� ��
���� ��� �� �� �� � ��� ��� ���� ���� �� � � �
�� �

��� X1, . . . , X100 ∼
�
(0, 1)

�
X̄ ≡ (X1+· · ·+X100)/100

�
Y ≡ (X1+· · ·+X100)

�
	� ��� ����

�� Pr[−.2 ≤ X̄ ≤ .2]

��� Pr[−.2 ≤ Xi ≤ .2]

���� Pr[−.2 ≤ Y ≤ .2]

�
 � Pr[−2 ≤ X̄ ≤ 2]
 � Pr[−2 ≤ Xi ≤ 2]
 �� Pr[−2 ≤ Y ≤ 2]
 ��� Pr[−20 ≤ X̄ ≤ 20]
 ���� Pr[−20 ≤ Xi ≤ 20]

�� � Pr[−20 ≤ Y ≤ 20]



� �� � �� ��� ���� ���

��� X ∼ � ��(100, θ)
� ∑100

θ=0 f(x|θ) =

�� �
��� ��� ����� �� � �� ��� �� ���� �����
���� ��� �� �� �� � ��� ��� ���� ���� �� � � �
�� �

�� � X
��� Y

��
� � � ��� ���� ��� f(x, y)
�� ��� �� �� ������ � f(x) =

�� ∫ 1

0
f(x, y) dx

��� ∫ 1

0
f(x, y) dy

���� ∫ x

0
f(x, y) dy

��� X1, . . . , Xn ∼ �����
(r, λ)

��� � �� ����� ��� ����������� �
f(x1, . . . , xn) =

�� [λr/(r − 1)!](
∏

xi)
r−1e−λ

P

xi

��� [λnr/((r − 1)!)n](
∏

xi)
r−1e−λ

Q

xi

���� [λnr/((r − 1)!)n](
∏

xi)
r−1e−λ

P

xi

�� � ��  ��� �� � �� 	 ��� ����� ��� � ��� ���� ��� �� �� ��� � �� �� �� ��� � ���� �� ��� � �
� ��� � ��� �

� �� ������� � ���� ��� �� ��
� �
�� �

�� � � ��
� � ��� ��� � �� �

�� � � ��
� � 
� �� �� � � � ����� �� � � �� � � ���� ��� � 	�� k = 2
� ��� �� � ��� ��� � � ��� ����� Y1

��� Y2 ���� � ��� ��� � �� �� 	 �� ��
� ��� ���� ��� � ��� �� Y1 	 ��� ����� ��� �� �
�� � ��"�� ��� �# ��"� � 	� !##�" � !#& �!$%& !�"
� � � #��� �� !" � 	� !##�" � !#& �!$%& !�"
�� � ��� 	�� Y ∼ �

(1, n) � �� �� ��� �� ������ � n �� �� ������ � ��� �� �
� ������ ��������� �� ���� �
� Y = 6
�  ��� ��� � ���� � n̂

� � ��� � ���� ���� � �� ������
��� � � ��� y ∈ {1, 2, . . . , n} � ��� � �� p(y) ���� y 6∈ {1, 2, . . . , n} �

��� �� � � � �� � � � � �	 � ��� �� ���� ����� ���� � ��� ��� ����� �� ���� ��� �� ��� �
����� �� �� �� ���� �� ������ �
� �� � ��� � � ��� �	 ��� ����� �� �� �� � 	 � 	 � � � �
� �� � ����� ������ �� ��� ����� T 	 ��� ���� � ����� � �� �� ���� ����� ������ 	 �� ���� 	 ��� �� ��� � ����� �� �� ��� ����� ���� ��� ����� ��� � � ���� ��	
���� ����� �� �� ����� ��� ����������� �� �� ���� ���� � ��� ���� � �� ����� �� ���
�� ��� ���� �� �� �� ����� ��� � �� ��� � ���� � T̂ �

�� � 	�� Y
�� � �� �� ������ ������ 
� ������ 	 Y ∼ �(a, b)

�



� �� � �� ��� ���� ���

���  ��� E[Y ]
�

���  ��� Var(Y )
�

���  ��� MY (t)
�

�� � ��� �� ��� �� � � ��� ���� � ��� ����� �� � ���� �� �� ��� �� �� ��� ��� �� �
� ����	� ��� � ��� � � �� ���� �� ��� �� �� ���� � � ��� ����� ��� ���� �� � �	�� �� �� �� �(1,∞)
�

��� �� ��� �� � �� �� ������ � ��� ����� ��� ���� �� �� ��� �� �� ��� ��� � ����� � �� � �
� �� ���� �� ��� �� �� 	 ���� �� � �	�� �� �� �� �(−∞,∞)

�
�� � � ��
� � ��� ��� � ��� � � !"& � ��� ��� ������ �� � ��� ��� � ��� �
�� � 	�� x1, . . . , xn ∼ ����� � �(0, 1)

�  ��� ��� � ��� ����� �� � ��
x(n) 	 ��� ���	��� � ��� �

���� ��� �� �
�� � �� ��� � ���� �� � �����  �	� �� � ��� 	 �� ��� �� ��� �� ��� ������ 	


� ������� ��

�� �� 	
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�� � � ��
� � ��� ��� � ��� �
�� � � ��
� � ��� ��� � ��� �
�� � ��	� ��� ���� � ���� ��� n

�� ����� �� �� � �� ��� � ���� ��� � ��� � � ��	� �� � ��
� ��������� ��� �� ��� ������� ��
n ���� ���� �� �
� ����� �� ��� � ���� �� ��� � �� �� �� ������� ���� �� �� �� �� �� ��� ����� ��� � ����� �� � � 	�� X1 	 � � � 	 Xn

�� ����������� �� ��� ���
� ��� ������� ������ 
� ������� � ��� ����� µ1 	 � � � 	 µn

��� �� �� σ1 	 � � � 	 σn
�

��� � ���� ��� � ��� ���� ��� �� ���� Xi
�

��� � ���� ��� � ��� � � ��� ���� ��� ��
X1 	 � � � 	 Xn

�
��� ���� ���� ��� � � ��� ���� ��� ��� �� � ������ �� ��� �� �� �� �
��� �� � � �� �
��� �� ��
� ��� ���� 
���� � ��� ��
� ������ ��� ��� ��

X1 	 � � � 	 Xn
�

� � � � ��
� �� �� ��� �� � ��� �
�� � ���� 	 �� � �
� �� x ∈ R 	

lim
p→∞

ptp(x) =
1√
2π

e−
x2

2

� �� �� ptp(x) �� ��� t ���� ��� � ��� p ��	 ���� �� � ������ 	 �
� ������ �� x
� � ��� � ������ � ���	 �� �� ��� �� � �� � �� ������� �� ��� �� ��� � ��� ��� �� 
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�� �� ���� ��� �� �� ! ��� �� � � " � �� ���#��� $�#�� � ��# %$ ��� � � �� ��� �� � �& � �� ���$ �� ��'() ����$� ���� � #�	��� �$ ���� ���$� �#�	 ��	� �� �� ��#���� " � �� � �$� �� ���$�� �� ��'() #�$� ��� ��� �� � �$��� �� ���� �� � �� �#� �� � � ��� ��� #�$� ��� #���� ��� ��� �#������ ���	�� *�� ��	 �� �� ����� �� ��� �� ���  �� �� " � �+� ���� �� �# � �� �+ �$� � �+� ���� �� ����� ���  �� �� ! � ���� ��	 �$ ���� ���� ��  � ��� �� � � �$�� �� �� ��� ���  �� �� �� �,� " 	�� ���
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;@ $@#�=;: ĝ " . D: <:>= �; => > D@; ? =? / =C = <: 1 "1 �0 � ; D=$D � �>@ >D@; > D@; ;@ =>: $ ����# "�:� =�; =@ ?> < <@# ĝ � <: �( � � 
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S " / =C = <: 1 "� �?C ;D: �$$@#��?> =?C ;:�; >=CC:>; ; D�; Yt ≈ Yt−1 => � C@@ C #@ C: � <@<
;D: �B� C�;� " �=; ; D�; C@:>? A; >�=�<: ; =; D ;D: @ >: <��; =@ ? ;D�; ; D: Yt A> D��: �C:?: <� ��> =?$ <:�> =?C ; <: ?C "
3�4 / =?C � �=�?; =;�; =�: ;�> ;@ >D@; ; D: ; <: ?C "
3 4 6�> ; D> ; D: �B� �?� �>> => # =>>:C ;D: ; <:?C "
3$4 )#�<@�: ;D: �?� �>> => >@ =; A> $@ ?> =>;: ?; ; =; D ;D: ; <: ?C "

1 " / =C = <:> 1 "� �?C 1 "O �?C ;D: �$$@#��?> =?C ;:�; �?� �>!: ;D: �B� ; =#: >: <=:> �>
; D@=CD =; D�> ; D: >�#: >; <=$;= <: ; D<@=CD@=; ; D: :?; =<: ; =#: " �@:> ;D�; #�,:>: ?>:� . D=?, @ < �?C =#��:#: ?; >@#: ;�> @< =?�:>; =C�; =?C ; D:;D: < ;D: >; <=$;= <:@< ; D: >: <=:> $D�?C:> < <@# :�< �> ;@ ��;: "

� " /D@@>: @ ?: @< #@<: @< ; D: @;D: < �� 6;@ $, '� <,:;> ; D�; $@#: ; =; D ;D: �B� C�;� ")?�:>; =C�;: ; D:;D: < =; D�> ; D: >�#: >; <=$;= <: �> ; D: �B� "
O " 3�4 '�,: � ���=> = �: �?� �>> => @< ; D: �J �=?C � =>:�>: C�;� "

3 4 " D�> ; D: ;D<:: C�;� >:;> ����� 
 ! $���� 
 ! �?C ����� 
 ; D=$D � <: ; D:
;@;� � C:�; D> ! ; D: C:�; D> @< <:#� �:> ! �?C ;D: C:�; D> @< #� �:> " �@ ;D: C:�; D> @<
<:#� �:> �?C #� �:> <@ ��@; > =# =��< C =>; <= =; =@ ?� � ��;;: <?>� �=>; =<> >@= < �?>;: <"

5 " '�,: � ���=> = �: �?� �>> => @ < ; D: � <:> =C: ?;> ���<@�� � <�; =?C> "
�
 " 3�4 '�,: � ���=> = �: �?� �>> => @< ; D: �J C <=�: <> C:�; D> "

3 4 B$$@<C =?C ;@ " ! �/@#�= �>@<> ;:� <=?C @< >:�;  : �;> ;�> =?; <@ C=$:C @ ? � � ��?�5O� "� � =C ; D�; :+:$; ; D: ?=# : < @< C:�; D>� �=>; =<> >@= < �?>;: < "
3$4 )> ; D: ?=# : < @< C:�; D> <: ��;:C ;@ ;D: ?=# : < @< , =�@#:;: <> C <=�: ?� 3�>: ;D:��<=� �: 4� 
 =? ; D: �������� 
 C�;� >:; "4 �=>; =<> >@= < �?>;: < "
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 ��
 ���

� �� 3 �� 4� �+ ��� �� �+�+ ��+ ���
� �� ��  !" #$%&#'

/@ ?> =C: < ; D: <@ ((@; =?C ;;@ <)*;> +
� + �:; Y1, . . . , Yn ∼ =+=+C + �@ =(λ)

+ /D),;: < 0 - ��: <* =>: 1 >D@;:C ;D); `(λ) C:,:?C>@ ? (> @? ∑Yi )?C ?@; @ ? ;D: >,:* =R* .) (=:> @< ; D: =?C =. =C=) ( Yi A> +
/ + �:; Y1, . . . , Yn ∼ =+=+C + �� ,(λ)

+ /D),;: < / - ��: <* =>: �5 >D@;:C ;D); `(λ) C:,:?C>@ ? (> @? ∑Yi )?C ?@; @ ? ;D: >,:* =R* .) (=:> @< ; D: =?C =. =C=) ( Yi A> +
0= <; D: <- > =?*: `(λ)

�=)?; =R:> D@; >; <@ ?C (> ; D: C);) >=,,@<; :)*D .) (=: @< λ
- @;D: <

)>,:*;> @< y ) <: =<<: (:.)?; + 0@< =?<: <:?*: )1@=; λ =; >=� *:> ;@ 2?@; `(λ)
- )?C ;D: <:<@<:

=; >=� *:> ;@ 2?@; ∑Yi

+ /: C@?A; ?::C ;@ 2?@; ; D: =?C =. =C=) ( Yi A> + /: >)> ; D); ∑Yi=> ) >=� * =: ?; >;); =>; =* <@< λ
+

6:*; =@ ? � +� +� :�)3 =?:> ;D: C: ?: <) ( *@ ?*:,; @< >=� * =: ?*>+ /: ;@<2 =? ; D: *@?;:�; @<
) ,) <)3:; <=* <)3 =(>+ 4 D: =C:) @ < >=� * =: ?*> => <@<3) (=!:C =? �:R ?=; =@ ? � +� +
7�5 1
6 
� 1 7 � � �:; {p(· | θ)} 1: ) <)3 =(> @< ,<@1)1 =(=;> C:?> =; =:> =?C:�:C 1> ) ,) <)3:;: <
θ
+ �:; y = (y1, . . . , yn) 1: ) >)3,(: < <@3 p(· | θ) <@< >@3: =?2?@; ? θ

+ �:; T (y) 1: )>;); =>; =* >=*D ;D); ; D: � @ =?; C =>; <=1=; =@ ? <)*;@<> )>
∏

p(yi | θ) = g(T (y), θ)h(y).

<@< >@3: <=?*; =@ ?> g )?C h
+ 4 D:? T => *) ((:C ) -?8 @ .,* ' - '& '.- '.@ 9() θ

+

�K�
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4 D: =C:) => ; D); @ ?*: ;D: C);) D).: 1:: ? @1>: <.:C - h(y) => ) *@?>;)?; ;D); C@:>

?@; C:,: ?C @ < θ
- >@

`(θ) ∝ ∏ p(yi | θ) = g(T, θ)h(y) ∝ g(T, θ)
+ 4 D: <:<@<: - =? @<C: < ;@2?@; ; D: (=2: (=D@@ C <=?*; =@ ? )?C 3)2: =?<: <:?*: )1@=; θ

- ;: @ ? (> ?::C ;@ 2?@; T (y)
-

?@; )?>; D=?C : (>: )1@=; y
+ 0@< @= < �@ =>>@ ? )?C �� ,@ ?:?; =) ( :�)3,(:> ;: *)? ;)2:

T (y) =
∑

yi

+
0@< ) 3@<: C:;) =(:C (@@ 2 ); >=� * =: ?*>- ; D=?2 @< C:?: <); =?C ; D<:: �: <?(θ) ; <=) (>

y ≡ (y1, y2, y3)
+

y *)? 1: C: ?: <);:C - @1. =@=> (>- 1> C:?: <); =?C y1, y2, y3

>:�=: ?; =) ((>+4 D: ,@>> =1(: @=;*@3:> )?C ;D: =< ,<@1)1 =(=; =:> ) <:

(0, 0, 0) (1 − θ)3

(1, 0, 0)
(0, 1, 0) θ(1 − θ)2

(0, 0, 1)

(1, 1, 0)
(1, 0, 1) θ2(1 − θ)
(0, 1, 1)

(1, 1, 1) θ3

�=; y *)? ) (>@ 1: C:?: <);:C 1> ) ;;@�>;:, ,<@ *:C= <: �
� + :?: <);: ∑ yi = 0, 1, 2, 3

; =; D ,<@1)1 =(=; =:> (1 − θ)3 - 3θ(1 − θ)2 - 3θ2(1 − θ)
-
θ3 -

<:>,:*; =.: (>+
/ + 3)4 �< ∑ yi = 0

- C:?: <);: (0, 0, 0)

314 �< ∑ yi = 1
- C: ?: <);: (1, 0, 0)

-
(0, 1, 0)

- @< (0, 0, 1)
:)*D ; =; D ,<@1)1 =(=;> ��� +

3*4 �< ∑ yi = 2
- C: ?: <);: (1, 1, 0)

-
(1, 0, 1)

- @< (0, 1, 1)
:)*D ; =; D ,<@1)1 =(=;> ��� +

3C4 �< ∑ yi = 3
- C:?: <);: (1, 1, 1)

�; => :)>> ;@ *D:*2 ; D); ; D: ;;@�>;:, ,<@ *:C= <: C: ?: <);:> :)*D @< ; D: O ,@>> =1(: @=;*@3:>; =; D ;D: >)3: ,<@1)1 =(=; =:> )> ; D: @1. =@=> >:�=: ?; =) ( ,<@ *:C= <: + 0@< C:?: <); =?C y ; D:
;;@ ,<@ *:C= <:> ) <: :�= =.) (: ?; + �=; =? ;D: ;;@�>;:, ,<@ *:C= <: - @ ? (> ; D: R <>; >;:, C:,:?C>@ ? θ

+ 6@ =< ;: ;)?; ;@ =>: ;D: C);) ;@ (:)<? )1@=; θ
- ;: @ ? (> ?::C 2?@; ; D: @=;*@3: @<

; D: R <>; >;:, + 4 D: >:*@ ?C >;:, => =<<: (:.)?; + �+: +- ;: @ ? (> ?::C ;@ 2?@; ∑ yi

+ �? @;D: <;@<C> -∑ yi => >=� * =: ?; +
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0@< )? :�)3,(: @ < )?@;D: < ;>,: - (:; y1, . . . , yn ∼ =+=+C + �(0, θ)

+ / D); => ) >=� * =: ?;>;); =>; =*�
p(y | θ) =

{
1
θn =< yi < θ <@< i = 1, . . . , n

0
@;D: <; =>:

=
1

θn
1(0,θ)(y(n))

>D@; > ; D); y(n)

- ; D: 3)� =3 =3 @< ; D: yi A> - => ) @ ?: C =3: ?> =@ ?) ( >=� * =: ?; >;); =>; =* +

�0	 � �� 7 �$: ����� ��� $$ � ���: � ��& �: ��:8� ��& � ���& ��� ������� ���� ��� ������ :�&� ������ ����� ��:���������� ���& � # $ #� #� ��� :�&� ��� ���� �� � � # # # # ��� 	 ����� ��:��� ��
����& ���

T
� ��� ����� :�&� �� �� � ��& �: ��:8� �:� ��� � �� ���� � ��� ������ :�&� ����� ��'����� ��:8� # 
�� 6%������ �� �: ���'��� � # 	 ���&� ���� ��:8� ���� ��'�����

�:��' �:��:��� �� ���� ����� �:� ���� ��� ��:8� ���� �7����� ��8��� �� � � ��'����� #
��

x1, . . . , xn

� � ��� ������ :�&� ��� �� ��� ��'����� ��:8� # ���: x(n)

�� � ��� ���:�
��������� # $:����:�� ����� ��� ����� :�&� �� �� � ��& �: ��:8� ������ � � ����� �:

x(n)�:� :�� �: �:� ����� ��' ��� �� ��� ���� #
6@3:; =3:> >=� * =: ?; >;); =>; =*> ) <: D=CD: < C =3:?> =@ ?) (+ �:; y1, . . . , yn ∼ =+=+C + )3(α, β)

+
4 D:?

∏

p(yi |α, β) =
∏ 1

Γ(α)βα
yα−1

i e−yi/β =

(
1

Γ(α)βα

)n (∏

yi

)α−1

e−
P

yi/β

>@
T (y) = (

∏
yi,
∑

yi) => ) ;;@ C =3:?> =@ ?) ( >=� * =: ?; >;); =>; =* +6=� * =: ?; >;); =>; =*> ) <: ?@; =?=�=: + �< T = T (y) => ) >=� * =: ?; >;); =>; =* - )?C =< f => )��� <=?*; =@ ? - ; D: ? f(T ) => ) (>@ >=� * =: ?; + 6@ =? ;D: �@ =>>@ ? - �� ,@ ?:?; =) (- )?C �: <?@= ((=:�)3,(:> ; D: <: ∑ yi
;)> >=� * =: ?; - ȳ =

∑
yi/n => ) (>@ >=� * =: ?; + �=; ; D: ()* 2 @<=?=�=:?:>> => :.:? 3@<: >:.: <: + 4 D: ; D@ (: C);) >:; T (y) = (y) => )? n

�C =3:?> =@ ?) (>=� * =: ?; >;); =>; =* 1:*)=>:
∏

p(yi | θ) = g(T (y), θ)h(y)

; D: <: g(T (y), θ) = p(y | θ) )?C h(y) = 1
+ B (>@ - ; D: ()+,) - '& '.- '.@ T (y) = (y(1), . . . , y(n))=> )?@;D: < n

�C =3:?> =@ ?) ( >=� * =: ?; >;); =>; =* + B (>@ - =< T => )?> >=� * =: ?; @ ?: C =3:?> =@ ?) (>;); =>; =* ; D:? T2 = (y1, T ) => ) ;;@ C =3:?> =@ ?) ( >=� * =: ?; >;); =>; =* + �=; =; => =?;= =; =.: (>
* (:) < ; D); ; D:>: >=� * =: ?; >;); =>; =*> )<: D=CD: <�C =3: ?> =@ ?) ( ; D)? ?:*:>>) <>+ 4 D:> *)? 1:
<:C=*:C ;@ (@;: < C =3: ?> =@ ?) ( >;); =>; =*> ; D=(: <:;) =? =?C >=� * =: ?*>- ; D); => - ; =; D@=; (@> =?C
=?<@<3); =@ ? +
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4 D: 2:> =C:) =? ; D: ,<:*:C =?C ,)<)C <),D => ; D); ; D: D=CD C =3: ?> =@ ?) ( >=� * =: ?; >;); =>�

; =*> *)? 1: ; <)?><@<3:C =?;@ ;D: (@; C =3: ?> =@ ?) ( @ ?:> - 1=; ?@; �.@, �,)-& + � +C +- ȳ => )
<=?*; =@ ? @ < (y(1), . . . , y(n)) 1=; (y(1), . . . , y(n)) => ?@; ) <=?*; =@ ? @< ȳ

+ �:R ?=; =@ ? � +/ => <@<>;); =>; =*> ; D); D).: 1::? <:C=*:C )> 3 =*D )> ,@>> =1(: ; =; D@=; (@> =?C >=� * =: ?*>+
7�5 1 �6 ��1 7 � � B >=� * =: ?; >;); =>; =* T (y) => *) ((:C  .* . & A -?8 @ .,* ' =< - <@< :.: <> @;D: <>=� * =: ?; >;); =>; =* T2

-
T (y) => ) <=?*; =@ ? @< T2(y)

+
4 D=> 1@@2 C@:> ?@; C: (.: =?;@ 3:;D@C> <@< R ?C =?C 3 =? =3) ( >=� * =: ?; >;); =>; =*> + �?

3@>; *)>:> ;D: =>: < *)? <:*@C?=!: ; D:;D: < ) >;); =>; =* => 3 =? =3) ( >=� * =: ?; +
�@ :> ;D: ;D:@ <> @ < >=� * =: ?*> =3,(> ; D); >;); =>; =* =)?> ?::C (@@ 2 @? (> ); >=� * =: ?;>;); =>; =*> )?C ?@; ); @;D: < )>,:*;> @< ; D: C);)� �@; �= =;: + �:; y1, . . . , yn 1: 1 =?)<>

<)?C@3 .)<=)1(:> )?C >=,,@>: ;: )C@,; ; D: 3@C: ( y1, . . . , yn ∼ =+=+C + �: <?(θ) + 4 D:? <@<:>; =3); =?C θ
;: ?::C (@@ 2 @ ? (> ); ∑ yi

+ �=; >=,,@>: (y1, . . . , yn) ;= <? @=; ;@ 1:

0 0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸���	 
 �� 1 1 · · · 1

︸ ︷︷ ︸���	  �� ,

=+: +- 3)?> 
 A> <@ ((@;:C 1> 3)?> � A> + 6=*D ) C);)>:; ;@= (C *)>; C@=1; @ ? ;D: )>>=3,; =@ ?
;D); ; D: yi A> ) <: =?C:,: ?C:?; + �=CC =?C < <@3 ; D=> C);)>:; - =; (@@2> 3=*D 3@<: (=2: (> ; D);
; D: yi A> *@3: =? >; <:)2> + 6@ >;); =>; =* =)?> >D@= (C (@@2 ); ) (( ; D: C);) - ?@; � =>; >=� * =: ?;>;); =>; =*> - 1:*)=>: (@@ 2 =?C ); ) (( ; D: C);) *)? D: (, => * <:);: )?C * <=; =�=: 3@C: (> + �=;@ ?*: ) 3@C: ( D)> 1:: ? )C@,;:C - ; D: ? =?<: <: ?*: >D@= (C 1: 1)>:C @ ? >=� * =: ?; >;); =>; =*> +

� �� �� ��&� $��%&#'� � $�� � �&� �%�&���!��%� �����
M�1� ��6�1�� �:= <=>; =*) ((> >,:)2 =?C - )> ;: *@ ((:*; :.: < 3@<: C);) ;: >D@= (C 1: )1(:
;@ (:) <? ;D: ; <=; D :.: < 3@<: )**= <);: (>+ 4 D=> D:= <=>; =* => *),;= <:C <@<3) ((>- ); (:)>;
<@< ,) <)3:;: < :>; =3); =@ ? - 1> ; D: ?@; =@ ? @< @(*- .- ',*@� + 4@ >)> ; D:;D: < )? :>; =3);@< =>
*@?> =>;:?; ;: D).: ;@ C:R ?: =; <@< :.: <> >)3,(: > =!: + 4@ ;D); :?C - (:; Y1, Y2, · · · ∼ =+=+C + f
<@< >@3: =?2?@; ? C:?> =;> f D). =?C R ?=;: 3:)? µ )?C 6� σ

+ 0@< :)*D n ∈ N
(:;

Tn : Rn → R
+ �+: + Tn => ) <:) (�.) (=:C <=?*; =@ ? @< (y1, . . . , yn)

+ 0@< :�)3,(: - =< ;: A<:
; <> =?C ;@ :>; =3);: µ

;: 3 =CD; ;)2: Tn = n−1
∑n

1 yi

+
7�5 1 �6 ��1 7 �5 � 4 D: >:�=: ?*: @ < :>; =3);@<> T1, T2, . . . => >) =C ;@ 1: @(*- .- ',* ' 9() '",�&)& , ',) θ =< <@< :.: <> θ )?C <@< :.: <> ε > 0

+

lim
n→∞

P[|Tn − θ| < ε] = 1.
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0@< :�)3,(: - ; D: �); @ < �) <C: �=31: <> - 4 D:@<:3 � +�/ - >)>> ; D: >:�=:?*: @< >)3,(:

3:)?> {Tn = n−1
∑n

1 yi} => *@?> =>;:?; <@< µ
+ 6 =3 =() < (>- (:; Sn = N−1

∑

i(yi − Tn)2

1: ;D: >)3,(: .)<=)?*: + 4 D:? {Sn} => *@ ?> =>;: ?; <@< σ2
+ '@<: C:?: <) ((>- 3 +(+: +A> ) <:

*@?> =>;:?; +
� !��Q�	 7 � � �,' Y1, Y2, · · · ∼ .�.�+ � pY (y | θ) &*+ A, ' θ̂n

� , '",  �A�, � 9)( '", -& � A,
(y1, . . . , yn)

� �?)'",)� A, ' g
� , & @(* '.*?(?- 9?*@ '.(* ( 9 θ

� �",* � -?�� ,@ ' '( ),� ?A&).'�
@(*+.'.(*- � {g(θ̂n)} .- & @(*- .- ',* ' -,�?,*@, ( 9 ,- '. & '()- 9() g(θ)

�

� )(( 9� 4 D: ,<@@ < <:�= =<:> <:C = () <=;> *@ ?C =; =@ ?> <: (); =?C ;@ C =�: <: ?; =)1 =(=;> )?C ;D: =?;: <�
*D)?C: @ < =?;:C <) ( )?C C: <=.); =.: + �; => 1:>@?C ;D: >*@,: @< ; D=> 1@@2 +

/@?> =>;:?*> => ) C@@C ,<@,: <;> E @ ?: >D@= (C 1: ;) <> @< )? =?*@ ?> =>;: ?; :>; =3);@<+ 2?;D: @;D: < D)?C - *@ ?> =>;:?*> ) (@ ?: C@:> ?@; C =) <)?;:: ;D); ) >:�=: ?*: @< :>; =3);@<> =>@,; =3) (- @< :.: ? >: ?> =1(: + 0@< :�)3,(: - (:; Rn(y1, . . . , yn) = (bn/2c)−1(y1+· · ·+ybn/2c)
-

; D: 3:)? @ < ; D: R <>; D) (< @ < ; D: @ 1>: <.); =@ ?> + 3bwc => ; D: �(() @< w
- ; D: () <C:>; =?;:C: <

?@; C <:);: < ; D)? w
+4 4 D: >:�=: ?*: {Rn} => *@ ?> =>;: ?; <@< µ 1=; => ?@; )> C@@C )> ; D:>:�=: ?*: @< >)3,(: 3:)?> +

# �0� �; >::3> ?);= <) ( ;@ ;)?; ;D: >)3,(=?C C =>; <=1=; =@ ? @< )? :>; =3);@ < ;@ 1: *: ?;: <:C
) <@=?C ;D: ,) <)3:;: < 1: =?C :>; =3);:C + 4 D=> C:> =C: <);=3 => *),;= <:C <@<3) ((>- ); (:)>;
<@< *: ?;: <=?C =? ; D: >:?>: @ < :� ,:*;); =@ ? - 1> ; D: ?@; =@ ? @< � .&- +
7�5 1 �6 ��1 7 �9 � �:; θ̂ = θ̂(y1, . . . , yn) 1: )? :>; =3);@< @< ) ,) <)3:;: < θ

+ 4 D: �=)?; =;>
E[θ̂] − θ => *) ((:C ;D: � .&- @ < θ̂

+ B ? :>; =3);@< ; D@>: 1 =)> => 
 => *) ((:C ?*� .&- ,+ +
�: <: ) <: >@3: :�)3,(:> +

81 �1� �0��N ��6 �	06�Q �:; y1, . . . , yn ∼ =+=+C + �(µ, σ) )?C *@ ?> =C: < µ̂ = ȳ )> )?:>; =3);: @< µ
+ �:*)=>: E[ȳ] = µ

-
ȳ => )? =?1 =)>:C :>; =3);: @< µ

+
8 � �0��N ��6 �	06�Q �:; y1, . . . , yn ∼ =+=+C + �(µ, σ) )?C *@?> =C: <

σ̂2 = n−1
∑

(yi − ȳ)2
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)> )? :>; =3);: @< σ2 +

E[n−1
∑

(yi − ȳ)2] = n−1
E[
∑

(yi − µ + µ − ȳ)2]

= n−1
{

E[
∑

(yi − µ)2] + 2E[
∑

(yi − µ)(µ − ȳ)]

+ E[
∑

(µ − ȳ)2]
}

= n−1
{
nσ2 − 2σ2 + σ2

}

= σ2 − n−1σ2

=
n − 1

n
σ2

4 D: <:<@<: σ̂2 => ) 1 =)>:C :>; =3);@< @< σ2 + �; A> 1 =)> => −σ2/n
+ 6@3: >;); =>; =* =)?>

,<:<: < ;@ =>: ;D: =?1 =)>:C :>; =3);@ < σ̃2 = (n − 1)−1
∑

(yi − ȳ)2 +
8 � �0��N ��6 �	06�Q �:; x1, . . . , xn ∼ =+=+C + �(0, θ) )?C *@?> =C: < θ̂ = x(n) )> )? :>; =3);:@< θ

+ 3θ̂ => ; D: 3 +(+: +E >:: 6:*; =@ ? S +K +4 �=; x(n) < θ
E ; D: <:<@<: E[x(n)] < θ

E
; D: <:<@<: x(n) => ) 1 =)>:C :>; =3);@< @< θ

+
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�? <:) ( (=<: - C);) >:;> ) <: R ?=;: � (y1, . . . , yn)
+ �:; ;: @<;: ? ),,:) ( ;@ ;D: �); @< �) <C:

�=31: <> @ < ; D: /: ?; <) ( � =3 =; 4 D:@<:3 - 4 D:@<:3> � +�/ - � +�� - )?C � +�K - ; D=*D *@ ?*: <?
;D: (=3 =; @ < ) >:�=:?*: @ < <)?C@3 .)<=)1(:> )> n → ∞ + 4 D: D@,: => ; D); ; D:? n => () <C:
;D@>: ;D:@<:3> ; =(( ;: (( => >@3:;D=?C - ); (:)>; ),,<@� =3);: (>- ) 1@=; ; D: C =>; <=1=; =@ ? @<
; D: >)3,(: 3:)? + �=; ;: A<: <)*:C ; =; D ;D: �=:>; =@ ?> �

�@; () <C: => () <C:�� )?C �
�@;

* (@>: => ; D: ),,<@� =3); =@ ?��4@ ;)2: )? :�)3,(: - ;: 3 =C D; ;)?; ;@ ),,(> ; D: �); @< �) <C: �=31: <> @< ; D:
/: ?; <) ( � =3 =; 4 D:@<:3 ;@ ) >:�=:?*: Y1, Y2, . . .

@< <)?C@3 .) <=)1(:> < <@3 ) C =>; <=1=; =@ ?; =; D 3:)? µ )?C 6� σ
+ �: <: ) <: ) <:; =?>;)?*:> @< ; D: R <>; >:.: <) ( : (:3:?;> @< >=*D )>:�=: ?*: +
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;D=> :�)3,(: - µ = 0 )?C σ = 1

+ 4 D@>: ) <: ) <1 =; <) <> *D@ =*:> + � *@= (C D).: =>:C )?>
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√
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/:A<: =?;: <:>;:C =? ;D: <@ ((@; =?C �=:>; =@ ?> +
� + / =(( :.: <> >:�=: ?*: @ < Ȳi A> @< Zi A> *@ ?.: <C:� 4 D=> => ) �=:>; =@ ? )1@=; ; D: (=3 =;
) (@ ?C :)*D <@; @ < ; D: ) <<)>+

/ + �< ; D:> *@ ?.: <C: - C@ ;D:> ) (( D).: ;D: >)3: (=3 =;�
� + �< ?@; :.: <> >:�=:?*: *@ ?.: <C:> - ; D); < <)*; =@ ? @< ; D:3 *@ ?.: <C: E @< ; D); => ; D:

,<@1)1 =(=;> ; D); ) <)?C@3 (> *D@>: ? >:�=:?*: @< Ȳi A> @< Zi A> *@ ?.: <C:>�
K + 0@< ) R�:C n

- ; D); => ; D: C =>; <=1=; =@ ? @< Ȳn

@< Zn

+ 4 D=> => ) �=:>; =@ ? )1@=; ; D:
C =>; <=1=; =@ ? ) (@ ?C *@ (=3?> @< ; D: ) <<)>+

S + �@:> ;D: C =>; <=1=; =@ ? @ < Ȳn

@< Zn C:,: ?C @? n�
� + �> ; D: <: ) (=3 =; =?C C =>; <=1=; =@ ? )> n → ∞�
6@3: > =3,(: :�)3,(:> )?C ;D: 6; <@ ?C �); @< �) <C: �=31: <> - 4 D:@<:3 � +�� - )?>;: <

�=:>; =@ ?> � - / - )?C � <@< ;D: >:�=: ?*:> @< Ȳi A> + 4 D: /:?; <) ( � =3 =; 4 D:@<:3 - 4 D:@�<:3 � +�K - )?>;: <> �=:>; =@ ? � <@< ;D: >:�=: ?*:> @< Zi A> +
� + / =(( :.: <> >:�=: ?*: @ < Ȳi A> *@ ?.: <C:� �@ + 6=,,@>: ;D: >:�=:?*: @< Yi A> =>

1, 2, 3, . . .
+ 4 D:? {Ȳi} =?* <:)>:> ; =; D@=; (=3 =; )?C C@ :> ?@; *@ ?.: <C: +

/ + �< ; D:> *@ ?.: <C: - C@ ;D:> D).: ;D: >)3: (=3 =;� �@ + �: <: ) <: ;;@ >:�=: ?*:> @< Yi A> +
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4 D: *@<<:>,@ ?C =?C >:�=:?*:> {Ȳi} *@ ?.: <C: ;@ C =�: <: ?; (=3 =;> +

� + / D); => ; D: ,<@1)1 =(=;> @ < *@ ?.: <C: ?*:� 4 D: ,<@1)1 =(=;> @< *@?.: <C: ?*: => � + 4 D); A>; D: 6; <@ ?C �); @ < �)<C: �=31: <> + �? ,) <; =*= () <- ; D: ,<@1)1 =(=;> @< <)?C@3 (> C:;; =?C
) >:�=: ?*: ;D); C@ :>? A; *@ ?.: <C: - (=2: 1, 2, 3, . . .

- => 
 + �=; ; D: 6; <@ ?C �); @< �) <C:
�=31: <> >)>> :.: ? 3@<: + �; >)>>

P[ lim
n→∞

Ȳn = µ] = 1.

6@ ;D: ,<@1)1 =(=;> @< C:;; =?C >:�=: ?*:> >=*D )> 1, 1, 1, . . .
@< −1,−1,−1, . . . ; D);

*@ ?.: <C: ;@ >@3:;D=?C @;D: < ;D)? µ => 
 +
K + / D); => ; D: C =>; <=1=; =@ ? @ < Zn� /: *)??@; >)> =? C:?: <) (+ �; C:,:?C> @ ? ;D:
C =>; <=1=; =@ ? @ < ; D: =?C =. =C=) ( Yi A> +

S + �@:> ;D: C =>; <=1=; =@ ? @ < Zn C:,: ?C @ ? n� �:> - :� *:,; =? ;D: >,:* =) ( *)>: ; D: <:
Yi ∼ �(0, 1) <@< ) (( i +

� + �> ; D: <: ) (=3 =; =?C C =>; <=1=; =@ ?� �:> + 4 D); A> ; D: /:?; <) ( � =3 =; 4 D:@<:3 + �:C) <C (:>>@< ; D: C =>; <=1=; =@ ? @ < ; D: Yi A> - )> (@ ?C )> Var(Yi) < ∞ - ; D: (=3 =; - )> n → ∞ - @<
; D: C =>; <=1=; =@ ? @ < Zn => �(0, 1)

+
4 D: �); @< �) <C: �=31: <> )?C ;D: /: ?; <) ( � =3 =; 4 D:@<:3 )<: ; D:@<:3> )1@=; ; D:(=3 =; )> n → ∞ + / D:? ;: =>: ;D@>: ;D:@<:3> =? ,<)*; =*: ;: D@,: ;D); @= < >)3,(: > =!:

n => () <C: :?@=CD ;D); Ȳin ≈ µ )?C Zin ∼ �(0, 1)
- ),,<@� =3);: (>+ �=; D@; () <C: >D@= (C

n 1: 1:<@<: <: (> =?C @? ;D:>: ;D:@ <:3> - )?C D@; C@@ C => ; D: ),,<@� =3); =@ ?� 4 D: )?>;: <=> - ��' +,� ,*+- (* '", +.- ').�? '.(* ( 9 '", Yi

�- � + 4 D); A> ; D); ;: (@@2 ); ?:� ; +4@ =((=>; <);: - ;: C: ?: <);: >:�=:?*:> @< Yij A> < <@3 ;;@ C =>; <=1=; =@ ?> - *@3,=;: Ȳin A>)?C Zin A> <@< >:.: <) ( .) (=:> @ < n
- )?C *@3,) <: + 2?: C =>; <=1=; =@ ? => �

(0, 1)
E ; D: @;D: < =>

) <:*:?;: <:C )?C <:>*) (:C .: <> =@ ? @< �:(.39, .01)
+

4 D: �:(.39, .01) C:?> =;>- >D@; ? =? 0 =C = <: � +� - ;)> *D@>:? <@< =;> )>>33:; <>+ �; D)>
) 3:)? @< .39/.40 = .975 )?C ) .) <=)?*: @< (.39)(.01)/((.40)2(1.40)) ≈ .017

+ �; ;)>
<:*:?;: <:C )?C <:>*) (:C ;@ D).: ) 3:)? @< .5 )?C .) <=)?*: @< 1/12

- ; D: >)3: )> ; D:�
(0, 1) C =>; <=1=; =@ ? +
�: ?> =; =:> @ < ; D: Ȳin A> ) <: =? 0 =C = <: � +/ + B> ;D: >)3,(: > =!: =?* <:)>:> < <@3 n = 10

;@ n = 270
- ; D: Ȳin A> < <@3 1@;D C =>; <=1=; =@ ?> C:; * (@>: < ;@ ;D: =< :� ,:*;:C .) (=: @< 
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+ 4 D); A> /@<@ (() <> � +�
 ); ;@<2+ B ?C R ?) ((>- )>
n → ∞ - ; D: C:?> =; =:> C:; 3@<: �@<3) (+ 4 D); A> ; D: /:?; <) ( � =3 =; 4 D:@<:3 ); ;@<2+
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(0, 1) C =>; <=1=; =@ ? => * (@>: ;@

�@<3) ( :.:? <@< ;D: >3) ((:>; >)3,(: > =!: - ; D=(: ;D: C:?> =;> @< ; D: Ȳin A> C: <=.:C < <@3 ; D:�:
(.39, .01) C =>; <=1=; =@ ? => ;)> @� + 4 D); A> 1:*)=>: �

(0, 1) => >>33:; <=* )?C =?=3@ C) (-
)?C ;D: <:<@<: * (@>: ;@ �@<3) ( ;@ 1:C =? ; =; D - ; D=(: �:(.39, .01) => <) < < <@3 >>33:; <=* )?C=?=3@C) (- )?C ;D: <:<@<: <)< < <@3 �@<3) (- ;@ 1:C =? ; =; D + 6@ �:(.39, .01) ?::C> ) ()<C: <
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+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
2

4
6

8

0 =C = <: � +� � 4 D: �:(.39, .01) C:?> =;>

0 =C= <: � +� ;)> ,<@ C=*:C 1>
� �� 
�� � �� * ' ��� ' ��,��%�� �
� �� � � ' ����� �� '��� '�� *� ' �/��% -� - ' /���% -- ' ����% -- �

0 =C= <: � +/ ;)> C: ?: <);:C 1> ; D: <@ ((@; =?C " *@C: +

��� �
��� �� � � *� ' �� ' �� ' (�� �
, �#�� 
 �� ���

� �* �� ���# �� � 	7 ' , �#�� 
 ' ��� �
��� �
���� �



��� � �� ��� ����%� �SK

0.0 0.4 0.8

0
5

10
15

20
25

30

n = 10

0.0 0.4 0.8

0
5

10
15

20
25

30

n = 30

0.0 0.4 0.8

0
5

10
15

20
25

30

n = 90

0.0 0.4 0.8

0
5

10
15

20
25

30

n = 270

0 =C= <: � +/ � �:?> =; =:> @ < Ȳin <@< ;D: �
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